
I л итовски и математический сборник
LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS 1~2

1 9 6 1

О ПЕРИОДИЧНОСТИ ИНТЕГРАЛЬНОЙ МАТРИЦЫ 
НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙп. голоквосчюсВ предлагаемой статье матричным методом исследуется условие периодич­ности фундаментальной системы решений некоторых классов систем диффе­ренциальных уравнений с периодическими коэффициентами.

§ 1. Рассмотрим систему

=X[¼ То («)+U1 φ1 (»)+σ0σ1 φa (1)+u1ul> <h «j, (1)где Uk(k = 0, 1) — матрицы второго порядка с определителями, равными нулю, т. е. ЩОД = 0 (ä = 0, 1), (2)Ψa (£) (Ä = 0, 1, 2, 3) — непрерывные периодические функции периода ω = 1, обладающие свойством
φft(t)Λ = 0 (Ä = 0, 1, 2, 3), (3)о

X — интегральная матрица второго порядка, образованная фундаментальной системой решений.Пусть σj⅛ — след матрицы Uk, а σ01 — след произведения U0U1. Пусть, далее, выполнено тождество φ0(c)÷ σiφ3 W = o∙ (4)Тогда, согласно [1], нормированная в точке t = 0 интегральная матрица 
X(t) системы имеет структуру1

X(ι)=- B(u!+ul) [ш° w u* + ω*w tz∙ + ω∙ W tz"t7ι + W u^> ® где
D (C70 + U1) = σ0σ1 - σ01 ≠ 0, (6)ωo (0 = - *1  exp [σ0Lo (t) + σ01 L3 (г)], ω3 W = eχP [σ0L0 (г) + σ01L3 (г)],ωι И = [ “ ⅜ + ⅝√ И] exp [σ1 L1 (ι) + σ01 Lt (t)], ω2 (0 = [1 - σ1Z (r)] exp [σ1 L1 (t) + σ01 L2 (г)].x В работе Г. ф. Федорова функции ψ*(t)  (⅛≡0, 1, 2, 3) не обязательно перио­дические.
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(7)

Здесь
причем

Г∕(r) = J*  eψω [φ1 (τ) + σ0φ2 (τ)]dτ, 
оΨ M = »о Lo (τ) - σ1 L1 (τ) + σ01 [L3 (τ) - L1 (τ)], а непрерывные функции
I⅛(√= j"<P*W<7τ  (A = 0, 1, 2, 3),О обладающие свойством La(1) = 0 (ä = 0, 1, 2, 3),являются периодическими с периодом ω=l.Учитывая введенные обозначения и условие (8), из формулы (5) интег­ральную подстановку

(8)

находим в виде II 1Но
Следовательно,порядка, т. е.

Γ=Λ,(1) (9)∖ II + t°'⅞¾- (D(uo+σ1)≠o).эта подстановка является единичной матрицей второго(Ю)

II 1 О IIНо 11-
тогда и только тогда, когда выполняется условие(σισo-σol)σ1Z(l) = 0.Таким образом, согласно общей теории, изложенной в работе [2], имеем следующий критерий.Теорема 1. Нормированная в точке г = 0 интегральная матрица X(t) 
системы (1) является периодической периода ω = 1 тогда и только тогда, 
когда выполняется условие

1
(’! и, -°n)U1 j Л w fφ1 (») + σ0φ2 (г)] * - 0, (11)

О
причем непрерывная функция Ψ(r) вида (7) является периодической перио­
да ω= 1.Примечание 1. Если D(t70 + Ul) = 0, то предыдущий метод интегри­рования непригоден.Тогда в случае выполнения одного из двух условий

Φι (0 + Фо W + σo [ф2 W + Фз W1 = 
σι

Фо (t) + γ- Φι W + σι [фа <*)  + Фа (»)] = 0система (1) приводится к системе̂  = XP(t)
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со соответствующей периодической матрицей
P(r) = U01 φ0 (0 ÷ C∕01 Ui φ2 (0 + U1U01 φ3 (г)¼θΦl (О + ^0¼0cP2 (0 + ¼0^0cp2 (О (σ01 = σ0- ’» σ1),(¼.= ¼-⅜σ0),коммутирующей со своим интегралом, т. е.

Р(г). P(τ)dτ.P(t).
Так как нормированную в точке t = 0 интегральную матрицу X (t) систе­мы (1) находим в виде

то, следовательно, принимая во внимание условие (3), нетрудно убедиться, что в данном случае она является периодической с периодом ω= 1.Примечание 2. Для случая, когда в системе (1) вместо тождества (4) выполняется тождество φlw+⅜<p2w = °.рассматриваемый критерий получается из теоремы 1 заменой индексов 0, 1, 2 и 3 соответственно на 1, 0, 3 и 2.
§. 2 Пусть дана система

2
d-½ = X∑Uk'tk(t), (12)

Jfe=0в которой дифференциальные подстановки Uk(k-0t 1, 2) — любые матрицы второго порядка; φjb(r) (k = Q, 1, 2) — непрерывные периодические функции периода ω=l, обладающие свойством
(k = 0, 1, 2). (13)

Обозначим через XiÄ) одно из характеристических чисел матрицы Uh и, следуя И. А. Лаппо-Данилевскому [3], введем матрицу X1 по формуле
Матрица X1 удовлетворяет новой системе
где

⅛=x1f σiφt(t),
Λ=0¾=⅞-λ<1kj (*  = 0,1,2).

(14)
(15)
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(16)Предположим, что выполняется тождество
’oi («И - σ0 °1) Фо (») + (’01 ’12 - ’1 ’ои) Ч>2 (t) = °>причем σkl и aklm — следы соответствующих произведений UkUl и UkUlUm.Пользуясь методом, указанным в работе [1], нормированную в точке г = 0 интегральную матрицу X(t) системы (12) получаем в виде

где ¾ « - D(Zξ⅛ i <¾ - cz∙) u° exp ⅛ ⅛ ω]+ + [(’0 - Vo) + (’1 Ц> - ’01)/ М] ul exp Q (f)j.Здесь непрерывная периодическая функция Q (r) с периодом ω = 1 опре­деляется равенством
Q (г) = σ1 Ll (г) + (ασ1 + σ01 σ012) L2 (t), причем a = σoι σ02 - σo (σoi2 + σ102), с = σ01 (σ01 - σ0 σ1) ≠ 0, (18)

bjt(r) = J Ψ√τ)dτ (⅛ = 0, 1, 2),
ои обладает свойством

<2d) = 0,а функция I (t) имеет вид
t

I(t)≈ J" βφ∞[φ1(τ)+-^⅛-φ2(τ)]rfτj (19)
Огде цг(t)-------<j1 Il1 (τ) + -L(σ01 o02_ o0σ012) Li(τ)] (20)— непрерывная периодическая функция периода ω=l.Учитывая введенные обозначения и условие (13), из формулы (17) интег­ральную подстановку (9) получаем в виде (10), причем интеграл 7(1) опре­деляется формулой (19) при г=1.На основании рассуждений аналогичных приведенным в § 1 относительно интегральной подстановки (10), в данном случае получаем следующий кри­терий.Теорема 2. Интегральная матрица системы (14), следовательно, и 

системы (12), является периодической периода ω=l тогда и только тог­
да, когда имеет место условие

(’1 Uo- σ01) U1У eφw[φ1 (0 + -7≡- φ2 (»)]Л = 0, (21)
О

где постоянные величины а, с и непрерывная периодическая с периодом ω= 1 функция Ψ(r) определяются соответственно формулами (18) и (20).



Примечание 3. Для случая, когда вместо тождества (16) выполнено одно из двух следующих тождеств
<⅞1 (σ01 - σ0 σl) Φ1 W + (σ01 σ02 - σ0 σi02) ф2 (0 = θ.

σ12 (σ12 - °1 <⅞) Ф1 (0 + (σ12 σ02 “ σ2 σθi2) Φθ W = соответствующий критерий существования периодической интегральной мат­рицы системы (12) получается из теоремы 2 заменой соответственно индек­сов 0, 1 и 2 на 1, 0 и 2 и на 1, 2 и 0.Случаи, когда все σk равны нулю,’ исследованы в работе [4].
§ 3. Рассмотрим один частный случаи системы (1), который 

иллюстрирует полученные результатыПусть в системе (1) матрицы Uo и U1 имеют вид
0II о II* (22)а их элементы a1, b0, c1 и ⅛ связаны существенным для данного способа интегрирования системы условиемσo σι - σoι = aιdo - ⅛cι ≠ 0∙ (23)Пусть, далее, в указанной системе функции φjt(t) определяются форму­лами : Фо (r) =≡ ~ σι cθs 2π г, φ1 (t) = sin 2π г, φ2 (t) = φ2 (t) = cos 2π t. (24) Тогда условия (2), (3), (4) и (6) выполнены. Следовательно, согласно формам (22), (23) и (24), выражение, стоящее в левой части равенства (11), имеет вид II 0 0 ii|| c1(a1d0- ⅛0c1) 0 II (причемZ(l) = e∑p(—∕ expI-^-(cos2πr-α1sin2πθ](sin2π∑+⅛cos2πr)Λ. (25)

Если по крайней мере выполняется одно из двух условий1) c1 = 0, 2) 7(1) = 0,то, в силу теоремы 1, в рассматриваемом случае »нормированная в точке г = 0 интегральная матрица X{t) системы (1) является периодической перио­да ω = 1.Интеграл (25) представляется в виде/(1) l∕T+⅛exp( 2π)∑ ,IΓ(, + 2) (∙ v=0 ’ αι V 1 +a*  ∖2v+1 (26), 4π )или '<,>- J⅞⅛' «■( ⅛)ΛW (aι ≠ ± i), (27)где через ∕1 обозначена функция Бесселя, причем
Z- (. = у- 1). (28)
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Согласно теореме 1 и формулам (26) и (27), в данном случае при c1≠0 и α1≠⅛ имеем следующий результат.Теорема 3. В точке г = 0 нормированная интегральная матрица X(t) 
системы, (1) является периодической периода ω=l тогда и только тогда, 
когда число z, определяемое равенством (28), является нулем бесселевой 
функции J1(z).На основании формулы (26) нетрудно увидеть, что если a1 = ± г, то ин­тегральная матрица данной системы является периодической периода ω=l.Вильнюсский государственный университет им. В. Капсукаса Поступила в редакцию27. V. 1959 г.
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KAI KURIŲ DIFERENCIALINIŲ LYGČIŲ SISTEMŲ 

INTEGRALINĖS MATRICOS PERIODIŠKUMAS
/

P. GOLOKVOSČIUS
(R e z i u m ė)1. Tegu duota sistema

~TΓ = x [yo Ψo ω + U1 φ1 (t) + Uo Ul φ2 (Г) + U1 Uo φ8 (<)], (hkur U*  (⅛ = 0, 1) — antros eilės matricos, kurių determinantai yra lygūs nuliui, o dę- terminantas ∙D(Uo+U1)≠O. Be to, tegu tolydinės funkcijos φ⅛(t)(A> = O, 1, 2, 3) yra periodinės su periodu »=1 ir galioja sąlygos:
(⅛ = 0, 1, 2, 3), Φo (*)  + σι Фз (*)  = 0,

kur σ1 — matricos U1 pėdsakas.
1 teorema. Taške r = 0 normuota sistemos (1) integralinė matrica X(f) yra periodi­

nė su periodu βo = 1 tada ir tik tada3 kada galioja sąlyga 
kur funkcija

Д w ⅛1 (<) + »,», (t)] Λ = 0,

Φ(f)

yra tolydinė su periodu ∙≈1, o σ01 — sandaugos U0Ul pėdsakas.
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2. Tegu duota sistema
2 

-½f- = X∑Ut<fl,(f), 

⅛=0
(2)kur Uk (k≈0, 1, 2) — bet kurios antros eilės pastovios matricos; φj⅛(t) (⅛ = 0, 1, 2) — tolydinės su periodu to = 1 funkcijos, kurios patenkina sąlygą

oLeiskime, kad λjftj yra matricos Uk charakteringasis skaičius, o matrica Uk apibrė­žiama lygybe <7*=U t-λ'1-> Be to, tegu galioja tapatybė (ä = 0, 1, 2).
σoι (σoι — σo σι) Фо (*)  ÷ (σoι σu — σι σ012) Ф2 (0 = θ*.kur Qkl ū aklm — pėdsakai atitinkamų sandaugų UkUi ir UkU∣Um.

2 teorema. Taikė r = 0 normuota sistemos (1) integralinė matrica X (f) yra periodi­
nė su periodu ш = 1 tada ir tik tada, kada galioja sąlyga

1⅛σ.-.n)σ,J>ψ,w+ φ,(t)}*≈o
(σ0ι≠0, σ01-σoσ1≠0),

kur funkcija

τS{t)≈-
φ1(t)dt+ °oι⅛2-°o°oι. f φ,(τ)dτ

σ1(σ01~σ0σι) J J
yra tolydinė ir periodinė su periodu 00= 1.

SUR LES MATRICES INTĖGRALES PĖRIODIQUES POUR QUELQUES 
SYSTĖMES D ÜQUATIONS DIFFĖRENT1ELLESP. GOLOKVOSClUS

(R ė s um ė)Soient don nė s les systėmes d'ėąuations diffėrentielles (1) et (12), oū Uk et Uk sont des matrices constantes du second degrė, les fonctions φ⅛(r) (k = Q, 1, 2, 3) sont conti­nues en la variable indėpendante rėelle t, admettant la pėriode commune «o = l, et X ėst une matrice intėgrale. Supposons que les matrices U⅛ Uk et 1еэ fonctions φ⅛(t) 
(k = Qi 1, 2, 3) satisfont aux conditions (2), (3), (4), (13), (15), (16) respectivement.A lzaide de la substitution intėgrale (9) nous dėmontrons que dans les conditions (11) et (21) respectivement les matrices intėgrales des systėmes (1) et (12) sont pėriodi- ques. Pour quzil en soit ainsi, il faut et il suffit que la substitution intėgrale (10) forme la matrice unitė.Dans le § 3 de cet article nous ėtudions le systėme (1), ou les matrices Uo, U1 et es fonctions φj⅛(t) (Λ = 0, 1, 2, 3) sont donndes par les formules (22) et (24' respecti­vement. Pour que la matrice intėgrale de ce systėme soit pėriodique, admettant le pė­riode <β = l, il faut et il suffit que le nombre (28) soit une racine de fonction de Bes­sel Ji {z).
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