
I Л ИТОЪСКИ И МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 
LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS 

19 6 1

О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ОКРЕСТНОСТИ ТРЕТЬЕГО 
ПОРЯДКА КОМПЛЕКСА ПРЯМЫХК. ГРИНЦЕВИЧЮСВ настоящей работе рассматривается фундаментальный объект [1] третьего порядка комплекса прямых в многомерном проективном пространстве

§ 1. Фундаментальный объект третьего порядка

1. Комплекс прямых в репере первого порядка { Ai} определяется внешними дифференциальными уравнениями [2]:ω{+ ω≡ = 0,2ΘJ ≡ (D*  — о)*  = A3333ωJ + 2Λ3334ω{ + (ä — A3344) ωj + 2A333κω{c + (aJi,- 2A334k) ω* c, 
4θ4 = ~ 4θ3 ≡≡ tt,2 ~ “1 ~ Ш3 + = 2А3334Ш? + 2 (2a3344 + А) “1 - 2А3444Ш2 +

+ (4А33« + ⅛) - (4А3«К + ⅞) “>? > ( ')2®4 ≡ ωJ — ωj = (ä — A3344) о», — 2Λ3444ω{ + htwp⅛ + (litκ — 2A344κ) ωfr + 2A444k<i>kj 
“*.•  = 2⅛3κωi + (4АЗИК ^t^ Ak) “1 4^ (⅞- 2a344k)0,2 4^ ®АЗЗК/<1>1 ~ ®(A34KJ + ‰),02∙ 

ωκ = (⅛~ 2А334к) ωi ~ (4aM4k+ Ак)ш? 4^ 2a444K0*2  “ ®(А34к; - ^K∕)ωi ^∣^ ®А44К1<02> 

[ A⅛333ωi] + 2 [ ^a33340,1] + [∆A — ^a3344> 0,2] ++2 [δ⅛>H+[δ⅛- 2δ‰ 
.................................................................................................................... (2)

[ΔA*,  - 2ΔA334k, ω≈] - [4ΔAm4k + ΔA*,,  <■>«] + 2 [ ΔA444, ω<] -- 6 [δa34w - 4⅛ ωf] + 6 [ δa44k∕<02] = 0∙ где b У, k= 1, 2, .. и; р, q, r = 1, 2;Z,/, Ki L = 5i 6, и;
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«■> β> γ, δ> ε, ι, ξ, η = 3, 4;β,α= ≡α,= ≡,x = ≡w = 5-p-αj f≡αβ = eαp = α-β!
dA. = ω> A.. Dωi= ∣ ω*ω>  1 ∙t , « >’ « L « *J  ’∆^αβτa = ¾βTB "~ 4⅛(βγ∂θa)- 4ω(^βγ8)K÷ ~2 haβti (^į÷ ωe) » (3)*∑=÷H+ωu)≈ΔA = dh + -5- h (<■>»- ωj)-⅛s,-≈ω*-ω>-0>2; (4)

AA«ßTK = dl,cφ-rκ 2^ A«PT*“k— ^xβrrax~ ≡ω(a⅛>∕K- θ9(V⅛r)∙κ÷ ÷^4^¼Tκ(5ω≠^*^^ω*)^*^θ(Λτ)9K÷^2^ 6KaθβeT)9⅞> <5>
ΔA^ = ¾-Ajω^- -Aω5,→ + 2∈PC∈γJtΛςμ7κω∕+ 6∈^yκω^ ++÷⅛(ωrω!)+⅛a(^+4M+vpβθ4βΛ> 

^laβIK = dhaβIK± ~2~ haβlK (^P "*"  ωτ) ~ ^haβL(κωi) ~~

— 2ω5-(V2β)γ∕κ 3^¼xβτaωκ)÷ -6^ ep(aeβ)T%⅛5 <7)
^gIK = ⅛IK ^2^ δIK (ωp ÷ ωa) ~ ⅜, [Kt⅛ 4^ epa⅞ω⅛ *

Коэффициенты системы (1) образуют фундаментальный объект второго порядка [1].2. Развернув квадратичные уравнения (2) по лемме Картана, получаем: ^aβτ∂ = e^ZιβT8βι ωJ 5^ ω5-(tχ∕βγeβ)8 ÷ еРЧaβγ8 ικω*÷  ω5^(a∕βγ8)K '
= εP*ffif>l + ∈'a∕aκωf, <1°)

^taβtK = ^2~ eРЪAβT8≡κωp 4^ ω5-(a∕βT)βκ ÷ ^2^ ω5-(a e 18 I β А)К÷

÷ ^2^ epδ≠aβT8K7ωp ÷ ~2~ ω5-(afβV)KJ~~ θt05-(a^βγ)K√ » 1)
3 Ера^К = — 2f βκω5-a ÷ ^2^ 6 ÷+ 4e‰,⅛+ l2e%κA-M→> (12>f‰ = ep8ΛβWκωJ-2ω5τ-(a∕β)τzκ+ epτΛβγ∕∕a⅛-2~Λκω5 - (a e β) т + ^ω5- (a^β)b (∕K) ’

ТЛ ^ik≈^‰ik^+^Gλ1kl^. (14)КоэффициентыZxβT8sι> /ßa» ∕aβT88P AβTP fal> AβT8∕K, Aß/K’ f IK И faßt IK J 
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являются симметрическими относительно всех индексов, а коэффициенты 
и ^λikj связаны соотношениями:

S^iK=S^diK~
G<iikj~ ~ G<λkij>Внешнее дифференцирование уравнений (9) —(14) дает:e/>l [∆∕aβγ δβιωj] ÷ ^5^ [ω5 - (a¾τ e й)б] ÷ epc[4∕aβT8ικωJr] ~ [ωF-(a^βγβ>κ] = θ,

.....................................................................................................................................................................................(15)
6,*[ АГ«»Л’]+ еГа[Д0«И.(ир] = °.где 4fxβγδeι= ^aβγδeι ~ θ∕ς(βγδ8i⅛ ÷∕0tβγδβι (ωJ ÷ 2t0ς) - 3ω*f βγδβi)κ ÷

+'3e*%aßTeÄei)sKtön+ 3ep(a^ργ8sωf)--y-ÄKep(aÄ3T86wf) + (- ∙ •)> (16)Vaβγδsκ= ^aβτδe∕c - ^ω(χ∕βγδε)ςκ-∕aβγδβ√ω⅛"l'∕aβTδ8κ(ω5'l" 2ωc)~
"~ 2ω(a∕βTδβ)K√÷ ^2- ep(a^βTδε)ωJr-bzlep(aωβ^γ06)κ÷ 4e ,ηΛκ(xβγΛgε)-7ωη—— 3^7κA(aβγδωε) + 3∈ 'ηA(aβγgAε)ς√κωη — 2Л? ep (aωβ¼δ8)R ÷ (∙ ∙ ∙)> (17)

∆f zfrriiκ = dfχβ∙ftIK +f xβ∙ftIK (ωJ ÷ 2t0ς) — ^ω<βZχβT)ςiκ ~~ xβγβJ(κω∕) “““ ω(δ∕aβT)JK√"l" θep (aωβ⅛)∕κ ÷ θep(a⅛δ) (∕ωκ) ÷ θe t⅛(aβT⅛) 6∕√ωι ÷ + 6≡eι⅛(aργ⅛)β∕ir√ω∕÷ l2ω(a⅛β)σ‰√ + 6eeiÄ73(aßÄT9)/Kw^ —-3≡hx‰Λ + (∙∙∙)> (18)
∆fχβ"(IKL = dfaftiKL ~ afoςlKL ~ 3faftj(KLωΓ) + fχβ-(IKL (®р ÷ 2t°ς) ÷+ 54w(7aÄaT)(L/gK)y + 27epkah^wκt∆ly÷ 54e *ηZ⅛(a∣juhκxj 1 ρτ)ωη + (∙∙∙)> (lθ) 

^ΛIKL = dGaiκL~ GβlKL^a ~ ^aJKJ^L ~~ ^xIJL ωκ~ ^aJKLωi +

+ g01kl (ωJ + “4) + epa (4 ‰ωΖ + ⅛L (К“й) -- з е f‰l,agκιl<⅛ - 3 ≡ ‰jugκ^-‰gκyj% ++ 3 ∈ ∈s Z⅛ρ√ [i^lκ}Lxbωr + 3е ^^∕κ^aβjLωγ ^∣" ⅛ik∣>lj'δx ÷ (• • • )> (20)4ß/K = d8χβικ~ 2ω(β^a)T∕K~ ω('aθβ)∕ΛX~ ⅛aβL[Kω∕]÷+⅛4 + ωτ) + ∈‰l⅛l⅛ + eV⅛⅛Λ +
~4~ 6 Р (а e β) 9⅞ωκ] 2~ e Тв e р (<x⅛ TL [7⅞]ωδ ++ ^2~¼⅛K]LeР(aωβ) + eγ⅛κ⅛βγLωδ 2~ ΓK⅞eр(aωβ) +(•••)» 0^Λβγ.. = dfaβrκ ~Zχβγ∕ωκ- 3ω*a∕βγ)9κ ÷∕aβγκ (ωJ + ω8) ÷ “5" ∈ 8s∕aβγδ∕κω6 "

2ω(a≠βγ)∕κ 5~⅛cβγδωκ 9÷ ^2ω(a^βγχκ÷ ~5~ ω(a ⅛γ) Ък ÷
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+ 5^ AxßiK (ω3 ^∣^ ωi) 5^ e 'Aβτc‰ωη4^ ^5^ ≡9,≡ '4^xβτ8⅛cικωη-
5^ AK8 <αβ*T>≡CI  ≡ '4 ≡ s'ωη + 2 6 *s ep (αAβγ)J∕Aκωe - ep (αωβ ∈ γ),¾A{ ++ ^5^^∕ *^κ8(αβωτ) 5*⅛βTK^I *ωj+(---- )> (22)

∆fzįlK~ dfaiiκ~ 2θ,( √X) CIK - 2ZxβI(iωκ)"*■  f»flK(ωJ ÷ως) ÷ ^f eγ8∕αβγiκ√ωβ + + 4ω⅛θβ>√(∕κ) + 3 e 'η⅛βς ⅛)X + 3 eβl e tηAns ⅛⅛η∕κω∕+■+■ ~Γ ω<x⅛CIK⅛ t+ -4^ et4eι<α^β)CIK^5ωη + 3≡'1≡f>(ι⅞)e√(ι⅛ω∕^t^ +3‰o√sM√flβ>+ <• • •)’ <23)^IK = i⅜κ+Λκω> _ 2Λ(iωκ) - 3^I(I^K)αωα + 3∈ς1,^ας√(i⅛)°1ωη + + 4 ≡ ς,σc,<ικ>ω⅞ + ≡ ‰ilκ% + 4 e %,f⅛7 “- 2e^6τ,e‰κ⅛ιω∕+ <■ • •)> (24)^Лк = *̂ XK 4^Aκωf-∕βK* 0α-fpJaκ~ ^3^ e ^Vαβ∕κωr + 4 e *l⅛.βlκωγ -
- -3-e “ ≡lς e +4 %Λ+ ⅛βω5+j- ≡ 4,W∙{+

+ 4AKW+4e’TA?-*W«|- .' 6p∕⅛'+3e⅛w< + 

+2eT4TßK“5.-ß-34K“i-4s«*KP“5+AW+ (∙∙∙), (25>

‰=‰+ллр- ‰⅛ - 4 ω<Vβ>κ+4 ≡γ4βτAκ++ ≡τ4βTeω5s-∙-4≡γee'l≡ς8‰‰ωη+4≡γ4βts⅛-∙ω,κ +
+ 4eγ‰κωf- -⅛e,<.ωδ + <∙ ∙ •)• <26>В уравнениях (16) —(26) скобками (...) обозначены выражения независящие от дифференциалов вторичных параметров.3. Коэффициенты уравнений (1), (9) —(14) образуют фундаментальный объект третьего порядка комплекса прямых.Величины

£ a!KL = &а [IKL]

FalKL= ^al(KL) (28)удовлетворяют соответственно дифференциальным уравнениям
⅛x1kl+Sx1kl (<■>'+ о»')-gςlιa.u>i - ⅛λjikl">j∏ - 4 e∕∙χ⅛ωf∣ + (• • •) = 0’ (29)

dpxlκL + ΛtIKL (ωpf + ωβ) - ⅛ωS - Р.ЧкМ - Р^К- p*jKLu,,j + + 4 Wl<K¾ + 4 e fiγ e ” (λαβΛ⅛Kα8 - ⅛βl< A)⅛s) ωγ + ÷^2^e^τ (⅛βκx‰-^aßKL^Kv) ωγ 2^e5Aβι<κ⅛)iωτ4^4^ ^2^ gllK^L )iωα + (∙ ∙ ∙ )∙ (3θ)
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Из уравнений (3) —(8), (16)-(26), (29), (30) следует, что системы величин:
^aJKL*  8lK*  ^la^IK* (31)

aJKL> S[κ> (32)
^ΛlKLi 8lK*  ⅛⅛IK* (33)

f<zfrfIKL> 8IK* (34)
fa⅛χbiκ*  (34), Λαpγp hpr∙9 (35)∕a3τβ≡∕, (35), ^aργ9; (36)∕aβτδ≡ι, (36); (37)
8rfικ> (32), ⅛xργ7, hįį (38)
fικ*  (33), Aapγj, Af; (39)
fa⅛ικ*  (34)j (33), ¼tβγp Af; (40)Zxβ∏, (35), (40), ¼tβγ0J (41)/х/, (38), (39), (40), Л; (42)∕xβ, (42), (41), Λxβτ, (43)являются подобъектами фундаментального объекта третьего порядка.

§ 2. Некоторые свойства гиперповерхности 
четвертого порядка4. Двумерная линейчатая поверхность комплекса, точками прикосновения [3] которой являются точки

P[~"ap> f'^PAp> (44)определяется уравнениями “?= SβP,ιM,θ∙ (45)%κ= ≡pppSM,θ∙ где θ-линейная дифференциальная форма.Трехмерная плоскость, проходящая через лучи I и l∙∖-dl линейчатой поверхности (45), определяется уравнениямиt⅛κι=0. (46)Трехмерная плоскость (46) пересекается с гиперплоскостями, ассоциированными соответственно точкам прикосновения (44), по двумерным плоскостям: (Λ1Λ2, ffAχ+p^Aκ), (AlAv f>*A χ+rfAκ). (47)Если ρj = ⅛ p{c=pf, то линейчатая поверхность (45) является развертывающейся и точки прикосновения и плоскости (47) совпадают. В этом случае двойная точка прикосновения является точкой возврата, а двойная плоскость (47) - касательной плоскостью луча развертывающейся поверхности комплекса.Развертывающаяся двумерная поверхность комплекса с точкой возврата rM1 + Λ42, 
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касательной, плоскостью которой вдоль луча I является двумерная плоскость (√41√42j ρκ√lx), (48)лежащая в касательном пространстве, определяется уравнениями:
ω*  = О,ωfr = r⅞κθ, ω*=-⅛*θ. (49)

5. При движении луча I по линейчатой поверхности (49) касательное пространство перемещается и те точки касательного пространства HpAp+ι∖1A1> которые движутся в гиперплоскостиτ1x3-τ2x4 = 0, ассоциированной точке τ1A1 + τ2A2, определяются уравнением (‰+≡αβ‰)^s-sZ5-W=0. (50)Если координаты точки ηpAp + ηκAκ являются переменными, то уравнение (50) определяет (и —4)-мерную плоскость, лежащую в касательном пространстве, присоединенную к двумерной плоскости (48).Уравнение (50) симметрично относительно и ηκ тогда и только тогда» когда имеет место соотношение ‰∕ηκ=θ∙ (51)Это уравнение имеет инвариантный смысл, ибо оно не зависит от отношения τ1zτ2.Уравнение (51) равносильно уравнениям линейного комплекса W>'κ=θ> ρα<f=j>α*=∕> 34 = 0, (52)где pii — координаты прямой в репере {Ai}.
6. Общие прямые линейных комплексов^ соответствующих двум бесконечно близким лучам линейчатой поверхности (49), определяются уравнениями (52) и М^)^=0- (M)

go∕^5-V√κ+‰('⅛>2κ- ⅛lκ) = 0- (54)
Действительно, дифференцируя уравнения (52), в силу (49), получаем (53) и (54).Коэффициенты уравнений (50)’, (53) и (54) являются компонентами геометрического объекта (31).Так как уравнения (53) и (54) связывают координаты трех точек

f,tAt + f,1Al, ξfAt + ξ,A,t ηfAf+η'A, касательного пространства, где∕κ=ξ∕ηκ-ξκ√ι ^ = ξκη∙-ξ'Λто в случае совпадения двух точек
tpAp + p1A1 = ffAp + rfA1 ≡≡ xpAp + xiAjони определяют (« — 5)-мерную поверхностьxα = 0,
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(⅛β∕κ+ ≡αβ⅛) f9χl (хКУ - χtξκ) = 0∙ 
pxlκLflχκχl'i,+⅛{ P3 (χliκ - χκi1) - ti (*V  - ×κi1)}χ, = θ. присоединенную к точке ρ4√41 + p3Λ2 луча I и к точке ξpAp + ξlA1 касательного пространства. Коэффициенты уравнений этой поверхности определяются компонентами геометрического объекта (33).7. Прямая, проходящая через точку

U = upAp + wMα + ιFAκ, (55)пересекается с гиперпозерхностью четвертого порядка [2]6∕zχβ7κxαx^x7x^÷ 4A3tβγκxaχβχτx* c÷ Λαβγδxαχβχτx9 = 0 (56)в точках P1, P2, Λj> -f,4> c помощью которых (см. лемму 1 [4]) соотношениями
ZU&PQ, PZ~P1P2, QZ+P3Pi на этой прямой определяются три точки Z. При вращении этой прямой около точки U, точки Z описывают гиперповерхность третьего порядка 6Λaβjκ√aχP√x,cj ÷ 4Aaβγκ√aχβχγxκj + AaβγδMaχβχV = 0.Прямая, проходящая через точку

V = vpAp + vxAλ + vκAκ, (57)пересекается с выше полученной гиперповерхностью третьего порядка в точках Q1, Q2, Q3, с помощью которых (см. лемму 2 [4]) соотношениями 
VY*RS 3 Py≠Q1Q2, SY+Q3Vна этой прямой определяются две точки Y. При движении прямой, проходящей через точку V, точки Y описывают гиперповерхность второго порядка 6∕⅛κ√Mx7xκ> + 4Aaβτκ√0⅛βχ∙ хю + ΛaβγδΛβχTχ9 = 0.Полярная гиперплоскость, соответствующая точке

W = v)pAp + wa√4a + wκAκ (58)относительно этой гиперквадрики, определяется уравнением
6Λχβlκuiav^w1x^+4haßTKu(av^wrxK) + haβγiuav^wr x9 = 0. (59)Если все три точки (55), (57) и (58) стоят на месте, а луч I комплекса движется, то координаты точек U, V, W удовлетворяют дифференциальным уравнениям

dul + u,<∣H = w,θ, dυl + vju*'.  = vt θ, dwt + w,ωj.=w,θ, Z)θ = 0, в характеристика гиперплоскости (59) определяется уравнениями (59) и (‰a-‰βθ≡)u<≈1ΛΛS>+
+ 2(2ДhtfXK~ ⅛βγ.⅛ - ‰θ5 - ‰≡ √⅛θj) ++ (ω∖fκ-‰⅛-24M- Sχ≡егЛМ)•— l2^laβ∕κ(ω≠"f,,≡°⅛,,≈κ,+ ωfu,⅛¾⅛w) — 4(Aajj,βω° + Aaβγκω^j√aι>⅛'l'xf,,-- 12 (WJ + W>*)  "<¾β∞,*w = 0∙ <6°)
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8. Если луч I перемещается и описывает линейчатую поверхность комплекса определяемую уравнениями (45), то уравнение (60) примет вид ψ («, *>, Ри р2» *)  = { (∕αβγδει"^"-5- esα∕βγeβι + θαβγδeι) Р1 + + (∕aβγδ8K- e6√βτδκ+ θaβγδβκ) pjep20 р(а^ЛВ) + ÷ I (2Λzβγδεκ-∣- eβa∕βγβκ- 2eβa eεp∕γκ ÷θaβγδεκ) Pi®P? + ÷ 2(∕<xβγβκz- e δa≠βγκ∕ ÷ θ e δa^βγκ√ ÷ θaβγδκz) Рι8Р? } uf'avWxκy ÷ ÷ { (Aβγβ∕κ ÷ 2 ∈ γa∕βδzκ ÷ e γa e βδΛk' ÷ θjβγδ∕κ) P i ‘ Р8} ÷ ÷ (∕aβγ∕κι — 8 ∈ γoFpuκ + θaβγfla,) P1γP2}} u^w1xκ>-- 12Aaß/KepTP(ißp2)w(a^xK)- 4epς (¼zβγεPcιePp + ⅛βγxpiκP2s}) иЪ№х» -- 12epξ (ÄaßTKp(Tp2> + Äap/Kp({p|,)M(a2,ßa,T^)-— 12 I ( ∈ + ер^а'1К^ь} Pl, Р8) ÷^4" + eηδ^aη∕K⅞TL√) Piγp2> | u^av1wκxb^ = 0, (61)где θaβτδει =2eε(a^βγδ)i^4"2e jη⅛(aβγ⅛)εςι iθ2)θaβγβεκ= 2eXa¾γδ)ε^κ÷4eηl^ι(aβγ⅞)ηεκ> 63)θaβγ∂ε^ 4eη'^aβγς⅛δεκ~ 2epδ^aβγε⅞"b ep(a^βγ)δε⅞"^ 4^ ® eδ(a^βT)βκ^- ®е *η⅞εη (γ⅛χβ)ςκ÷ ep(a6 ∣ δι β eγ)ε⅞^ θ4)θaβγ∂K∕ = 2 e р (a⅛) 6K^lI ÷ ß e η ’ ^aβγς^rηЪК1 *̂̂  "i~ θ eη,⅛aβ 1 ςκ∣¼r) δηz- ^aβγδ^κ∕ ÷ 2 e δ (oΛβγ) zκ∕⅛ ς

^4^ ep (o∕⅛T) δ∕⅞ + Т e∕> (« e I« I Р e Т) δ⅛⅛ (65)θ^βγδκ∕ ^2e l7,⅛γδ (a⅛ηzκ ~ 8 epγ^aβδ∕⅛÷+ 16eη‰.-AτδK “ ∈p(a∈β)γeβΛp⅛÷÷ l2eδ(oΛβ)γzκ^ ^^2ep(a⅛γδκ^∕ ’ (66)θaβTZKL≡ 6ρ((x⅛TKzΛ∕ ~ 6 ∈p (а ∈ $yfögKL +÷ 48 ∈ T,;Äaß;/Äl]T/CL + 24 ∈ ^h. (а t γr i Λβ) TiIK ++ 6 e > (0ς⅛γlκh^ ÷ 6 ∈ τ(3tΛβj δ7κ⅛~δ — 48Aλptz^kl. (67)Уравнения (59) и (1) определяют (п — 3)-мерную плоскость, присоединенную к точкам (55), (57), (58) и к двухмерным плоскостям (47). Подробные исследования этих уравнений дадут геометрическое истолкование объектов (33) - (43).9. Считая, что плоскости (47) совпадают, а также совпадают точки (55), (57), (58) с точкой x,Ai, которая лежит в двойной плоскости, т.е.
up = vp -wp = xp3 uλ = vλ = w3 = p* = P2 = хя9

u1 = v1 = wl = p11 = ζ>12 = x1
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(множители пропорциональности пропущены, так как они в этом случае не имеют “никакого значения), получим (и —3)-мерную поверхность, определяемую уравнениями (56) и/«П«плЛсГ**Л‘ + ‰xtκιχlχ9χ~χ,lχ,χκ + + (‰τ∙∙κ+ efJ>ftb,l>κ)x^x~χs^χκ+ ^t" (∕αβτzκx ~ 5 e + 12 е η∙AαβςzA>)γ∕α,) x*x^x (x,xKxL —

- 8≡fl(3hWκχ, + 2h^κx'∙)^x'fx,xκ-4∈pcAαβτ^Λ≡χlχ<,= о. (68)Поверхность (56), (68) определяется компонентами геометрического объекта (37). Более детальные исследования этой поверхности, осуществляемые с помощью ассоциированной гиперплоскости к точке луча Z, касательного пространства и луча I в нем, дают нам геометрические интерпретации объектов (34) —(36).10. В общем случае соответствие между точками (55), (57), (58) и плоскостью (a1A2, ρ^Aa ÷ pfAj^, определяемое уравнениями (59) и (61), не является симметричным относительно точки x'Ai и некоторой точки p,2Jf∙, лежащей во второй плоскости (47). Следовательно, требование, чтобы это соответствие было симметричным относительно точек x,Ai и pt2Ai, дает дополнительные уравнения:
bh^lκu^wlplp+ 4haβrκu^wrpP+ h^rζu = 0, (69)ψ(w, v, w3 p1, х, p2) = 0∙ (7θ)Исключение координаты t прямой, проходящей через точки x'Ai и ρ*√4,∙,  приводит к трем уравнениям: (59), (69) иф(м, v, wi p1, p2, x)-ψ(u, v3 wi p1 х, ρ2) = θ∙ (71)Эти три уравнения (59), (69), (71) определяют линейный комплекс прямых, лежащих в гиперплоскости (59), присоединенной к трем точкам (55), (57), (58). Этот комплекс определяется компонентами геометрического объекта (43).Те прямые линейного комплекса (59), (69), (71), которые: а) пересекаются с касательным пространством, характеризуются уравнением ρ43 = 0 и определяются компонентами геометрического объекта (42), б) лежат в касательном пространстве, характеризуются уравнениями ρ∞=pxκ=ρaq = 0 и определяются компонентами геометрического объекта (38).При Ma=0 (одна из точек (55) (67), (58) лежит в касательном пространстве) уравнения (59), (69) и (7Отбудут определены компонентами геометрических объектов (42), (41) и (39). Если wa = 0, √t = wa = pf (точка U лежит в касательном пространстве, а точки V, W и двухмерная плоскость 

(a1A2, + лежат в одной ассоциированной гиперплоскости), тоуравнения (59), (69) и (71) будут определены компонентами геометрического объекта (41).
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При u3t = √x = 0 уравнения (59), (69) и (71) будут определены компонентами геометрических объектов (40) и (39).При uβ = √x = 0 и wα=pιt уравнения (59), (69) и (71) будут определены компонентами геометрического объекта (40).Значение геометрического объекта (39) получается из требования, чтобы точка (58) была симметрична точке p{Ai, лежащей в первой плоскости (47).
11. Компоненты фундаментального объекта второго порядка позволяют определить нормали второго рода [2] и двухмерные плоскости, проходящие через луч I и лежащие в касательном пространстве. Каждая такая двумерная плоскость и нормаль второго рода пересекаются в одной точке. Совокупность этих точек определяет совокупность прямых лежащих в касательном пространстве. Каждая прямая этой совокупности при перемещении луча 

I по заданному комплексу также перемещается и описывает (в общем случае) другой комплекс, фундаментальный объект первого порядка которого является подобъектом фундаментального объекта третьего порядка исходного комплекса.
12. Полярная форма гиперповерхности четвертого порядка дала геометрическое значение большинства геометрических объектов третьего порядка. С помощью принципа двойственности в работе [2] получена геометрическая интерпретация нормали первого рода и ряда других геометрических объектов. Применяя принцип двойственности к дифференциальной окрестности третьего порядка, получим новые геометрические объекты, двойственные геометрическим объектам (31) —(43).Вильнюсский государственный Поступила в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 1. II. 1961 г.
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APIE TIESIŲ KOMPLEKSO TREČIOS EILĖS 

DIFERENCIALINĘ APLINKĄK. GRINCEVIČIUS
(R e z iu m ė)Darbe tiriama tiesių komplekso daugiamatėje projektyvinėje erdvėje trečios eilės diferencialinė aplinka. Sis darbas yra kito darbo [2] tęsinys, kuriame buvo ištirta antros eilės diferencialinė aplinka. G. F. Laptevo metodu gauta trylika geometrinių objektų. Duodama jų geometrinė prasmė.
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DIFFERENTIALUMGEBUNG DRITTER ORDNUNG 
DES STRAHLENKOMPLEXS

K. GRINCEVIČIUS
(Zusammen/assung)In vorliegender Arbeit wird das Fundamentalobjekt dritter Ordnung des Strahlen*  komplexs im mehrdimensionalen projektiven Raum untersucht. Im erwähnten Raum wurden 13 Unterobjekte des Fundamentalobjekts gefunden. Die geometrische Deutung der Unterobjekte wird mit Hilfe einer Hyperfläche vierter Ordnung durchgeführt. Die genannte Hyperfläche wird durch Komponenten des einem Komplex angehörigen Fundamentalobjekts zweiter Ordnung definiert.

7. Lietuvos matematikos rinkinys T Nr. 1—2 97




