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О ЛОКАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ В СЛУЧАЕ 
УСТОЙЧИВОГО ПРЕДЕЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯÄ. МИТАЛАУСКАСТеория локальных предельных теорем для одинаково распределенных независимых случайных величин уже получила довольно исчерпывающее развитие. Однако имеющиеся результаты для различно распределенных слагаемых далеки от окончательных и касаются лишь случая, когда предельное распределение нормально. В случае же устойчивых предельных распределений пока известна одна работа автора [1] (имеются в виду решетчатые случайные величины), где исследован довольно-таки специальный случай. Более общий случай исследуется в настоящей работе.Для получения основного результата (теоремы 2) нам потребуется одна теорема интегрального типа (теорема 1).Рассмотрим последовательность независимых случайных величинξι, ξ2, ..., ξn, ... (1)с функциями распределения F1(x), F2(*),  ..., Fn(x), ....Условимся говорить, что последовательность {Fjfe(x), Ä=l, 2, ...} принадлежит области притяжения устойчивого закона Ga(x), если существуют постоянные Вп > 0 и Ап, такие, что 

при П → оо.Если Bn = ann α , где 0 < o' < afl < а" < со, 0 < a < 2, то говорим об области нормального притяжения. В дальнейшем мы будем рассматривать именно этот случай.Теорема 1. Если последовательность (1) удовлетворяет условиям

а)

jc1⅛ + <X1(n, x)] , Х<0,l-[c2⅛ + ⅝("> *)]*7Γ>  *>0’
где c1≥0, c2≥0, c1÷c2>0, a1(n, λ)→0 при n→∙<χ>, x→-∞ иa2(w, x)→0 при n→∞ и x→∞,,

b) где δ<a, а К не зависит от k∙ то величиныJp (А = 1, 2, ...) бесконечно малы, и последовательность {Fk(x), k = ∖, 2,...} 
принадлежит области нормального притяжения устойчивого закона Gλ(x).



Доказательство. Проверим сначала бесконечную малость величин ⅞-. Действительно, β" -
J ∣*∣ ,^w≤τb î lχl>M>nПоэтому sup P{∣ξt∣>eBπ}≤->0 при n→∞.Далее нам придется проверить, выполнены ли условия 4 теоремы § 25 книги [2] в нашем случае. При х < 0 имеем

2 Fk (βnx') = « [⅞⅛ + «1 (П, ⅛)J в, '
n ' I

= С1 I gι (п> В'^ - > ¾
^^l*l α <⅛l*l a l*l aПри х > 0 имеем при Λ~>oo.

п

2 [F*  (B√e) - i] = - п [c,a≈ + a2 (я, ∙Bnx)] —⅛
А—1 ”*≈--⅛--при n→∞. 

ха а® хя хяОстается доказать, чтои® ∏≡^ 2! f χ*dp* ад) - ( Mf* ад) )=°2=o∙Так как 0< f x4Fk(B,x)~( ∫

X l<s , 'то достаточно будет
xdFk(Bπx)} < f xtdFk(B^),

∣χΓ<e ∣χ∣<≡показать, что
lim lim У Į x2dFk(Bnx) = Q.
8→o n→coj⅛1 ;х/<6Метод доказательства по существу совпадает с методом, примененным в статье [3]. Имеем:į fx*dF t(Bjt)=-± 2 f У*Ъ(У)  =

А-l lx∣<8 n *=1  i>l<8B,,

=-⅛ ∑ f ∑ f мм,n k~λ ι>∣≤⅛, n Ä=1 ^<∣>∣<ββnгде 0<η< 1 —-у. Тогда 2η + a<2 и
. n Г 1 B2γι+*-⅛ 2 j yw*ω<I≡'-⅛ —>0 ∏p"<* →~∙" 4-, I,∣≤bJ " ’
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Далее,
(2)

(3)

.«■в; +

«»(». Bηn)

⅛Σ f = f yidFlt(y)-

on ьо1 γι Dn ⅛a>1 711⅛<b,∣<∙Bn Bn<y<ΛBfl

-⅛Σ f V2dFt(-y).

n j⅛mi ηBn' <y<∙Bn Исследуем первое слагаемое. Интегрируя-по частям, имеем į∑ f ^ω=⅛∑j^[F*ω-ιj∣JI-
” *" 1 В„ <y<8Bfl n k-l-⅛Σ f κω-w∙” a°1 bJ <y<8B Подставляем пределы интегрирования и используем условие а): ⅛-∑Iy2[¾(3')-i]I2"I=-≡,"[¾<+¾(". «ад-1 

+ ^-n[c2^ + a2(n, Bj)]-JL---------- c2e,-1 +
2_а oτl(2-α)+α d11(2-а)+а

, • / n \ °п 1 ап+ -α2(n, βBn)-с2----- ?------------—--------
п п *̂n  п—> —c2ε2-α при n→∞, так как η(2- α) + α<2.Ко второму слагаемому (3) также применяем условие а):~⅛-∑ ∕ [¾ω-i]⅛',=-⅛ ∕ [¾<+¾(",3')]-V<b-,=

П t"1 βj <jy<βBw П В„ <y<8Bn

=1‰ f y,'ajy+-^^~ f y)y,~'dy∙ (4)

n 7J и я η
Вя <У <∙Bκ B^<y<8В.(Оценим первое слагаемое в (4):-¾-j⅛,⅞- 2⅛<2~Λ___ ⅛, θ∏ηt2-g,+a ¾- 2.aj32-a 2-a ∣βη 2-а 2-а β2 2-а 6 ПРИ ПДля второго слагаемого в (4) получаем аналогично

I 2BJ f 1 a I I 2βn V2∙^a ∣∙b,∣I
J *dn,y)y-  ^∣<∣-75r max i,).2L-" ∖J<y<.s,l ” n⅛<^<,⅛при n→oo. Следовательно,±⅛Σ,∕ ',w∙b'>-⅛

" 3fi<y<9Blt

ОО »

О
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Аналогично оценив второе слагаемое формулы (2), получим
Тогда В„ <y<∙Bn

limл->оо >¾F*  (у) = («1 + <⅛) е2 -а

и lim8->0 lim
n÷O3

-⅛-∑ J y2dFi(y) = 0. 
n Ä-1 ∣yl<8BrlЭтим и заканчивается доказательство теоремы 1.Переходим к формулировке и доказательству основного результата.Для последовательности (1), принимающей только целочисленные значения, имеет место локальная предельная теорема, если при и—>со равномерно по m(-co<m<co)^j∑ξ*  = 'ψ*(⅛ 1)→o. (5)

где g (х) — плотность, соответствующая функции распределения устойчивого закона Gα(x). Если соотношение (5) выполняется для любой последовательности целочисленных случайных величин, отличающейся от (1) конечным числом членов, то будем говорить, что последовательность (1) удовлетворяет локальной предельной теореме в усиленной форме (Л. Т. У).Теорема 2. При соблюдении условий а) и в) для того, чтобы после
довательность (1) удовлетворяла Л. Т. У., необходимо и достаточно, что
бы для всех целых q>2У min P{ξft ≠m(mod^) I = оо. (6)

⅛≡ι 0≤w∙<β ’ 'Доказательство. Необходимость условия (6) следует из отображений, примененных Ю. А. Розановым [4] при доказательстве локальной предельной теоремы для сходимости к нормальному закону распределения. Поэтому докажем только достаточность. nХарактеристическая функция случайной величины Sn=∑ξ∣t
*=ι∞

f (f, s„)= 2
k≈-ooИмеем

π *в п m^n
2πP{S. = m} = f e~“"•/((, ¾Λ = ⅛ f Ąh ¾4l)λ∙

—π ~πβπИзвестно, что
2k^(^⅞γl)= fe b" f(t)dt>
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где f (t) — характеристическая функция устойчивого закона Gλ (х). Для доказательства теоремы достаточно показать, что при n→∞2π [в„Р { Sn=rn } - g =Λ+4 +∕,+¾→dЗдесь
∕1= f e-⅛[∕(t, ⅛⅛b) -∕(t)]Λ,

∣t]<θ
m—β",'r^Γ∕(0Λ,
/т—

.-T∕(,⅛)a
θsζ∣r∣<6Brj

Постоянные θ > 0 и е > 0 выбираются позднее. Оценим каждый интеграл в отдельности. Из теоремы 1 следует, что
Sn-An 

В„ )-*∕ωдля всех 11 ∣<θ, поэтому ∕1→0 при n→∞ для любого постоянного θ.Далее получаем
∣∕a∣< L

ОО∣∕(f)∣Λ<2 где с > 0.M θПри достаточно большом θ интеграл Za сколь угодно мал.Оценим Į ∕(r, интервале θ≤∣f∣<εBn. Пусть ∕a(j) - характеристическая функция величины ξ⅛. Ясно, что
Тогда

СО ОО
∣W-ff

—СО —ОО

cos t(x-y) dFh (х) dFk (у).

1-|/*(<)1 г>4- ∕ f dFt(x)dFi(y)>

π _, . %| 5π-у≤∣r(χ->)∣ <-уоо 
dFk(x)} dFk(y) =Γμ1+j,

СО

-ОО
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Так как И-, ⅛t)∣=∏w⅛)∣.то |/(,. ⅛t)∣≤ewj-÷i ∕hH⅛ + ,)-л-1 -л/
N-M⅛+w)] f rf*ω∣

-Nпри любом N<-∣^-. Так как
NУ <∕F√j,)≥l--±- У I у 1’ dFk (у) > 4^

-N ∖y∖>Nпри достаточно большом W, то для θ ≤ 111 < еВя при достаточно малом вHt∙ -¾^)l≤exp{-÷∑J^√1⅛-77)-^(⅛r+^]}≤
≤exp{-c'∣t∣α},где c, > 0 — некоторая постоянная. Тогда для интеграла Z3 получаем:∞∣7a∣≤ У ∣∕(r. ⅞~)∣ffe<2∕ exp -f'∣lΓ}Λ∙

θ≤∣r∣<βBn θПри достаточно большом θ интеграл Z3 сколь угодно мал.Для оценки Ц заметим, что∣4∙ т4)1<ехр!-42[1_1Л(^)Г]}’а i/*  (О I* =∑ ∑ ρtm,ρkm, ∞s t <∙mι - m^>
mt mt

где ρkm = Р { ξfc = т }. Поэтому после замены и = 2*β имеем∣Λ∣< У 14- ⅛4∣*<
6Bn≤∣r∣≤KBπ< 2πB, У ехр j - 2 ∑ ∑ M⅛ si∏2*“ (»»i - "⅛)} du∙

2^≤∣u∣≤⅜ *" 1 m, w,Известно, что при любом τ > 1 число и можно представить в виде»=-f- + r, (7)
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причем α, q — целые числа, о. н. д. (α, j)≡l, 0<g<τ, 111 < ~. Имеем IĄI < 2яВ„ J” e∑p j - а„ (и) - ß„ (к) }<&,
⅛≤∣uj≤⅜где

п¾ («) = Σ Σ Σ Λm∕* m,sl°2 π (Т + ') (mi “ mi,'⅛βl m1 f∏gft. («) = ∑∑° ∑^Λm,Λmιsin2πr (mι - ws)∙
Здесь 2 2 ^означает суммирование по таким m1 и m2, что M1^ra2(mod ę), a Σ Σ - πo таким w⅛ и w2, 4τo w1≡w⅛(modg). Тогда можем написать, что ∣Λ∣< ∑(A,,+^+⅛4).

а
Qсуммирование ведется по всем несократимым дробям -у- из интервала (θ , -i-), знаменатель которых q не превышает некоторого τ, подбираемого позднее, а

φ (я) я α∕<1> = 4πBπ J" e∑p∣-αn(u)-βn(u)∣Λ,
in

∕<p = 4πβn J" ехр {-«„(«)-₽„ (и) }<*,
__ 1_

<р(я)я~ α

Здесь ф(я) — функция, медленно стремящаяся в бесконечность, а δn→0 при n→∞ (более конкретно φ (и) и δn выберем позднее).
_ 1Пусть 0 < t ≤ φ (и) п a. Тогда«■„(«) >∑ 2 Σ PkmJ,km,sin2 " [ γ (">1 - ma) +1 (m1 - m2)] ≥

А“1 . 1I я|х—mt ∣⅛⅛

>Σ Σ Σι w‰.8fa8^(τ-⅛)>
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А так как

> 5 Σ 2' ∑^ Am,∕,⅛ -δ ∑ 22 W*-*  >⅛βl mt m, ⅛-l 1mι~m∙ ¾7>δ∑ min P∣ξt≠≡m(modρ)}-2S У У fttol,t-ιo≤-<< ’ J "1 , 1lm|> ⅛Первое слагаемое ввиду условия (6) при n→∞ бесконечно возрастает.2 2 PAm = ∑p∣∣ξ*∣>^-∣≤c 1Mfα≤c1(φ(w))0*→lml>∙ *-ι
, , ¾rто возможно так подобрать функцию φ(n), что£afj(u)>φ1(w) при r<φ(w)w a, где φ1(n)→a> при n→∞. Кроме того, имеем

<⅛ (“) + ₽» (“) > S2'2 X 22 («1 - >
⅛-l 1 I≥δ3∑ ∑ ( ∑ ∕‰,)∕‰,≥*"1 ∣">.∣≤i⅛ ⅛ + 'n∙≤w>≤⅛+",∙

п> 4^ δ≡ Σ p{ ^^T⅛Γ ≤ < -i⅛- } > cnt*'если только r→0. Ввиду очевидного неравенства«» («) + ₽л («)> 7 “«(«)+7 [®» + ₽« (“)]имеем

При помощи аналогичной подстановки получаем такжей ∞

Подстановкой п л t =у получим
Zφ(n)

е 2 ⅛∕→0 при tt→eo.
_1_Zj2)<caw«

при И~*∙∞.Далее имеем
- Г < ” i

z?} ≤ cana J exp Į - δr≡ 2 ∑∑ 0⅜ - ^PkmPkmt }Л< 
x Aββl * в% I w1-ml I < у138



_1_
cnt2 } Ä< c2na e-c"δ"→0

при w→co, если мы выберем Отсюда следует, что ∣Z4∣→0при n→∞. Теорема 2 полностью доказана.Автор глубоко признателен И. Кубилюсу и В. Статулявичусу, ценными замечаниями способствовавшим появлению данной работы.Институт физики и математики Академии наук Литовской ССР Поступила в редакцию 15. I. 1961.
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ÜBER DEN LOKALEN GRENZWERTSATZ IM FALLE 
DER STABILEN GRENZVERTEILUNGENA. MITALAUSKAS

(Zusammenfassung)Im Artikel ist ein Resultat des Verfassers [1] verbessert. Es sei (1) eine Folge unabhängiger ganzzahliger Zufallsgrößen. Man sagt, daß für die Folge (1) der sog. lokale Grenzwertsatz in starker Form gilt, wenn für jede Folge, die sich nur in endlich vielen Gliedern von (1) unterscheidet, Relation (3) erfüllt ist. Im Artikel wird der folgende Satz bewiesen: Die Bedingung (6) ist notwendig und hinreichend dafür, daß für die Folge (1) der Zufallsgrößen, die Bedingungen a) und ⅛) erfüllen, der lokale Grenzwertssatz in starker Form geltė.
LOKALINĖ RIBINĖ TEOREMA STABILAUS RIBINIO 

PASISKIRSTYMO ATVEJUA. MITALAUSKAS
(R e z i u m ė)Siame darbe pagerinamas autoriaus rezultatas [1]. Tegu (1) — nepriklausomų sveikų atsitiktinių dydžių seka. Sakoma, kad (1) sekai galioja sustiprinta lokalinė ribinė teorema, jei kiekvienai sekai, kuri skiriasi nuo (1) tik baigtiniu narių skaičiumi, yra patenkinta (3) pareinamybė. Darbe įrodoma teorema: Sąlyga (6) yra būtina ir pakankama, kad (1) sekai atsitiktinių dydžių, patenkinančių sąlygas a) ir b), galiotų sustiprinta lokalinė ribinė teorema.
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