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О СКОРОСТИ СТРЕМЛЕНИЯ К ПРЕДЕЛУ НУЛЕЙ 
ЧАСТИЧНЫХ СУММ РЯДА ТЭЙЛОРА ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИЭ. НЕЧЮШКИТЕ, Ш. СТРЕЛИЦПусть

f (z) = α0 + αι-≡r + α2^2+ • • • — 0)целая функция конечного порядка ρ и типа σ (в частности f (z) может быть минимального порядка или конечного порядка минимального или максимального типов). Пусть α≠0 — m-кратный нуль функции f (z). Рассмотрим 
п последовательноть {zn} нулей частичных сумм Sn(z)≈^ajzj ряда (1), у-осходящуюся к а: Sn(zn) = 0, limzn=a.

n→~eo ЛВ настоящей заметке изучаем скорость стремления к нулю выражения ∣zn-a∣. Имеет место следующаятеорема. Для того, чтобы ряд (1) был целой функцией конечного порядка р и типа σ, необходимо и достаточно выполнения равенств:
1ln i .lim ∣j⅛~o∣

n— n ln п
_ 1 

pm
(2)и

Р_ n 1 Ilim nm ↑∕ ∖zn - а\ = _ m /_ λ,∖P"∣ а (σeρ) . (3)
n->ooДоказательство. Имеем очевидное равенство: 

f (z) = (z — a)mg (z) = (г — a)m (α0 + a1z + aa22+ ...) == [2τm-a(γ)2n^1+ ...+(-l)'"a"](a0 + a1s + a222+...). (4)Сравнение выражений (1) и (4) приводит к равенству
Sn(z) = a0 + a1z+a2z2-{- ... + anzn = (z — a)m £ a^zi-Rn (z), где v-o

Rn = [(τ) a"-m+ιa ~ (?) a"-w+2 a3 +...+(- l)m~1 zn +

+ [ -(f)a"-"+ι°a+(j)a--+≡a,+ ∙ ∙ ∙ +(- >)m^,<⅛-ι<φ"^,+ 

+ [(^)⅛ ""+1°,÷(7)a<> m+2fl4÷ • " +(- О" 'an-2a"]z" *÷+............................................................................................................................................................... H-+ (- l)w'1awaπ-m+1z,,~m+1 = z,-m*1 Pn(z). (5)
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Полагая z = zλ, найдем:¼.- α " ∑,«,* ’+ <^",+'(^3⅛-a)m^,+ V-0+Λ,∙(¾-β)--∙+...+<-1)-0, (6)где
Aj ~ (w_y_i)∣ i 5(fl)l 7 = 0j 1, 2, т—1— коэффициенты Тэйлора в разложении полинома Pn(z) по степеням z —а. Числа А'-, 7 = 0, 1, 2, т—1 зависят от αl,.m+1, afl.m+2, и являются линейными суммами последних с независимыми от п постоянными коэффициентами. Поэтому, ввиду того, что lim ап = 0 и lim А” ≡ 0, n÷∞ n÷oo>=0, 1, 2, т—1. Полагая

2 a√⅛=BJI A^~m+l=B]+ll 7=0, 1, 2, ...» т-1, V-0перепишем уравнение (6) в следующем виде:В£(г -d* n + BJ(z- a)m~1 ÷ ... + В” = 0. (7)Так как последовательность {an} является последовательностью коэффициентов ряда Тэйлора целой функции, тоUm aH_m+j^-’"+I = 0; 7 = 1, 2, ..., m. .
n->∞Принимая во внимание сказанное выше о коэффициентах Л”, отсюда следует, чтоlim Bni,, = Um A"zft~m+l = 0∙, 7 = θ, 1, 2, 3, ..., ж —1.

∏->oo ,r+1 ∏÷ω i n
л—1При п достаточно большом ∣Jβ∕⅛j близко к g(a)≠0, т. е.
/-0h^)∣-Γf ay√∣∣<j4^, n>NI ∕≡o •и 0< -!^-<∣ "f a,√∣<⅛⅛>L. (8)

7-0Нетрудно видеть, что все корни ηln, η2fl, ...» ‰ уравненияBgηm + Bfηm^1÷ ... +В” =0 (9)стремятся к нулю при возрастании п в бесконечность:lim max ∣ηz∙π ∣ = 0.n->oo jВ самом деле, при любом j∣5o¼⅛l = lBT4,⅛^'+∙∙∙+∙sm∣'cw j 1m2ax J^∣max(l, lη,∙,∣"^1)∙ (Ю)
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Предположение, что ∣η,-n∣>l, n>W приводит к противоречию, т. к. тогдаl∙BJJ∣∣‰r,≤m∙ JB?| ∣ ¼β∣"^,и l-Bo∣l ¼j≤m∙ max I-Byl---- >0∙
Поэтому любой корень уравнения (9) при n>N удовлетворяет неравенству l‰l<l> a тогда из неравенства (10) при любом 7=1, 2, ..., т∣BJ∣∣η,∙Jm<m. ^max JBJ∣→O, n→∞,
что . мы и утверждали (bj≠O в силу (8)).Легко подсчитать, что имеют место соотношения

А" = Dfa^m+1 + D{<⅛-m+2 + ∙.. +Z>i»,; 7=0> 1. 2...................т-1,где D' зависят только от j но не зависят от п. Образуем степенные ряды с коэффициентами А]. Имеем:
h> W = ∑ Λ∙ ∙≈, = H,0 + H{z+ ...+ H,m*∙ , +

v-0

+ D{ ∑ ⅛-m+ι≡,, + D' J ⅛->+,*"+...+D>  ∑ «.«’ = л-т+1 и-т+1 n-m÷∣
= Hį.∖ + H↑z + ... + H>mz + (D{a"-l + Ditzm~2 + ... + D'm) 2 a-z" =

,-0

= Pj(z) + Qi(z)g(z)∖ У = 0, 1, 2, .m — 1,где Pi(z) и Qj{z) — полиномы порядка не выше m с коэффициентами, которые от п не зависят. Это отображение показывает, что ряды Ay(∑r), 7=0, 1, 2, т—1, являются целыми функциями такого же порядка итипа, как и функции g (z), следовательно и f (z). Таким образом, зная порядок роста последовательности А”, мы тем самим определим рост функции 
f (z) и наоборот.Для каждого фиксированного п упорядочим каким либо образом корни ηynj / = 1, 2, ..., т уравнения (9) (в каждом уравнении независимым от других способом; например, для данного п упорядочение проводится по величине модулей, для п +1 по величине аргументов). Пусть индекс j и является номером места, занимаемого корнем ηj∙π во множестве корней данного уравнения. Составим т последовательностей {ηyπ}, ; = 1, 2, ..., т. Из (9) заключаем, чтоln i⅛Γ+ln ι⅛ + ∙∙∙+ln 7⅛τ =h, ∣⅛Γ =ln∣⅛Γ +<"-m+1)lnW•
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При п достаточно большом 1 >1, ; = 1, 2, 3, .. .i m, и из последнего
∣τJ∕nlравенства следует

2
р

(11)

С другой стороны из (9) получим∣b0" 11 ‰Γ≤∣B7∣ + \В” I + ... +1 в; j = 
= ∣⅛-"+11(∣^5∣+|л;|+... + ∣)

И 1lim 2⅛ > lim .ln 4°∣÷∣2' + -+^- 
n->oo ∏->oo

(12)

(13)
(по

как
∞предыдущему 2 M” I я” — целая функция одинакового порядка п«=0и /(г)). Неравенства (11) и (13) показывают, что

ln^∣‰T _ 1 . 
и In я тр

при любом j
типа

1 
wιp

а поэтому
(13)

следует, что равен-

lim
n->∞В качестве ηln можем взять корень уравнения zn-a,

In -į—-—г
Um-------- ⅛ΞΞi∣
---- я ln яn->eoТак как наши рассуждения обратимы, то отсюда ство (14) также достаточно для того, чтобы функция f (г) была целой порядка р.Пусть теперь 0<p<co. Из (12) найдем, что

Из
m — n п —П Gm i? I ¾πI ≥<≈lim я₽т/= (σeρ)p . * 1 n->OO ∏÷∞ * m

J -1неравенства (12) получаем:
Į m∏ Л—м+1Hp VT‰F ]∕W<npl∕ ∑ ∖a<! i ∣¾∣

' J-0

(15)

= am (ρeσ)pm.

и

и

и
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Следовательно
Последнее неравенство вместе c неравенством (15) и возможностью замены l‰l на ∣zn-β∣ дает

Р „ 1 1lim nm ]∕ ∖zπ-a∖≈ am (ρeσ)mp. 
n->ooНетрудно видеть, что и на этот раз наши рассуждения обратимы. Теорема доказанаВильнюсский государственный университет им. В. Капсукаса Поступила в редакцию 19. III. 1961

SVEIKOSIOS FUNKCIJOS TEILORO IŠDĖSTYMO DALINIŲ SUMŲ 
NULINIŲ TAŠKŲ KONVERGAVIMO GREIČIO KLAUSIMUE. NECIUŠKYTĖ ir Š. STRELICAS

(Reziumė)Įrodoma 
teorema. Tegu z = zs yra Teiloro eilutės

<x>
f(z)= 2 anzn-(z-a)mg(z), g (0) ≠ 0; zt→a, j→∞

n-0∞dalinės sumos Ss(z)== JT aπzn nulinė vieta. Funkcija f (z) yra baigtinės eilės p ir tipo 
n≡0o tada ir tik tada, kai

ir
ln ∣¾g-a∣ 1

n In n mp
n->oo

ZUR KONVERGENZGESCHWINDIGKEIT VON NULLSTELLEN 
TEILWEISER SUMMEN DER TAYLORSCHEN REIHE EINER 

GANZEN FUNKTIONE. NETSCHUSCHKITE und S. STRELIZ
(Zu s ammenf assu ng)Wir beweisen den

Satz. Es sei z,l eine Nullstelle der teilweisen Summe Sn (z) der taylorschen Reihe
f(z)≈a0 + alz + a2zt + ... mit limzn∞a,

n->co∕σ)(fl) = 0, >≡0, 1, 2, . ..,m-l, ∕<^(α)≠0.
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Die Funktion f(z) ist elne ganze von endlicher Ordnung p und Typus α dann und nur dann, wenn Inlim
H->OO

1 
∣zn-a∣
n In n 1

mpund
_ JL n____________ ± J_lim nm ]∕ ∖ z,,-a∖ ≈am (σeρ) Pm. 

n->co


