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О РЕГУЛЯРНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ А. ПАНКАУСКАЙТЕПусть {rfl} — монотонная последовательность положительных чисел, для которой lim г„ = оо,
П-ХОи АГ (г) — числовая функция этой последовательности ^N(r) — число точек последовательности {rn} в промежутке [0, r]j. Показатель сходимости последовательности {rn} обозначим через λ, т. е.λ=lim J≡*fc).  

λ÷CQ to'Следуя Пойа [1, 2], последовательность назовем регулярной, если W(r)~MΛ(r)(rλi(r)≠0, -⅛→l,r÷ω),
где L (г) — медленно возрастающая функция. Положительная функция L (г), определенная для значений r≥0, называется медленно возрастающей, если она монотонно возрастает и удовлетворяет условиюUm≡=l.

r->eoПойа доказал, что для любой функции f(x), интегрируемой в собственном смысле Римана в промежутке [0, с] и регулярной последовательности 
{ гя }, имеет место равенство

lim 
r->OO Им же доказано, что ⅛Γ∑∕(τ) = ∫∕(* λ)<⅛

n≡l б

(1)lim
г-Н»если {rfl } — регулярная последовательность и функция /(ас), определенная для значений ac>O, собственно интегрируема в каждом конечном интервале 0<α≤x≤τ<co, в окрестности точки х = 0 удовлетворяет неравенству ∣∕(x)∣<xp-∖а в окрестности бесконечно удаленной точки х= +<» —∣∕(x)∣<χ-f-λ (₽>0). 187



В заметке рассматриваются функции f(x), собственно интегрируемые в любом конечном интервале 0<α≤x≤τ<co, и изучаются необходимые и достаточные условия для того, чтобы имело место равенство (1).I. Требование, чтобы функция f(x∖ была собственно интегрируемой в любом конечном иЛ^ервале 0<a≤x≤τ<∞, является недостаточным для того, чтобы выполнялось равенство (1). Чтобы в этом убедиться, рассмотрим следующий пример. Пусть {rn} — последовательность натуральных чисел. Ее чцсловая функция W(r) = [r]~r,так что λ=≡l. Функцию f(x) определим следующим образом:
∕ω= ki если х = 4-» 

кО, если х ≠ 4- 
к (⅛ = 1. 2, 3, ...).Рассмотрим правую часть равенства (1):

∞ 1J*  f(x)dx = J*  f(x)dx = 0, о отак как в любом интервале 0<δ≤x<≤ 1 будет только конечное число точек х, в которых ∕(x)≠0. Пусть r≈k. Тогда
N(r) = k,В левой части равенства (1) получим

t⅛γ∑∕(÷l)=⅝γ∑≠(÷lH-∙*= 1 <a=1∙2∙3-
п-1 rn≤rТаким образом, r≡⅛ T⅛Γ ∑ z(v-)>,∙

rn≤rВ данном случае равенство ∫1) не имеет места.В рассмотренном примере функция /(ж) была разрывной функцией. Нетрудно дать пример непрерывной функции, для которой равенство (1) тоже не будет выполнено.II. Лемма. Если функция f(χ)>0, определенная для *>0,  собственно 
интегрируема в каждом конечном интервале 0<a≤χ≤τ<∞, то

СО j⅛⅛-∑∕(÷)√∕(∙r)^ r->∞ įДоказательство. Возьмем последовательность функций fk(ж):/(ж), если 0<5а<ж<х*< оо,0, если 0<ж<5*  и x>τki

где {M→0> {τ*} →00> k→∞.
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Для функций fk(x) равенство (1) имеет место [1], т. е. ⅛ 1
.1".-⅛γ∑λ(÷)√'(∙i)λ"=, ⅛Функция ∕(x)≥0, поэтому ∕ω≥ΛWи

N(r) ∑Λ г )> ЛГ(г) Σ≠*(≠)  п—1 л-1Переходя к пределу, получим
(⅛=1, 2, 3, ...).

⅛ 1i °° 

m√>^W ‘ ι 
и-1

,'⅛,T⅛Σ∕⅛)=∙!⅛T⅛> ∑Λ⅛)- ff('i}

Следовательно,
∞ 1

о
оо 1 ~ 1-⅛- ∑ f(τ)> f Λx'} dx=f f {χτYx∙

rТеорема 1. Если функция f(x), определенная для значений х>0, соб
ственно интегрируема в каждом конечном интервале 0<α≤x≤c и моно
тонна в окрестности точки х = 0, тоЛ® λ⅛ ∑ 4^>)=∕f(χλ)jχ∙

rn^cr оДоказательство. Как уже было отмечено, равенство имеет место, если функция f(x) в промежутке [0, с] интегрируема в собственном смысле. Допустим, что ∕(x)≥0. Если интеграл
A 1J" ∕(xλ)<∕x

расходится, то утверждение теоремы следует из леммы. Осталось рассмотреть случай, когда интеграл
cλ 1У ∕(χτ)<fc

существует и li m f(x) =со.
x÷O1) Пусть функция ∕(x)≥0 монотонна во всем интервале 0<x<c. Тогда функция /(ж) монотонно убывает. Покажем, что,⅛ Σ 'M<f'(-ih-

rn⅛cr S
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а) Докажем сначала наше утверждение для случая λ=l, т. е. 
N(r)~rL(r).Для любого числа e1>0 найдется такое число k, чтоN(r) = rΛ(r)[l+e1(r)]⅛⅞7-=l+¾ω> (2)где l*ι(r)l<∙ι  и ∣ea(r)∣<*ι  для всех r>ri,Пусть r>rt, г„<сг<г„+1. Тогда

∑∕⅛)-∑∕(÷∙)-Σ∣→-l>∏I)- 

rn≤cr n≡∣ л—1

-∑"[≠(7l)→(jVs-)]+wΛ÷)∙Сумму
^NW^ ∑ ,(^r)

представим в виде суммы двух слагаемых∑1-⅛∑ψ(M-wπ≡l
И . Σa=≡[n∑ι√4÷)→(j=τ1-)]+m≠(v)] (3)
и оценим каждую из этих сумм. Так как ∕(*)≥θ  и ∕(>)>∕(¼)>... >/(-?-),то

(4)

Для оценки суммы Σ2 воспользуемся равенствами (2):Σ,= Σ ⅛^P(÷)→(-br-)]+
λ≡⅛+∣

т—1= Σn-*+∣
N(rtw) √⅛∖ N(r) I г

r,L(fn)[l +«1 (г,,)] Г f [r2∖ _ f / гя+1 \ ] rL(r)[l+a1 (г)1 Щг/ j∖ г ЛИI rmL(rm)[l ÷81(rw,"t^ rL(r)[l+.1(r)]
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Сумма Σ ÷[∕⅛)-'(⅛)]является нижней суммой Дарбу для функции f~1 (у) (∕~1 (у) — функция, обратная для функции f(x)^ в интервале[≠(÷H '(÷)]∙Поэтому
т—)Σ

И-Ä+i

Отсюда

'(⅛) '(v)M≠(v)-∙4jVi-)]<- f f^i(y)<iy<- f f~liy)dy<'(⅛)
<∫∕Wdx-^∙∕(^).

О∑,<j⅛⅛f∙ ∕∕wо•1
(5)И -i⅛ ∑4÷)<*-4⅛+⅛⅞√∕<*'∙

r,,≤cr о
l-∙ιдля всех r>rh, Таким образом,Цш wk ∑ z(÷)<λγ1∞ 4⅛+

rn≤crТак как функция f(x) монотонно убывает и интеграл
r->∞

¾Γ f f^dx'

осуществует несобственный

то У f(×)dx,∕i"÷∙≠(÷)=0>следовательно ^см. (2))
Hm Нт ------ 1 r-' r------< Нт ----→∞ W« r÷00 ri(r)[l + ,1(r)]∙i- '→-∞ Г1(1-.,)£(Г1)

f(~} • ~

-Ll√ r—=0. (6)

1 Если
тс

∕(x + 0)≤.v≤∕(*-0),

Γl(y)≈×-
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Поэтому Л™ aγw 2 " )"s t>-∙ι fs^dx,

rn^cr огде e1 сколь угодно мало. Следовательно,
с ≡T⅛Γ∑∕(÷)<pM^∙ 

rn≤cr Об) Пусть показатель сходимости регулярной последовательности {rn} равен λ, т. е.
N(r)~ rλL(r), Если возьмем P*= r*> f> = rλ>то показатель сходимости новой последовательности {pjt} будет равен 1. Последовательность { рА } тоже регулярна, так как ее числовая функция

N, (р) = N (г) ~ r,L (г) = p L (ρ λ ) = р Ll (р),
где L1(ρ) — медленно возрастающая функция:

Функция 4λ) 4") L (г) 1, r→OO.

— монотонно⅛=ri> убывающая φ(x)=∕(* λ)функция, если f(x) — такова, и (при p=rλ,
rw≤crОтсюда

∑ ⅜)l)-⅛- 2 ’(v)- 
pn≤cλp pn≤eλP

→∞4) Σ z(r )-p!⅛> W11(p) - rn≤cr Pn≤< .Применив’лемму, получим, чтоЛ“ N⅛Γ Σ ≠(÷) = ∕≠(* v)λ∙r∙1≤cr s,
А tλ JΣ <f,(τ-)≤ f t(*) d*=  f∕(* λ)dx∙≤cλP ff ff

Мы доказали теорему для монотонной функции f(x), которая сохраняет положительный знак. Очевидно, эта теорема будет справедлива, если монотонная функция f(x) будет отрицательна.2) Пусть функция f(x) монотонна и сохраняет знак только в определенной окрестности (0, γ) точки х = 0. Тогда функцию /(х) можно представить 
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в виде суммы двух функций, для которых справедливо утверждение теоремы f(x) = φ(x) + ψ(x), где f∕(*).  если *≤T.  ,tlf⅛ = J0∙ ecj", *<т’φ'5t'β∣∕(γ), если x>γ, * x'~ ∣∕(x)-∕(γ), если x>γ.Тем самым теорема доказана.Ш. Требование, чтобы функция f(x) была монотонной для всех значений х>0, является недостаточным для того, чтобы выполнялось равенство (1). В этом убедимся, рассмотрев следующий пример. Пусть {rn} — регулярная последовательность с числовой функцией
N (г) Ачи г in8 г.Функцию /(х) определим следующим образом:

{—Л—, если x≥α>l9xln∙x
/(а), если х<а.Вычислим правую часть равенства (1):

СО а СО∖ f(x)dx=∣ —— dx+ f —— dx = -r⅛----- F —а
J j) αln1α J xln’x lnβα lnαТеперь рассмотрим сумму Σ∕(÷)∙

л-1Возьмем частичную суммуΣ≠(÷)>≠(÷)∙jv^° г, ,‘,г, ∙nV>' г’>агг

V1*,,VПусть s>kt так что имеют место равенства (2). Тогда
∑∕(÷)> r, 1 Г, ∙r,lnsr,[l + β1(r,)]>
n=ι — ∙ 1∏,-----т гдля всех s>k.Устремив j→∞, убедимся, что

______(1—>ι)∙rlnrj In г ln1 г 1-2^⅛rΓ+ ln>r,

Σ'(÷)-"
П-1для всех г, т. е. равенство (1) не имеет места.Теорема 2. Пусть функция f(χ)t определенная для значений х>0, соб

ственно интегрируема в любом конечном интервале 0<a≤x≤τ<eo, моно
тонна в окрестностях точек х = 0 и x = ∞, и существует несобственный 
интеграл У ∕(√)rfx (7)
13. Lietuvos matematikos rinkinys T Nr. 1—2 193



Для того, чтобы выполнялось равенство (1), необходимо и достаточно, 
чтобы для любого числа ε>0 существовало такое число δo>0, чтобыb(∕-1(y).r)[∕~1 OλΓ—Л λ (г) ' dy<t (8)
для всех δ<δ0 (∕^1(y) — функция обратная для функции f{x)∖ при 
этом

χ≈f~1iy)>c9где С — достаточно большое число j.Доказательство. 1. Пусть функция ∕(x)≥0 монотонно убывает в области х>0.Пусть λ = 1, тогда условие (8) примет видб р-« 
о ‘ *

l(∙^ 1^r) dy<e, если δ<δ0, 
L (г)

r>R(δ). (9)
Достаточность. Для любого e1>0 можно указать такое число k, чтобы для всех r>rk выполнялись равенства (2). Пусть r>rk, rm≤cr<rm+1, где с>1 произвольное положительное число. Возьмем частичную сумму

Как и доказывая теорему 1, сумму ∑j представим в виде суммы отдельных слагаемых: Σ, = Σ,+ Σ,~ ) +
где ∑1 и 22 определены формулами (3). Оценим сумму

+τ⅛> ∑ ψw-∕m]+<⅛→(÷)∙ 

n≡m+l

есть нижняя сумма Дарбу для функции
∕'1(y) r(rιω∙>∙) Γw194 ■



в интервале ≠(^7^)]∙ поэтому
/(с) / _ X

l(∕ 1(y)∙r)
L (г) ay'

Σ,<4⅛∕ ∕-∙ω
ОПусть с настолько велико, что ∕'(c)<δ0. Тогда из условия дует, что (9) сле-∑3<⅛Γ-если г>R [/(с)]. Это неравенство в соединении с оценками (4) сумм ∑1 и ∑2 Дает и (5) Длято⅛⅛'p<∙>'"+τ⅛∙ О для всех r>Re = max { rkt -R[∕(c)]} и s>k.Когда 5→to, получимt⅛∑∕(÷)<*4⅛ →-⅞⅛l ∕∕<">λ+⅛ 

П“1 QЭта оценка справедлива для всех r>Rc,Поэтому (см. (6))
r≡ λ⅛ ∑∕ (v)< -T⅛Γ f f W dx + T⅛⅜ s∙ ∏-1 ОПусть e1→0 и s→0. Тогда то r≡7⅛∑∕(÷)< f f(x>dx- л-1 оПрименив лемму, получим

y<*<> →2j,< N(r) +

1-61

то^τ⅛τ∑∕(÷)-∕Λ">'a∙ л—1 QНеобходимость. Пусть имеет место равенство (10). Изследует, что

е.

(Ю)

теоремы 1
сИ“ T⅛Γ Σ ∕(v)=pwrfac∙. rfj≤cr оПочленно вычитая это равенство из равенства (10), получим∞

г > cr c. Отсюда для любого числа e2>0 можно указать такое число R (с), что то
~N~(τ) Σ f(~τ)<f f(x)ilx+~'2'> 

гп>сг Сесли r>R(c). 19Я



Так как существует несобственный интеграл (7), то для каждого числа ⅛>0 можно указать такое число с0, что
f(x)dx<-⅛-, √(c)<⅞, (11)

если c>c0,Пусть O⅝, r>R'e≈ max [2? (с), rk}i τm<cτ<rm+1. (12)Тогда
t√gΓ Σ≠(≠)snW Σ ^(v)<e«-

rn>cr n≡m+lВозьмем частичную суммуτ⅛- ∑ Λ÷)=⅛- Σ
и—ш+1 n≡m+l-⅛∙∕(jv1-)>⅛rj Σ -⅛rK÷M⅛

I я-т+1I r⅛b(rj) f Į rt ∖l N(rm) -{ rm+ι \
+ WWf \~) j nW f l-—)<*»•

Сумму в фигурных скобках обозначим через ∑3. Из предыдущего неравенства следует, что
∑,- ∑ ⅛⅛lH÷M^)]+

n≡wι+li r∣L (rs) £ ∕ τs \ 1 + В1 Г . N {τm) χ Į r>∏+1 ∖"j+ ~S40-ΛvJ<T=77le2 +~NτrΛ^7-A∣∙Кроме того, из (2), (11) и (12) следует, что ⅛^∕(-^)<^p∕(c)<∙⅛⅛^W<e3. если r>ri.
Следовательно, Σ3<T⅛7 (е2 + ®з) = «4»если r>R'e.Рассмотрим еще сумму ∑3:Σ> Σ

M≡m+1
^⅛⅛^[∕(÷)→mι+

Отношение сумм ∑3 и Σ3 ограничено, так как*,n+χb(r,,+1) _ л+ 1 b 1 + 81 (г„) л+ Į t i ÷61 <h
rnL(rJ п ’ l÷81(r+1)^ n I— »i (13)
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Таким образом, для достаточно больших т будет
2⅛<Aβ4 = βи

соΣ
n≡m+l

'-,⅞-,[∕(÷)→(-aH)<∙∙Сумма
Σ ,∙,⅛⅛ai-[∕(÷)→(^)) 

π≡m+lесть верхняя сумма Дарбу для функцииi(r1Wr)
∕^1ω -iw ■1в интервале [∕(2⅛ts-)> ^(τ^)]∙ Отсюда легко получить, что∕ rw-¾i*<  ∑ -⅛L[∕^)√⅛

О n≡m+l

получим
Обозначив (см. (12) и (13)) δ=∕(fc)≤∕{2⅛j,

Г L(f-'(y)τ∖p"ιω-⅛r*̂'<e,
если r>R'c.Что теорема имеет место в общем случае, когда показатель сходимости λ может быть ≠ 1, можно убедиться рассуждениями, аналогичными приведенным в доказательстве теоремы 1 (т. е. преобразованием ρjf = ri> p=rλ).Легко доказать теорему и для монотонно возрастающей функции ∕(*)<θ.2) Пусть функция f(x) монотонна и сохраняет знак только в определенных окрестностях (0, γ) и (μ, со) нулевой и бесконечно удаленной точек. Функцию f(x) представим в виде суммы двух функций:

f(x) = φ(x) + ψ(x),где z. l∕(*)-∕(μ)>  если x≤μ, φ(*)- 1 Q , ecjπj x>μj (∕(μ), если x≤μ,* * l∕(*),  если x>μ,Для функции φ(x), как показано в теореме 1, равенство (1) справедливо, а функция ψ(x) является монотонной и сохраняет знак в области х>0. Следствие 1. Если
N (г) ~rλ L (г),

где L(τ) ограничена, то равенство (1) справедливо для всех функций, соб
ственно интегрируемых в каждом конечном интервале 0<α≤x≤τ<∞, 
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монотонных в окрестностях нулевсй и бесконечно удаленней точек и для 
которых существует несобственный интеграл (7).Доказательство. Из существования (7) следует, что существует и интеграл
так как [∕^1(y)]λ есть обратная функция для функции ∕(xλ j, a L (г) — ограниченная функция.Следствие 2. Если∕(x) = x-p^λ (β>0) при *>1  и ∕(x) = l при x≤l, 
то равенство (1) справедливо для любой регулярной последовательусс- 
ти {rj.Доказательство. Покажем, что для функции∕(*)  = χ-p-λвыполнено необходимое и достаточное условие (8). Заметив, что__1__∕^ιω=j' f+λ.оценим частное ι(∕^ιω∙r) Γω • «ГДля любого числа е>0 можно указать такое число R, что
если r>R.

L(etr) 
L {er) <1 +e, L{enr) 

,,∙, L(β"-ir) <1 + 8,

Отсюда -¾^-<(l+e)"∙Пусть 
enrχ<f~1{y)<eni т. е. п— 1<1п/_1(у)<н. Тогда +∙),<(,+*) toz'* ω+1<(i +•) [∕-,ωr∙Отсюда

Пусть ε<β. Тогда несобственный интеграл
существует, т. е. для любого числа β>0 можно найти такое число δo>O, что будет выполнено условие (8), если δ<δ0∙
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IV. Мы рассмотрели функции f(x), монотонные в окрестностях нулевой и бесконечно удаленной точек. Теперь получим необходимые и достаточные условия для того, чтобы равенство (1) имело место в более общем случае.Теорема 3. Пусть функция f(x), определенная для значений х>0, соб
ственно интегрируема в каждом конечном интервале 0<α≤x≤τ<∞, 
ряд Σ∕(÷)

Тп>г

сходится для достаточно больших r>R и существует несобственный ин
теграл (7). *

Для того, чтобы выполнялось равенство (1), необходимо и достаточно, 
чтобы для любого числа ε>0 существовали такие числа δo>0 и τo>O, 
что ,⅛T⅛∑∕(÷) + τ⅛ ∑∕(÷)∣<∙ I rf,≤8r rn>τr I
для всех δ<δ0 и τ>τ0∙Доказательство. Так как интеграл (7) существует, то для любого числа e1>0 найдутся такие числа δ1>0 и τ1>0, что∫∕(xf)τλ

(14)

∣Λ(-÷)
если δ<δ1 и τ>τ1.Как известно [1],

dx <ε1 и dx <e1, (15)

Σ '(÷)-∕'(-,l>∙lim .Д √ ∙÷co λγ(γ) δr<rn≤τr Дт. е. для любого числа ea>0 можно найти такое число Λ1(δ, τ), что τλ 1t⅛ Σ '⅛)-p(∙r> <•..8r<rn≤τr βλ I

(16)
(17)

если r>¾(δ, τ).Достаточность. Пусть r>R, так что ряд∑'fr)
rn>rсходится. Оценим разность

dx ≤
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Пусть δ<mm(δ0> δ1) и τ>max(τ0, τ1).Тогда, воспользовавшись неравенствами (14), (15) и (17), получим
<4 ÷ * ÷ 2t1 = ®з,

если r>maxpfc(δ, τ), Λ1(δ, τ)j, т. е. равенство (1) будет справедливо. Необходимость. Пусть для функции f(x) равенство (1) имеет мес.то. Вычитая почленно из равенства (1) равенство (16), получим
dx,

т. е. для любого числа e4>0 можно найти такое число R2(δ, τ), что lτ⅛r ∑ Λ÷)+τ⅛r ∑ '⅛)√ λ¼-
’ 'и^-еСЛИ r>Λa(δ, τ). гя>Хг о τλ

Пусть δ<δ1, τ>τ1. Тогда, как следует из предыдущего неравенства и (15), ∣^2√7T ∑ Λ≠) + ^nT5^ ∑I rn<8r rn>τr I
+ e4<2e1 + e4 = e,

если r>jRa(δ, τ). Следствие. Если I ψ(jc) l<∕(*)
в некоторой окрестности нулевой и бесконечно удаленной точек и для 
функции f(x) справедливо равенство (1), то оно справедливо и для функ
ции φ(x).Пусть функция f(x)t определенная для значений х>0, собственно интегрируема в каждом конечном интервале 0<α<x≤τ<∞. Пусть далее, вокрестности точки х = 0 ∣∕(x)∣<^-∖а в окрестности бесконечно удаленной точки x = ∞∣∕ω∣<χ-β~λ ф>0).Как вытекает из последнего следствия, теоремы 1 и следствия 2 из теоремы 2, для функции f(x) равенство (1) будет выполнено. Этот результат, как уже упоминалось, был получен Пойа.Вильнюсский государственный университет им. В. Калсукаса Поступила в редакцию 17. II. 1960
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REGULIARIOS SEKOSA. PANKAUSKAITĖ

(R 9 z i u m ė)Tegu funkcija f (x) yra apibrėžta srityje x > 0 ir integruojama Rlmano prasme bet kuriame intervale 8<x<τ(8>0, τ<co), o 0<Γι≤r,≤... yra reguliari seka (tokias sekas nagrinėjo Polya [1], [2]).Darbe įrodyta būtinos ir pakankamos sąlygos, kad galiotų lygybė (1).
ÜBER REGULÄRE FOLGENA. PANKAUSKAITĖ

(Zusammen/assu ng)Es sei ∕(x) eine für x > 0 definierte und in jedem Intervalle 0<o≤χ≤τ<oς> (σ, τ — beliebig) im Sinne Riemanns integrierbare Funktion und 0 < r1 ≤ rj ≤ ra ≤ ... eine im Sinne Polyas (s. [1], [2]) reguläre Folge, die N(r) zur Anzahlfunktion und λ zum Konvergenzexponenten hat.In der Arbeit werden notwendige und hinreichende Bedingungen für die Gültigkeit der Gleichung (1) gebracht- Der Fall, wenn die Funktion /(x) in den Umgebungen des Nullpunktes und des unendlich entfernten Punktes monoton ist, wird speziell untersucht. In diesem Falle sind in der Umgebung des Nullpunktes (aber nicht des unendlich entfernten Punktes!) keine weiteren Bedingungen für die Gültigkeit der Gleichung (1) erforderlich.
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