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ЭРГОДИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ ОБОБЩЕННЫХ 
СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ И ОДНОРОДНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ 

НА ГРУППАХА. А. ТЕМПЕЛЬМАН
Известная эргодическая теорема Неймана утверждает, что для всякого 

непрерывного в среднем квадратичном стационарного в широком смысле 
случайного процесса ξ(/), — ∞<t< + оо существует инвариантное относи
тельно сдвигов среднее значение

1M[ξ(∕)]= 1.1. m. -7⅛ / 50 Л;
T1-Γ1→oo *i~jι J

аналогичное утверждение справедливо и для стационарных процессов, за
висящих от целочисленного параметра. Винер [26] и Питт [23] распростра
нили эргодическую теорему на однородные случайные поля на конечно
мерных евклидовых пространствах. Дальнейшее обобщение эргодической 
теоремы принадлежит Кальдерону [15], распространившему ее на однород
ные случайные поля на ,,эргодических“ унимодулярных локально биком
пактных группах. Ниже дается обобщение эргодической теоремы Кальде
рона о сходимости в среднем квадратичном (§§ 1, 2). Осреднение 
производится по более обширному классу семейств множеств („лево- и 
право-эргодические обобщенные последовательности множеств“); это позво
ляет распространить упомянутую эргодическую теорему на неунимодуляр- 
ные локально бикомпактные группы. В § 3 принадлежащая Бору теорема 
о существовании среднего значения для любой почти-периодической функ
ции на прямой обобщается на группы, обладающие эргодическими об
общенными последовательностями множеств, и доказывается тождествен
ность этого среднего значения со средним значением Неймана; это 
обобщение результатов Любарского [6] и Страбла [24]. Здесь же доказана 
теорема о среднем значении для положительно определенных функций на 
группах. В § 4 эти результаты используются для доказательства эргодиче
ской теоремы для однородных в широком смысле обобщенных случайных 
полей на конечномерных евклидовых пространствах; эргодическая теорема 
Винера о сходимости в среднем квадратичном является частным случаем 
этой теоремы в применении к однородным измеримым случайным полям.
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§ 1. ЭРГОДИЧЕСКИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ФУНКЦИЙ И МНОЖЕСТВ 
НА ГРУППАХПусть G — локально бикомпактная группа, μ(∙) - ее левая мера Ха- ара. Пусть N={n} — некоторое направление, т. е. частично упорядоченное множество, всякие два элемента n1 и п2 которого обладают общим последующим элементом п: n>w1, w>n2∙Определение. Обобщенная последовательность функций {ψn(g), neN} на группе G называется лево-эргодической, если(E1) все ψn(g)eL1(μ)ιΨnfe)μ(⅛)≡h

G(E3) существует такая постоянная С>0, что lψnfe)lμ(<⅛)<C ДЛЯ всех heN∖

G(£4) lim f ∣ψn(∕g) -ψπ(g)∣ μ(⅛)=0
neN J 

G для любого f eG.Определение. Обобщенная последовательность измеримых множеств 
{£„, πeN} с конечной ненулевой мерой Хаара называется лево-эргодической, если lim μ∙<g¾v--=0 дЛя любого g∈G(здесь A∆B = (AUB)∖(A βB) — симметрическая разность множеств А и 5).Это определение обобщает определения эргодических последовательностей множеств, предложенные Кальдероном [15] и Бокле [14] для уни- модулярных групп; подобного рода последовательности изучали также Алаоглу и Биркгоф [12], Дэй [16] и Эберлейн [18], [19].Лемма 1.1. Обобщенная последовательность измеримых множеств {Bπ, 
heN} с конечной ненулевой мерой Хаара является лево-эргодической тогда 
и только тогда, когда обобщенная последовательность нормированных ха
рактеристических функций этих множеств { ~įry Хв„ (#)> neN | является 
лево-эргодической обобщенной последовательностью функций.Доказательство. Очевидно, обобщенная последовательность функций I γjgn (g), не#} удовлетворяет условиям (E1)-(Ea). Поэтому утверждение леммы немедленно вытекает из соотношений 

μ(fBπΔBn) ____1__ Г (g)u,(dg)≈
μ(Bπ) ∙ μ(⅛) J ‰BnbBπWVΛ<W

G

=√⅛ f ∣χ∕⅛ω-⅛fe)∣∣t(*)=
G

= f (μ(⅛)∙
G *
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Лемма 1.2. Соотношение (1.1) эквивалентно каждому из соотношению:1∙ μ(gBπ∩5n) ,M⅛) -1’ (-l.l,)μte⅛U⅛) 
neN V- <⅛>

(1.1”)limvar (i r< c> ~ n _о *> (1.1”)
neN C<=G И \"п)Доказательство. Утверждение леммы вытекает из соотношений:μ (gBn nBn)=μ W —μ (gBn∆Bπ)∙, (1.2)μ (gBπ UBπ) = μ (gBn ∩ В„) + μ {gBπΔBn)'t (1.3)var Г μ (gBn Л С) - μ (Bπ ∩ С) 1 = μ (gBnΔBπ). 

CcG 1 J (1.4)Докажем последнее соотношение. Взяв разбиение группы G=Bn{) (G∖Bπ), получим: var [μ(g⅞∩ C)-μ(Λ1∩ C)]≥∣μ(gΛ∩⅞)-μGβn∩-βn)∣ + 
+ Į μ (gBn ∩ (G∖Bn)) -il{bπ(} (G ∖Bπ)} Į > μ (Bπ) - μ (gBn ∩ Bπ) + 

+^(gBn∖Bπ) = μ(gBn{jBn)-μ(gBnf∖Bn) = μ(gBπΔBn). (1.5)С другой стороны, при любом разбиении группы G на непересекающиеся измеримые множества C1, ..., Cr

μ⅛⅛∆¾)= f f ∣⅛ω-zj,,ω∣μ(⅛r)=
G G= Σ ∫∣xt⅛ω-‰(∕)∣μ(4∕')>∑l f 

i~1 ci ,βl ci-∑∣μte⅛∩C,)-μ(⅛flC1)∣. (1.6)
ι = lИз (1.5) и (1.6) вытекает соотношение (1.4).

Пример 1.1. Если {ψ^(gi), m∈Λf} и {ψ<2> (g2), neN} - лево-эргодические обобщенные последовательности функций на локально бикомпактных группах G1 и G2, то обобщенная последовательность {ψm,n⅛ι, g2) = = Ψ!Jjte)Ψ!,2,(S2). (w, n)εM×N} является лево-эргодической обобщенной последовательностью функций на прямом произведении G1×G2 (мы полагаем (tm1, H1)>(m2, п2), если ∕m1>w2, ∕⅛>λ2)∙, в частности, если {BP∖ m∈Λ∕} и {2⅞4 nεN} — лево-эргодические обобщенные последовательности множеств на G1 и G2, то {⅛n=¾>×Bi2>, (ти, n)εM×N} - лево-эргоди-** Если λ(C) — аддитивная функция от измеримых множеств C<=G, то varλ(C) =
C C Gt=sup Σ Į λ (C∕) I (верхняя грань берется по всевозможным конечным разбиениям G на непе- Jресекающиеся измеримые множества C∣).
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ческая обобщенная последовательность множеств на G1×(72∙ В самом деле, J* ∣Ψm,n((Λ∙ Λ)feι∙ ft))-ψm,.((Sι. ?а))|ис.хс.(</(81. ga)) =
Gl×Gt"= У J* 1 Ψ", (/181) Ф® UM - Ф£’ (81) Ф® M Į Ис. (⅛ι) Ис. (⅛a) =G, G,

-ff ∖V"UMWUM4%UMWM+ 
Gι Gt+Ф® (f M Ф® fea) - Ф® (fi) Ф® tel) I Ha (⅛1) Ис. (⅛a) ≤

≤ У"|ф®(Л?1)|ис№1) f Į Ф® (∕a8a) - Ф® (8a) Į He. (⅛a) + Gi Gt

+ f ∣ΨS9(8a)∣Ha(⅛a) f ∣ψ",(∕ιSι)-ΦS,(8ι)∣μc.(⅛ι)
Gt G,

и если sup (У]ψy∣Ha(⅛i). У(ф®)∏a(⅛a))<с G, G,
и mβ, nt таковы, что

при m>m,, n>n, j ∣ψjj> (Λft)-ψ", fei) Į Ис. (<⅛ι) < ⅛
σ1и У ∣ΨSs(Λ8a)- Ф®(?а)|ис, (⅛a)<⅛∙. то для всех (ти, n)>(mt, nJ 

Gt

Ψm, Л ((Л, /а) tel, Sa)) - Ψrn, Л (tel, Sa)) Į Hg1 ×g, (d(gχ. S2)) < e,G1×G,и условие (E,4) выполнено. Выполнение условий (E1) — (Е3) очевидно. Утверждение о последовательностях множеств немедленно вытекает из того, что
Пример 1.2. Пусть G и S — локально бикомпактные группы и существует гомоморфное отображение а группы S в группу всех автоморфизмов группы (7; тогда каждой паре элементов geS и geG соответствует однозначно определенный элемент f=σ(g)EG — образ элемента g при автоморфизме α(σ). Если отображение ∕(σ, g)≈σ(g) топологического пространства S×G на G непрерывно, то, введя в пространстве S×(7 умножение по формуле (σ1, g1)(σa, g2) = (σ1σ3, σ2(g1)g2), мы превратим его в локально
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бикомпактную группу SQG - так называемое „полупрямое произведение“ группы G на группу S (см., например, [7]). Если существуют лево-эргодические обобщенные последовательности множеств на группах S и G, то существуют лево-эргодические обобщенные последовательности множеств на S(∙)G-, эти последовательности конструируются почти дословно так же, как и в примере 1.1. Отметим, что на полупрямых произведениях групп, за исключением весьма частных случаев, отсутствуют обобщенные последовательности множеств, эргодические в смысле Бокле.
Пример 1.3. Пусть К - бикомпактная нормальная подгруппа (унимоду- лярной) локально бикомпактной группы G и ψnfe')> g'εG∣K, — лево-эргодическая обобщенная последовательность функций на фактор-группе G∣K, Положим ψn(g) = ψn(g') для всех элементов geG, принадлежащих смежному классу g'. Тогда {ψn(g), neN} — лево-эргодическая обобщенная последовательность множеств на G∖ в частности, если {lζ, neN} — лево-эргодическая обобщенная последовательность множеств на группе G∣K, то полные прообразы В„ множеств В„ относительно естественного гомоморфизма G на 

G∣K образуют лево-эргодическую обобщенную последовательность множеств на группе G. Наше утверждение немедленно следует из того, что
(мы считаем, что μf(lp≈l) - см., например, [2].

Пример 1.4. На бикомпактной группе G последовательность, состоящая из одной интегрируемой функции ψ(g)≡l, является (лево-) эргодической последовательностью функций; последовательность, состоящая из одного множества (7, является (лево-) эргодической последовательностью множеств на G.
Пример 1.5. Пусть R - аддитивная группа действительных чисел. Обозначим через г (В) верхнюю грань радиусов шаров, содержащихся в множестве BeRm. Всякая обобщенная последовательность {Bn, neN} ограниченных выпуклых множеств, для которой limr(Bn) = ∞, является (лево-) эргодической обобщенной последовательностью множеств. Приведем принадлежащее Дэю [16] доказательство этого факта. Обозначим через Kr(×) замкнутый шар радиуса r с центром в точке x∈Λm. Заметим вначале, что если выпуклое множество В содержит шар Ar(0), то при любом Ä>0 

KR (О)+Вс-?~-В; в самом деле, то, что y∈tfp(0) равносильно тому, что y = -7-y'. yz∈^(O)j если уеК (0), у”еВ, то У+у’= ^-у'= [tTä y ÷+ 7⅛y"] = ^Λ.wey0∈B таккак у', у'еВ,-Л_+-^- = 1, 7⅛>0, 
R-yb7g >0. Выберем произвольный вектор xeRm и произвольный шар
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Кг(л)сВ„. Тогда Kr(Q)cBn- а и, согласно сделанному замечанию, 
Вп - а+х ⊂ В„ - а+Aj∣ ж ∣∣ (0) с — (Ва - а); следовательно,μ((⅛+x)U⅛) μ((ft-a+x)∪(ft-.)) μ(А_а))μ(⅛) ~ μ(⅛) < μ(⅛) r J(μ(∙) - мера Лебега на Rm). В силу определения r(⅛, имеем;

μ(φn+x)U⅛)Таким образом, lim—------ 7ft------ = 1 и {Bn, nεN} - эргодическая после-
∏eW Идовательность множеств. В частности, всякая последовательность шаров с неограниченно увеличивающимся радиусом, а также всякая последовательность параллелепипедов, все измерения которых неограниченно увеличиваются, являются эргодическими последовательностями множеств.

Пример 1.6. Пусть Z — аддитивная группа целых чисел; всякая ПОСЛе- niдовательность параллелепипедов ^л) + 1. ...» ∕∫n,}, Ля)—J⅛nj→∞
i=lявляется эргодической последовательностью множеств. Это утверждение легко доказать непосредственно; оно вытекает также из предыдущего примера.

Пример 1.7. Опираясь на примеры 1.1, 1.4, 1.5 и 1.6, можно легко строить эргодические обобщенные последовательности множеств и функций на любых коммутативных группах бикомпактного происхождения (см. [8]), так как с точностью до алгебраического и топологического изоморфизмов всякую такую группу можно отождествить с группой вида K×Rp×Zq, где 
К - бикомпактная группа (см. [8]).

Пример 1.8. Пусть G — произвольная коммутативная локально бикомпактная группа. Рассмотрим множество {Fα, ле А } всех открытых подгрупп группы G, имеющих бикомпактное происхождение. Пусть ⅛t a, k = 1,2.. .}- эргодическая последовательность функций Fa такая, что все ψ*,a(g)≥O. если g∈Fa, ψfc,β⅛)=0, если g<f,Fcc и J Ψt,a(g)μpa(⅛) = l (∏<W μ¾(∙) мы
r,здесь понимаем меру Хаара на Fa, индуцируемую рассматриваемой нами мерой, Хаара μσ(∙) = μ(∙) на Тогда обобщенная последовательность функ- иий Ψ*,a, ,nι⅛)= Ψ*,β,*∙∙∙*Ψt,βmte) (mh полагаем (fc', «1................... «».•)>>(⅛', a,, ...m, а», если K>K, и {o⅛, ¾, ..., o⅛∙}={aj, a"2, o⅛,-})является эргодической на группе G, Покажем, что последовательность Ψ*,a1,.. a (s) удовлетворяет условиям (E1)-(Eλ). Условие (E1) выполнено. Очевидно, что все ψ⅛ι aeL1 (рс); применив теорему Фубини, убеждаемся, что Ψ*,<∙,s(∕) = J" ψ*,a(g^1∕)ψ*,3(g)μG(⅛)⅛(μG)∙ ≈∙ ße^;

G
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аналогично обстоит дело и с остальными функциями ψjfc,βj ... α (g). Условия (-E,2) и (jE,8) выполнены, так как
У ψ⅛ ⅛ S (/) Ис W) = У f Ψ⅛,«(g^1f) Ψ⅛ ß (s) Нс (⅛) Ис ( 

G G G
= J ψ⅛0fe)μσ (fl⅛) J" Ψ⅛1αfe"1∕)μσ(√∕) =

G G
= J" ΨA∙0fe)μc(⅛) J* Ψ*, a (∕) μc (√∕) = У ψjt,βte)μFβ(⅛) y⅛* 

G C ⅞ f«
μ⅛W∕) = ι.

и вообще при всех (fc, aj, ..., am)
У f*,.,.........«„te)Hc(<⅛) = l∙

GУсловие (£4) выполнено. В самом деле, пусть f - произвольный элемент группы G. Тогда существует группа ∙^a0> a0∈Λ, содержащая элемент f. Пусть при всех k>kz

У į ψ⅛,«. (/«о - ψ*, «. (g,) Į ∏¾ (⅛,) < ≡∙

Используя теорему Фубини, получаем при k>kz и любом β∈√4
У ∣ψ*,a.,β(∕g')-ψ*,a.,β(g')∣Hc(⅜') =

G
Ψ⅛ <⅛ te-1/«') - Ψ⅛,«. te-1g')]ψ*, в te) ис (⅛) j ис (⅛') ≤

Ψ⅛ C⅛ fe~7⅛') “ ψfc, a0 fe^1g,) Į Ψλ, β (g) μσ (⅛) μG =

Ψ⅛ ß te) ис (⅛j У Į Ψ*,«, te-1/«') - Ψ⅛,«. te-1«') Į ис (⅛')=

G G
= У ∣ψ*,<⅛(∕g')-ψt,<⅛te')∣H¾,(⅛')<ε∙

jOθАналогичным образом легко убедиться, что и при всех (к, а0» ...» <⅞1)> >fe6» 0⅛)
У1 ф*........ «„ (∕⅛) - ψ*, ......«„ te) I но (⅛) < ε;

G

G G

G G

это завершает доказательство нашего утверждения.
Пример 1.9. Свободные произведения циклических групп не обладают лево-эргодическими обобщенными последовательностями множеств (исключение составляют лишь циклические группы и свободные произведения двух
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циклических групп порядка 2). Это вытекает из того, что, как показал Диксмье [17], на таких группах -отсутствует полное банахово среднее. Несколько видоизменив рассуждения Диксмье, можно получить и непосредственное доказательство этого факта; остановимся на случае, когда число свободных сомножителей не менее трех. Обозначим через C,(f=l, 2, 3) множество, состоящее из единицы и тех элементов g, у которых в представлении g=⅛ι1⅛.. ∙<s*m⅛≠⅛>+ι) ,ι≠,∙ Всякий элемент группы принадлежит двум множествам Ci(i = l, 2, 3) и, самое большее, одному из множеств jiC∕(i = 1, 2, 3); поэтому для любого конечного множества В vl μ(5nc,)-μ(<*∖nc,) ∑1HBnCΛ-⅛ιμ(Bftlιcι) ^2μw.μfZl∣ μ(B) I" μ(B) " μ(S)(здесь μ(B) — число элементов множества В). Поэтому для любого конечного множества В хотя бы при одном z∈{l, 2, 3}μ(jB∩C)-μ(^~,5∩C) ∣ μ (B∩ C∕)-μ (sj^1B∩ Cl) ∣ 1с=о Й1В) Į Й® ∖>^3∙и, таким образом,' (см. лемму 1.2) группа не обладает лево-эргодическими последовательностями множеств.
Пример 1.10. Дискретная группа вращений трехмерного пространства вокруг фиксированной точки также не обладает ни одной лево-эргодической обобщенной последовательностью множеств (см. [1], [17]); в обычной топологии эта группа, как и всякая бикомпактная группа (см. пример 1.4), обладает эргодическими последовательностями множеств.Замечание. Аналогично „лево-эргодическим“ обобщенным последова- - тельностям функций и множеств можно рассматривать и „право-эргодические“ последовательности; все сказанное легко перенести и на такие последовательности; мы на этом не останавливаемся. Заметим лишь, что лево- -эргодическая последовательность функций или множеств, вообще говоря, не является право-эргодической, и обратно; в этом можно убедиться на примере 1.2. Если ψn(g)(2ζ) — левоэргодические обобщенные последовательности функций (множеств), то ψn(g^1)(⅞^,) являются право-эргодическими обобщенными последовательностями функций (множеств), и обратно.

§ 2. ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ В ШИРОКОМ СМЫСЛЕ 
СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ НА ГРУППАХСлучайное поле ξ(g) на группе G называется однородным (в широком смысле) относительно левых сдвигов, если E∣ξ(g)∣a<∞, Eξ(g)≡const и Eξ(ggι)ξ(gg3 = Eξ(g1)ξ(g2) при любых g, g1, g2∈G (Eξ — математическое ожидание случайной величины ξ)j аналогично определяются случайные поля, однородные относительно правых сдвигов*^ Случайное поле ξ(g), g∈G, называется измеримым, если ξ(g)=*(ω, g) - измеримая функция на Ω×G (∩ — пространство элементарных событий). Если ξ(g) - однородное измеримое случайное поле и ψ(g) - интегрируемая функция на группе G, то с См. также [11].
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вероятностью 1 существует теоремы Фубини, так как
J*  ξfe)Ψte)μ(⅛)ι

*) Случайные величины ξ и η называются эквивалентными, если P{ζ=η} = l∙

G

это немедленно вытекает из
f E∣ξ(g)i∣ψ(g)∣μ(⅛)≤ f (E∣ξ(β)l,)≡IΨ(s)∣μ(⅛)-

G G

≈°f IΨ(ff)lμ(⅛)<∞ ∙ (σ8 = E∣ξ(e)∣∙).
При этом E (jj, ξfe)Ψfe)μ(⅛)p ≤≡ У

G G

IΨ te) I μ (⅛) < ∞∙
Лемма 2.1. Пусть ξ(g) — однородное относительно левых сдвигов слу

чайное поле на группе G. Существует одна u, с точностью до эквивалент
ности^, только одна случайная величина M[ξ(g)] такая, что для любого 

gε > 0 существуют конечные наборы элементов g1, ..., g⅛∈G и чисел 
k

α1, ...» α*≥0,  2 c⅛ = l, такие, что при любом geG 
/-1

к £(e∣ M[ξ⅛)] — 2 a<Stes<)∣*)2 < s; (2.1)
g f∙=l

случайная величина M[ξ(g)] обладает конечной дисперсией и инвариантна 
g

относительно левых и правых сдвигов, m. e. М [ξ(∕1g∕2)] =M [ξ(g)l nPu 
g g

любых g1, g2eG.Доказательство. Пусть ∕⅛ - гильбертово пространство случайных величин со скалярным произведением (η, ξ) = Eηξ, натянутое на случайные величины ξ(g), geG (эквивалентные случайные величины в J⅛ отождествляются). Легко видеть, что ,,операторы левого сдвига“ Ug, определенные в ffζ соотношениями Ueζ(f) = ζ(gf), являются унитарными и образуют группу, причем Ugl Ugi = Uglgt. Пусть LUg - подпространство случайных величин, инвариантных относительно всех операторов Ug, geG. Согласно результатам Биркгофа [13] и Маака [21], оператор Ū, проектирующий ∕7ς на LUg, может быть охарактеризован следующим образом: для любой случайной величины η∈2∕ξ и любого ε>0 существуют конечные наборы элементов 
кgι,..., gkeG и чисел a1,..., а*  > 0, £ al,≡ 1, такие, что для всех geG1-1 ∣∣t⅞-∑o⅛t⅛η∣∣<ε∙
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Положим M [ξ (g)] = C7ξ (e); тогда при соответствующем выборе g1, ...»gkeG 
8 ки α1, ..., ajfc>0, ПРИ jii°6°m g≡G

i-l
к £ к(e Į м К (g)J - 2 aiξ te) ∣,)2 = II Č4 (е) - 2 «/ ‰fξ (е) || < ≡∙

g i=l -i-lОбратно, если случайная величина M[ξ(g)] удовлетворяет условию леммы, 
_gто с вероятностью 1 М [ξ(g)] = Uξ (е). Далее, нетрудно убедиться, что 

gслучайное поле ξ(∕ig∕2) однородно относительно левых сдвигов. Положив в неравенстве (2.1) gi=gif2, получим, что при всех g∈(7
_1_(e I м [ξ te)] - 2 «, ξ (∕1 ggi⅛ I ’) 2 < s;в силу произвольности числа ε, отсюда вытекает, чтоM[ξ(g)]=M[ξ(∕1g∕2)].

g gЛемма доказана.Теорема 2.1. Пусть {ψn(g), neN} право-(лево-) эргодическая обобщенная 
последовательность функций на локально бикомпактной группе G∖ тогда 
для любого измеримого случайного поля ξ(g), g∈G, однородного относитель
но левых (правых) сдвигов существует „правое среднее значение по 
группе“ М [ξ (g)] =1. i. m. f ξ (g) ψn (g) v (dg)t (2.2)

g neN J

левое среднее значение по группе“M R (g)] = 1. i. m. f ξ (g) ψzj (g) μ (dg)∖ (2.2,)
g ne N J J

G(μ(∙) u v(∙) — левая и правая меры Хаара на gJ; случайная величи

на M[ξte)]
g1) обладает конечной дисперсией}2) с точностью до эквивалентности однозначно определяется случай

ным полем ξ (g) независимо от выбора обобщенной последовательности 
функций {ψ√g), nεN}∖3) инвариантна относительно левых и правых сдвигов.Доказательство. Согласно лемме 2.1 существует с точностью до эквивалентности однозначно определенная случайная величина M[ξ(g)] та- ffкая, что для произвольного ε>0 при надлежащим образом подобранных 

kэлементах g1..............gkeK и числах a1, ...» a⅛ ≥ 0, a, = 1, для любого g∈G....................................................................................................................1=1k JL
(E∣MKte)]-∑¾ξte∣)∣2)2 <-⅛
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и E∣M[ξ⅛)]∣s=σ2< ∞ здесь С — положительное число такое, что 
f IΨ,fe)l*(<⅛)<C лелг). Пусть, G 
n>nz∖ тогда

далее, j J* ψn (g) v (dg) -1 j < ~ при всех

(2.3)
(e IM E (g) ] - 2 «, f ξ (ggl) ψn te) v (dg) f)2 =

i=l g

= (e Į У (m K te)] - ∑ a. ξ (gg∣)j ψn te) v (⅛) +£+M[ξte)](ι-yψnte)√⅛))∣2j «(Е|У(MEte)]-∑aiξteff1))× ' 
G G£×Ψnte)√<⅛),) +σ∣1~,∕*Ψ"te)v('⅛)I≤-⅛∙У lψ11te)l''(<⅛)+7-≤ į--

G GC другой стороны, существует nεeN такой, что при всех n>nz имеем:У ∣ψnteft-l)-ψnte)∣v(⅛X-⅛- (ι = l.............fc);
Gσj=EI ξ (e) I2; следовательно,
(e(∑ov∕*^te^∙)Ψnte)^(⅛)- J*Šfe)Ψ∏fe)v(fi⅛)Į ) =

'=1 G Gk 2 
= (e∣Σ-У 5te)Ψ√ss,^1)''(⅛)-У ξte)Ψnte)v(⅛)l ) = 

' = * G Gk £
= (e I ∑ aj У ξ tef(ψl∣ te?r’) - ψ, te)) v (⅛) j ) =

i=l Gk £
= ∑ai(E∣yςte)(ψnter1)-ψ<∙te))',(⅛)f)2≤σι⅛- = ÷∙ (2∙4> 

i = l 'įВзяв ∕ιε>τ⅛, ne>λ∣e, из соотношений (2.3) и (2.4) получаем, что при всех 
n>nz (E∣M[ξfe)]-У ξ(g)ψn(gb(⅛)∣2)2 <ε∙
Таким образом, в силу произвольности выбора числа ε>0M[ξ(g)]=l.i.m. Г ξ(g)ψnfe)v(⅛).

g nεN J
G
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Из определения случайной величины M[ξ(g)] и из леммы 2.1 следует, что 

эта случайная величина обладает свойствами (l)-(3). Если ξ(g) - случай
ное поле на группе G, однородное относительно правых сдвигов, а {ψn(g), 
weiV} — лево-эргодическая обобщенная последовательность функций, то 
случайное поле ξ*  (g) = ξ(g^1) однородно относительно левых сдвигов, а 
функции ψ*  (g)=ψn(g-1) образуют право-эргодическую обобщенную после
довательность функций; поэтому существует случайная величина

*1 См., например, 15].

M[ξ*(g)]=l.i.m.  Г 
g ∏GN J

ξ*(g)ψ w*(gb(<⅛)  =

ξ (g~1) Ψ. (g-1) V (⅛)=1. i. m.
nεN

μ(⅛)=M[ξfe)].
G

Теорема доказана.
Положив ψπ(g)=τ⅛j∙ χ2>√g)(ψn(g) = ^jj⅛n(g)), если {B,, nεlf} - 

право-(лево-) эргодическая обобщенная последовательность множеств, по
лучаем

Следствие 2.1. Пусть {Bn, neN} - право- (лево-) эргодическая об
общенная последовательность множеств на локально бикомпактной группе 
G∖ тогда для любого измеримого случайного поля ξ(g), geG, однородного 
относительно левых (правых) сдвигов, среднее значение 

M[ξ(g)]=LLm.τ⅛- f ξ(g)v(⅛)(M[ξ(g)]=l.i.m.7⅛∫ξte)μ(⅛)).

⅞ ⅞

J*  p(x)dx*>

§. 3. ТЕОРЕМЫ О СРЕДНИХ ЗНАЧЕНИЯХ ДЛЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНО 
ОПРЕДЕЛЕННЫХ И ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ НА ГРУППАХ

Бор показал, что для любой измеримой почти-периодической функции 
∕>(g)Ha прямой существует среднее значение

M[p(x)]= lira
х JV→∞ -X

Нейман [22] дал общее определение среднего значения M[p(g)] произволь- 
g

ной почти-периодической функции p(g) на любой группе G как единствен
ной константы, принадлежащей равномерно замкнутой выпуклой оболочке 
функций р a(g)≈p(gh)t heG. Естественно возникают два вопроса: во- 
первых» можно ли распространить боровское определение средних значений 
почти-периодических функций на общие локально бикомпактные группы и, 
во-вторых, в случае положительного ответа на первый вопрос, со
впадает ли это вновь определенное среднее с неймановским средним; мы 
дадим положительные ответы на оба вопроса для групп, обладающих
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эргодическими обобщенными последовательностями функций. Этот результат обобщает результаты Любарского [6] и Страбла [24]; он будет использован нами в дальнейшем (§4).Теорема 3.1 Пусть {φm, mzM}, {tyn,neN} — соответственно, лево- и 
право-эргодические обобщенные последовательности функций на локально би
компактной группе G*, тогда для всякой измеримой почти-периодической 
функции p(g), geG неймановское среднее значение может быть определено 
по формуле:M[p(g)]=lim / р (g) φm (g) μ (dg) = Hm I p (g) ψ. (g) v (dg). (3n

g тем J neN J ' '
G GДоказательство. Из определения среднего значения M[p(g)] сле- 

gдует, что для любого ε>0 существуют элементы g1, ..., gkeG и числа kα1, ..., ajfc>0,' ^o⅛ = l, такие> что ПРИ любом geG
i-l

kIМ [р (g)] - 2 a∣P(gSi) I < 6.
1 g >=1Дальнейшие рассуждения почти дословно совпадают с рассуждениями, проведенными при доказательстве теоремы 2.1; мы их опускаем.Аналогично доказывается теорема о среднем значении для положительно определенных функций.Теорема 3.2 Для всякой измеримой положительно определенной функции 

p(g), среднее значение Годмана (см. [20]) может быть определено по 
формуле (3.1).

§ 4. ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ В ШИРОКОМ СМЫСЛЕ 
ОБОБЩЕННЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙПусть ∕(φ) — однородное (в широком смысле) обобщенное случайное поле над пространством К финитных бесконечно дифференцируемых функт ций φ(x), x = (x1, ..., xm)ERm, F(dλ) и Φ(<Zλ) - соответственно средняя квадратичная и случайная спектральные меры этого поля, причем У (l + ∣μ∣laP < 00 ПРИ ≡ot°P°m целом P≥θ.(λ = (λι, ...» λm)j, т.е. Z(φ)- 

однородное обобщенное случайное поле класса <5p (см. [3], [4], [10]. Рассмотрим линейное многообразие МР абсолютно интегрируемых по Лебегу функций ψ(χ) таких, что ψ(λ) = J*е* «> ψ (х) dxeL2 (F). Формула спектраль- 
ного представления ∕(φ)= J* φ(λ)Φ(<Zλ) позволяет продолжить поле Z(φ) 
до случайного линейного функционала, определенного на МР и непрерывного в среднем квадратичном относительно нормы ∣∣ψ∣∣ = / ∣φ(λ)∣∙F(rfλ).

я”
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(4.1)

ψ∈Λfr. Обозначим через Dpl множество функций ψ (х), для которых при любых целых p1, ...» pw≥0, p1+ ... +pm≤p существуют абсолютно интегри- ∂λ+∙∙∙¾ ,/чруемые по Лебегу производные —a√ζI~ ‘ ’Лемма 4.1. Если J" -μ-¾¾y. .< ∞. то
Доказательство. Пусть ф(х)е£)£; тогда sup∣ψ(λ)∣≤ f ∣ψ(x)μx<∞. λeflm J

RmАналогично, пользуясь известной формулой:
∂X Ψ⅛)]4-0m∙"∙+M,..X"^[ψ],

mгде 5≈r[ψ]=ψ(λ), ∑p,≤p, получаем:
1-1sup ∣λ'∙..X"ψ(λ)∣≤ fl——Γ7^^ Ψ(xψx<∞∙ 0∙.......... M≡r", įn 1 *c∣∙∙∙5x√n IСледовательно, существует постоянная С>0 такая, что для всех ∖eRm∣∣λ∣∣*∣ψ(λ)∣*= 2 λ*'....λ>∣ψ(λ)∣*<C. (4.2)

Р1+... +Pm=pНеравенства (4.1) и (4.2) показывают, что ψ(λ)∈L2(F), т. е. Ψ(x)∈Λ∕f∙Определение. Пусть N={n} - некоторое направление, р - целое неотрицательное число; обобщенную последовательность функций {ψn(x), 
neN} мы назовем р-эргодической, если

(^) все ф„(х)е1>£;
(£?) lim ∕ ф„ (х) rfx;

ncN J 
Rm

R) существует такая постоянная С>0, что
a)
b)

для всех neN^∙t

ψn(x)L∕x<C для всех nεN,
δPι+ .. ■ +Pm

∂xf...∂x%n

если ∑,∣ = 1 Р/=р:

(f?)
lim f ∣ψ∏(x + y)-ψn(x) ∣rfx = 0 «eW J i IЛ/Пдля любого γeRm.
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Пример 4.1. Понятие О-эргодической обобщенной последовательности 
функций совпадает с введением нами выше (§ 1) понятием эргодической 
обобщенной последовательности функций на Rm∖ примеры таких последова
тельностей даны выше (см. пример 1.5).

Пример 4.2. Если φ(x)eE, $ φ(x)<7x≠0, и {ψn(x), ле#} - О-эрго- 

Rm
дическая обобщенная последовательность функций, то обобщенная последо
вательность функций

ΨJ(χ)=-τr—φ*Ψ.(χ)= -г— У” φ(χ-y)Ψ.(y)^y (4.3)

I φdx I φdx Rm

Rm Rm

является p-эргодической при любом р>0. То, что при любом целом p≥0 
выполняется условие (Ef) - очевидно. Далее

tf(x)rfx = lim У</х У" φ(x-y)ψ.(y)<∕y =

I φdx Rm Rm

Rm

1 У ψ.(y)√y У φ(x-y)<∕y = Hm У ψ.(y)<∕y = lt

φdx Rm Rm Rm

lim f ф;
λ≡JV J 

Rm

и, таким образом, условие (EJ) также выполнено. Аналогично можно убе
диться в выполнении условий (EJ, а) и (Е£, Ь) при всех р>0. Далее 
имеем: 

и при любом yeRm
Um Г ∣ΨJ(s+y)-ψJ(x)j<7x=0.
яе/V J I I

Rm
Таким образом, условие (EJ) также выполнено.

Следующая теорема является обобщением эргодической теоремы для из
меримых однородных случайных полей на Rm.

Теорема 4.1. Пусть ∕(φ) — однородное обобщенное случайное поле класса 
¾ w {ψ,,(x), ле/V} - р-зргодическая обобщенная последовательность функ
ций на Rm,t тогда существует I. i. m. ∕ (ψn) и с вероятностью 1

neN
Li.m,∕(ψ,,) = Φ({0}). (4.4)

λ≡ΛΓ

14. Лвтокжвй матсматвческяй сборввк. Ii
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Доказательство. Для упрощения рассуждений мы предположим; что направление N содержит счетное упорядоченное конфинальное подмножество*). Прежде всего, заметим, что фигурирующие в формулировке теоремы случайные величины ∕(ψfl) действительно определены - в силу условия (E') и леммы 4.1, причем∕(ψn)= f ⅛(λ)Φ(rfλ). (4.5)
RmПоскольку функции e,<λ≡) являются почти-периодическими, при любом 

λeRm существует средн :е значение причемМ [ez<λ∙ ≡>]=M [ef cλ> x+>)]
XX Xотсюда следует, чтоM[e'Λ*>]=χw(λ)={ 0, если λ≠0,1, если λ = 0.По теореме 3.1, существуетlim ψ (λ) = lim• лe^ neN _

RmРассуждая, как при доказательстве леммы 4.1, можно убедиться, что при всех λeRm

У* e,<x∙1>ψ,(x)<∕x=χfoj(λ).
С>lψnW∣8≤ (1+∣∣λ∣∣,jp »где постоянная C1 не зависит от п. Отсюда по теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла**)Hm J,jψ.(λ)-χ{0}(λ)∣s^(Λ)=θ∙

я"Далее, в силу известного свойства интеграла по случайной ортогональной мере, limE I ∕(ψn)-Φ({0})∣a=ΠmE∣ f ψ,(λ)Φ(<∕λ)-Φ({0})∣ =π∈tf Г , I neN I J 'Λm=HmE∣ f (ψ,(λ)-χfoj(λ))φ(<∕λ)∣s=∏m ∫ ∣ψ,(λ)-χb,(λ)∣,F(Λ)=0.
Rm RmТем самым наше утверждение доказано.Остановимся на двух следствиях теоремы 4.1.Пусть / (<р) - обобщенный случайный процесс на прямой Ä и A(φ) - его первообразная, т. е. X'(φ)=∕(φ). Рассмотрим обобщенные случайные процессы-, »интегралы* * х+Г г+ГZ⅛)<ft = Λ(φ(x-T))-tf(φ(* + Γ))=∕( f φ(t)dt

х—Т х-т

♦) Доказательство теоремы для общего случая будет опубликовано в другом месте.
♦♦) Эта теорема остается в силе для рассматриваемых нами ,,сепарабельных* ’ обобщен

ных последовательностей функций.
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Так как χ(-r, d W О-эргодическая последовательность функций, последовательность функций, 
f

является p-эргодической при любом целом p≥0 (см. пример 4.2). Применяя к ней и к произвольному стационарному обобщенному случайному процессу ∕(φ) теорему 4.1, получаемСледствие 4.1. Для всякого стационарного обобщенного случайного 
процесса ∕(φ) при любой функции φeK существует

. х+Т а>⅛∙⅛ f ∕⅛)Λ=φ({θ}) ∫ φ(∕)*
(равенство имеет место с вероятностью 1); иными словами, последователь- 

х+Т
ность обобщенных случайных процессов J" I (φ) Л сходится в среднем 

x-τ
квадратичном к случайной константе Φ({0}).Аналогичное предложение для обобщенных случайных процессов, реализации которых являются обобщенными функциями в смысле Минусинского доказал Урбаник (см. [9], [24]).Всякое измеримое однородное случайное поле ξ(x), xeRm, можно рассматривать как однородное обобщенное случайное поле класса <≡>0, если для любой функции φ∈jl ПОЛОЖИТЬ ∕(φ) =
нал ∕(φ) на Mpt получим для всякой функции ψ∈Λ⅞

j ξ(x)φ(x)tZx∙ Продолжив функцио-
ψ(λ)Φ(<Zλ) e,α∙х) ψ (х) dx Ф (dλ) ≡

e'Λ≡)φ(rfλ)ψ(x)dx = j ξ(x)ψ(x)rfx
Rm Rm Rm(произведенное здесь изменение порядка интегрирований легко обосновать с помощью теоремы Фубини). Применив к однородному обобщенному случайному полю ∕(φ) теорему 4.1, получим
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Следствие 4.2. Пусть ξ(x), x∈Λm, - измеримое однородное случай
ное поле и {ψfl(x), λ∈7V} — эргодическая обобщенная последовательность 
функций на Rm∖ тогда существует

∕ ξ(x)ψn(x)f∕x = Φ({O})

{равенство имеет место с вероятностью 1).
Это следствие совпадает с теоремой 2.1 для измеримых однородных 

случайных полей на Rm.
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ERGODINĖS TEOREMOS HOMOGENINIAMS APIBENDRINTIEMS 
ATSITIKTINIAMS LAUKAMS IR HOMOGENINIAMS 

ATSITIKTINIAMS LAUKAMS GRUPĖSE

A. TEMPELMANAS

(Reziumė)
Straipsnyje Neumano ergodinė teorema išplečiama homogeniniams apibendrintiems atsi

tiktiniams laukams erdvėje Rn ir homogeniniams laukams lokaliai bikompaktinėse grupėse, tu
rinčiose „kairiaergodines apibendrintas funkcijų sekas“. Taip pat įrodoma teorema apie vidurkį 
beveik periodinėms ir teigiamai apibrėžtoms funkcijoms tokiose grupėse.

ERGODIC THEOREMS FOR HOMOGENEOUS 
GENERALIZED STOCHASTIC FIELDS AND HOMOGENEOUS 

STOCHASTIC FIELDS ON GROUPS

A. TEMPELMAN

(Summary)
In this paper we extend Neumann's ergodic theorem to homogeneous generalized sto

chastic fields on Rn and to homogeneous stochastic fields on locally bicompact groups pos
sessing „left-ergodic generalized sequences of functions“. We also prove a theorem about the 
mean value for almost periodic and positively definite functions on such groups.




