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О ПРЕДЕЛЬНЫХ ТЕОРЕМАХ ДЛЯ БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЙ

А. АЛЕШКЯВИЧЕНЕ

В настоящей заметке предельные теоремы для больших уклонений, уста
новленные В. Μ. Золотарёвым в статье [1], обобщены на случай независи
мых неодинаково распределённых случайных величин.

Пусть имеется последовательность независимых случайных величин

⅛ Х2, ... (1)

с функциями распределения F1 (х), F2(x), ...
Предположим, что надлежащим образом нормированная сумма

имеет устойчивое предельное распределение Va (х) с характеристической 
функцией вида

и

exp∣γ(-⅛)+λ(~⅛)β∣, если l<α<2, 

eχp{γ(-fr)+λ(-ft)in(-*0} ПРИ a = l.
(2)

Здесь λ>0 и γ — постоянные.
Известно [1], что такие устойчивые законы имеют показательный поря

док убывания плотности на отрицательной полуоси. Неограничивая общно
сти, мы будем считать γ = 0 и λ = -^- .

Пусть f j (s), fn (j) и φ (5) = exp { ψ (5)} - двухсторонние преобразования 
Лапласа соответственно для случайных величин Xj, Sn и предельного закона 
F«(x), а Vaj (х), y=l,2, ...» — устойчивые законы семейства (2) с сущест
вующими во всей полуплоскости Res≥0 двусторонними преобразованиями 
Лапласа вида

/ч f∣∕x∙> ( exp I ■—λ∕1ya! , l<a<2,
φβyω=eχp{ψ7ω}= pιa j j

Į exp{λyslns}, a=l,
где λy>0, √=1, 2...........
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Вводим обозначения:

V«(X)------- -į^-
СО 

μ√"0= f χm<fΩj(χ), ^j(r)= J* μ∣'j<∕Ωy(x)∣,

Ω,(x) = F√x)-^(x),

√ = 1, 2,

где целое m>0 и г>0. Пусть, далее, 

Вп~( ∑λj)α>
7=1

3Γ' ∑ W(D.
7=1

∑μ,∙(l) + lnBn,
7 = 1

1 <a<2,

a=l.

Налагаем на заданную последовательность (1) следующие условия.
Г. Существуют положительные числа a≥a, A, kt К и L такие, что 

IVj(a)Į≤L, 7=1, 2, ...

и
со 

fcφω∣=( f е-“Л7(х)|сХ, 7=1, 2, ...

ДЛЯ 0≤Res≤√4.
2°. При всех п

3°. Для всех y(i∕=l, 2, ...)

lim ∣T5(-⅛)∣≤⅛<1 (32)

и для некоторого и0 существует интеграл *■
00 п 
f∣∏Λ(-'0∣Λ∙ 

-И >=1

Из условии Г следует, что законы Fj(x), √=1, 2, ... принадлежат об
ласти притяжения устойчивого закона Vaj(x).

Условие (3°) будет удовлетворено, например, тогда, когда сумма первых 
л0 случайных величин последовательности (1) имеет ограниченную плотность 
распределения.

Очевидно, что μz(0)=0, 7 = 1, 2, ... Неограничивая общности мы будем 
считать, что и μ7∙(l)=0, 7’= 1, 2, ... Вообще, всегда найдётся такие Z7∙>l, 
что μy(0) = μ7∙(l)= ... =μy∙(⅞∙)=0, (7=1, 2, ...), а μy∙(Z7+1) отличны от нуля 
или не существуют. Пусть Z=minZ7∙, и

a'=min(a, 1+Z). (4)
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Теорема 1. Пусть для последовательности (1) выполнены условия 1° —3°. 
Тогда при n→∞ равномерно по х в интервале ( —Л„, 0) имеет место 
асимптотическое представление

V⅛y = ∏Λ(P)exP ['∙W+τp] I (1 +о (1)) ,

α 7=1
где функция p(τ) является положительным решением уравнения

τ+⅛Σ(M(p))'=o.

n У=1
, 4 I -^(-√t7, l<a<2,

r(τ)= a
I exp(l+τ), a = l,

и

x51-≈,п ,
x + InBπ,

1 <a<2,
а = 1

1 <а<2, 
а=1.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда при n→∞ от-

ношение —■
va(≈) 

(-Λn(a'), О), где

эквивалентно единице равномерно по х в интервале

1 < а < 2,

а=1,

и а' определяется согласно (4).
Доказательство. Согласно условиям Г и 3° найдётся такое и0, что для 

всех λ>λ0 и O≤v≤Λ сходится интеграл

∏Λ(>,+'0 <*•
7-1 1

Поэтому имеет место формула обращения

γti∞
m*)=⅛ J (5)

γ-i∞ j 1
для всех h≥h0 независимо от выбора числа γ из интервала (0, ABn). Здесь 
рп (х) — плотность распределения суммы

Положим

^ = (x + Λλ)B,-i

и вычислим при помощи метода перевала интеграл
γ+∣∞

^^aPn(τ) = ⅛ [ exp∣B≈0(z, τ)∣<fe, (6)

γ-i∞
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где

β(z, τ)=zτ+ -i- 2l∏Λ<z) = ” 7-1
-÷f∑⅛ω÷⅛∑>[1÷⅛].n 7=1 7=1

Здесь ωy(z)=^(z)-φa7 (z) и γ∈(0, А).
Для нахождения точки перевала данной задачи нужно разыскать реше

ния уравнения

β'(*. τ) = τ+-^2(M(z))' =n 7=1
. 1 V х . 1 V ωJ∙co-ω,∙u)Ψz'(*) n 

=τ+-∑ψω+-∑ Ą (г)+м(г)-------0.
n j∞∖ n 7=1 j

Равенства μy∙(l) = 0, у=1, 2, ..
ченных vy(α), j=∖, 2...........позволяют при достаточно малых по
дать для ωy(z) и ωj(z) следующие оценки

ωz∙(z) = О (zfl,), ωj (z) = О (z°,-1), j = 1, 2, ....
Так как уравнение (7) в случае 1 < а < 2 имеет вид

1 Д ω'(z)-λ-zα~1 ω,(z) --L λ -z®
τ + z∙-*+ 2-- --- l----- rj----- e « ’ =0n 7=1

(7)7=1
и существование равномерно ограни- 

модулю z

(8)

__Lχ.zα
1 + ωj (z) е a j

и согласно оценкам (8) мы можем найти такое положительное А', 
всех z∈(0, А')

что

(9)

Для

то
1 ωj(z)-λyzα-1ωz(z)

~Γ Z i en 7=1 ≤
--λ,za 

l+ωz∙(z)e a j≤ ~Jγ ∑ e^ ’ (I ω> (z> I+1 ⅛*"^1<⅛(z) I ) ≤n ;=1л л
≤ -⅛^ Σ (I °⅛ <z> I+1 λ√z*~ι ω√ (z) I) ≤c iz ∣",^1 ⅛^ Σ γ∕(α'∙ z>+ n 7=1 n 7=1л

+ c-1 z J_ ∑ λ.v.(a't z) ≤ c1 (n) I z |«-1 + c, I z r+∙-ι.n 7=1
Здесь c, c,, c1(ri) и c2 — положительные постоянные (c1(ri) может стремиться 
к нулю, когда n→oo)j

ао
vz∙(a', z) = У" IхI«'e-‰.Λr∣<∕Ωy(x)∣, 0<θ<l,√=l, 2..........  

(Ю)
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которые в силу условии Г существуют и равномерно ограничены при всех 
z∈(0, Λ1) для некоторого A1<A (предполагаем, что A1≤A').

Следовательно, так как τ отрицательно и τ = o(l), когда х меняется в 
интервале f—о (В““* 1), θ), уравнение (9) имеет единственный положитель

ный корень, который стремится к нулю, когда τ→0. Когда х меняется в 
интервале (—InВл(1 +o(l)), о), имеют место аналогичные рассуждения и для 

случая α=l. Следовательно, можно найти такое ε0, что решения уравнения 
(7) будут лежать в интервале (О, Λ1), если только τ∈(- ε0, 0). Зафиксируем 
достаточно малое τ и пусть р — соответствующий ему корень уравнения (7).

-÷λ7pβ 
l+ω,(p)e a i 

ωj* (ρ)-2λ7 pg~1 ωj (p) ω7 (p) + λ* p*(g~1) ω* (p)

I λ7Pa∣ i i i
∣ω,∙(p)e a ∣≤∣ωz(p) ∣≤-g-

и функция xe~x удовлетворяет неравенству

xe~x ≤ ~ < 4- ’ x ≥ θ,

Поскольку подинтегральное выражение в соотношении (6) аналитично в 
полосе 0<Rez<Λ1 и непрерывно на границе Rez = 0, то контур интегриро
вания можно заменить любым контуром вида

Γd=∣zi∣z∣=<Z, Jargz∣≤-y- ; Rez = 0, | z | > d } 

с любым значением d из (0, √41). Пусть J=p, и разлагаем контур интегри
рования на три части

Г =Γ' + Γ2÷Γ3P P P Р
где

rį = {z:lzl = p. ∣argz∣≤εn∣,

γp = {z∏zI = P. ⅛≤ I ar8z I ≤ -у-}. Γz={⅛ = ∣z∣>p, Rez = 0∣, 

а εn будет выбрано ниже.
Сначала вычислим интеграл по Р. Имеем

с сп1ι = -⅛⅛- J ∞P∣^β(z, τ)∣<fe = -^- J exp∣BJ0(pe'φ. τ) + iφ∣prfφ = 

rį

f”= -^-exp∣BJβ(p, τ)Re J exp∣¾[β(pei*, τ)-β(p, τ)] + ιφ}<⅛.0
Так как при α >1

0"(p> τ) = (a — 1) pa^2 +л ω∫ (ρ)-2λy- pa~1 ω' (ρ)-λ∕ (a-1) ρa~1 ω∕ (ρ) + λ} p1(a~1) ω7 (p) --Lλ pa 
e a j -

e a j



10 А. Алешкявичене

то, согласно условиям Г и 2°, при p→0 получаем

Q" (р, τ) р2 = (а — 1) р«+с2 (л) р«' + О (pα+o' + c3 (л) р2« + p2*+o' + p∙+2"') =

= (α — 1) ρα + c2 (л) ра‘+ o (pα") (11)
(считаем, что a' ≤ 2а). Здесь с2 (и) и с3 (и) — постоянные, которые могут стре
миться к нулю при w→oo. В случае а=1 имеем

β"(p, τ)p2 = p + c4(w)pfl, + o(pfl,). (12)
Следовательно, при p→0 β"(p, τ)p2 = O(pα). Аналогично получаем, что и 

βw(p, τ)p3 = O(pα).
Тогда

∆β(p> τ) = 0(pe'∖ τ)-0(p, τ) = -^-2"(p, τ) p2 (e'φ -1)2 +

+ 4<2'"(P, τ)p3(e'φ-l)3 + o(pαφ3),

Re∆β(p, τ)=--^-0"(p, τ) р2 + о (pa φ3),

Im∆β(p,∙ τ) = -φ30"(ρ, τ)p2--^--(Γ(p, τ) p3 + o (pa φ3),

и

сп гпRe J exp∣B≡Δ0(p, τ) + zφpφ= ∕ exp∣ -BλπQ"⅛, τ)p2+ О(B≡paφ8)|× 

о о
×cos∣(b≈2z,(p, τ)p2+ -∣~B≈2w(p. τ)φ3 + o(B≡paφ3)J-φ}⅜. 

Сделав замену переменного v = ^φ, где

4 = V^2"(p, τ)p2 , 
получаем

Re у* exp∣B≡Δβ(p, τ) + iφ jd<p =-±-f е 2 +°^ « ^cos + “$"))

о о
Пусть

_4 V⅛g 
t q ■ 
Тогда __

cn 4vrq --
Re J exp∣B≈Δ2(p, τ) + zφ∣⅜ = -^- ∣ е 2 <Zv[l+θ(^-)] =

=j⅞4[∙÷⅛)].

и окончательно получаем
Ą=wexpk"e(₽’ τ>!÷[,+o(W (13)

Рассмотрим интеграл по контуру Г2. Согласно (7)
Re∆β(ρ, τ)= — paIa(cosφ —1) + (1 -cos aφ)J + О(ρfl'φ2), a>l, 

и
Re ∆β (р, τ) = — р (cos φ + φ sin φ — 1) + О (pβ' φ2), a = 1,
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откуда получаем

Тогда

f -2p∙2⅛±⅛, если «>1. 
Re∆β(p, τ)≤∣ a ε .

I — p , если a= 1.

I «Д Г ( ) I Д о B“Q(p, τ)-21n9
∣4l=∣ ⅛ J exp∣Bj2(pe,∖ τ) + fφ∣⅛ Į ≤ e

и
(14)I Ig I < q p~⅛Vaq — 1

I Л I 2π q y 2π
Согласно условию 3o имеем, что

I4l = [⅛ У expIB“Ö(рe,φ> τ) + ιφ∣dφ∣ =

г,’
=[⅛ J" enxΛ(-ft)A∣≡0(e^c∙"), co>O.

г»
А эта оценка влечёт за собою оценку Z3 = o(∕1).

Все три оценки (13) —(15) приводят нас к следующему утверждению: 
5"^ap"w=τi⅝rexp{^ecp, τ>}[1+0(⅛)]-

С другой стороны, известно (из работ В. Μ. Зблоторёва), что функция 
Va (х) при x→ — ∞ имеет асимптотическое представление

Fa(x)= 1

(15)

----------- exp{ --Lp0ψ'(p0) + -kψ(p0)j[l+θ(-^)],

I∕2π-ψ'(f⅛)

где функция p0 = p0(x) определяется из уравнения
4-ψ,(po)= - χ>

или

5i-vα(τ) =

где

,------ j----- -------- exp f —Į- p1Bn ψ, (p1B, + 4^ Ψ (Pi-®»)} ×

I/ 2π-ψ"(p1Bn)

1
(\<x— 1-τ) .

1

Тогда при a > 1

⅛⅛=τv≡e÷K '>÷¾ll× 

×['÷°(j⅞r)÷°m]- .
-⅛⅛>Mjl=[⅛-<-τ>∙"÷dl* 

×[1÷⅛)-m)∙
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Из оценки (11) получаем

Р V (<x-l)pf

P1V β*(p, τ)pa

p V р? 

Pi V~P^
(l+⅛(")po'^α).

стре-где ⅛ (л) — ограниченное постоянное, которое в частном случае может 
миться к нулю при n→∞.

С другой стороны, согласно оценке (10) для малых р имеем
—τ = ρa 1 + Θρfl, 1

(0 — ограниченное постоянное), и

Тогда
-τ = pf-1 . 

p∙-1 = p∙-1 + Θρa'-1, (16)
а отсюда

Pι = p(∙+Θ1ρa'-σ) (17)
и

р’ = р’(1+©2р»'-«), (18)

где Θ1 и Θ2 — ограниченные постоянные. 
Следовательно, р1/ рТ—-7==τ-= 1 + О (ρo'^a), 

PιV Pa
и окончательно получаем

Л *
⅛⅜ = ∏j5(p)∙exp (r(τ)+τp) }(1 + О (р"’)) , (19)

где

Wa— 1 , мх—1= —— (-τ) 1 <a<2.

А это равносильно утверждению теоремы 1, если только х меняется в ин
тервале ( — о (B“_1), о). В случае а=1 таким же самым способом получа

ется соотношение (19), где г (τ) = exp (1+τ). Когда х меняется в интервале 
(-lπBn(l+o(l)), 0j , из соотношения (19) следует утверждение теоремы и 

для a=l.
Доказательство теоремы 2 получается как следствие из теоремы 1. Дейст

вительно, при a > 1 имеем

^ = exp{^[τ<p-p1) + ^(p∙-p∙) + X∑ ln(l + %∣)]j.

Оценивая сумму

⅛∑1"(1÷⅞⅛)

таким же самым способом, как и выражение (10), и воспользовавшись соот
ношениями (16) —(18), получаем, что

∙^^ = exp∣^∙O(p°')∣ = exp∣o(l)}→l, n→∞,
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Аналогично получаем утверждение теоремы 2 и для случая α = l, если

если только
∕ 4⅛-l>(α∙-<O i

xe(-0(⅛β ),θ).

В заключение выражаю благодарность В. А. Статулявичюсу за поста
новку задачи и помощь при ее решении.

только
X∈(-ln∕⅛ β'(l+o(l)), θ).
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APIE RIBINES TEOREMAS DIDELIEMS ATSILENKIMAMS

A. ALEŠKEVIČIENĖ

(Reziumė)

Šiame darbe V. Zolotariovo ribinės teoremos dideliems atsilenkimams stabilių ribinių dės
nių atveju (žr. [1]) apibendrintos nepriklausomų nevienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dy
džių atvejui.

ÜBER DIE GRENZWERTSÄTZE FÜR GROSSE ABWEICHUNGEN

A. ALEŠKEVIČIENĖ

(Zusammenfassung)

In dieser Arbeit sind die Grenzsätze für grosse Abweichungen im Falle der stabilen 
Grenzgesetze (sieht [1]) von V. Zolotariow für den Fall unabhängiger unterschiedlich verteilter 
Zufallsgrössen verallgemeinert.




