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ЕВКЛИДОВОЙ СВЯЗНОСТИ

В. БЛИЗНИКАС

А. Эйнштейн, в связи с единой теорией поля, предложил обобщить ри
маново пространство, определяя метрику при помощи невырожденного 
дважды ковариантного несимметрического тензора [8]. Л. П. Эйзенхарт 
назвал этот класс пространств обобщенными римановыми пространствами [9]. 
Общая теория обобщенных римановых пространств тензорными методами 
построена в работах Л. П. Эйзенхарта [9] и В. Главатого [10], причем 
В. Главатый построил теорию обобщенных римановых пространств, аффинная 
связность в которых определяется из уравнений А. Эйнштейна:∣⅛-⅛ι⅞-Λ,,ib=o.
Решением этих уравнений занимались А. Стивенсон, Л. Сантало, П. Кил- 
мистер, Й. Виноргадский, Μ. Тоннла и др.*  Если аффинная связность без 
кручения, то уравнения А. Эйнштейна совпадают с уравнениями Г. Вейля. 
Для случая несимметрического метрического тензора и аффинной связности 
с кручением уравнения Г. Вейля, по-видимому, еще никем не решены. 
В монографии [10] указаны только необходимые условия совместности 
системы уравнений Г. Вейля.

* Подробная библиография, касающаяся этого вопроса, имеется в монографии 
В. Главатого [10].

Так как в широко распространенной терминологии Э. Картана риманово 
пространство рассматривается как частный случай точечного пространства 
евклидовой связности (риманово пространство с кручением, компоненты 
метрического тензора которого и коэффициенты аффинной связности связаны 
уравнениями Г. Вейля), то обобщенное риманово пространство с аффинной связ
ностью, относительно которой несимметрический метрический тензор ковариант- 
но постоянный, следовало бы называть точечным пространством обобщенной 
евклидовой связности. Это название более оправдано еще и тем, что локаль
ные пространства рассматриваемого многообразия - обобщенно евклидовые.

В настоящей статье строится общая теория точечных пространств обоб
щенной евклидовой связности, теория кривых и теория гиперповерхностей, 
оснащенных левой нормалью, нормалью и правой нормалью. Теория кривых
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и гиперповерхностей обобщенного евклидова пространства построена тензор
ным методом С. Μ. Бахрахом [1], [2]. Мишра рассматривал ти-мерную по
верхность, оснащенную нормалями, обобщенного риманова пространства 
с кристоффелевой связностью, т. е. со связностью следующего вида [11]:

д _ _1_ ( dh(Jk} ■ dliw> dhw ∖ 
iJk~ 2 ∖ ∂UJ' ψ ди' дик )>

где hij фундаментальный метрический тензор обобщенного риманова про
странства.

В работе основным аппаратом исследования является теоретико-групповой 
метод дифференциально-геометрического исследования погруженных много
образий, развитый Г. Ф. Лаптевым [4], [5] и А. Μ. Васильевым [3] (метод 
Г. Ф. Лаптева—А. Μ. Васильева). В последнее время этот метод приме
няется к решению разнообразных задач дифференциальной геометрии.

§ 1. Пространство обобщенной евклидовой связности

1. Рассмотрим и-мерное аналитическое многообразие 9‰, каждая точка А 
которого определяется п координатами и1, и2, ..., ип. В дальнейшем это 
многообразие Ш1Я будем называть базой. С текущей точкой А (и) базы 
свяжем и-мерное обобщенное евклидовое пространство*  Hn(A). Будем счи
тать, что в пространстве Hn(A) зафиксирована точка О, которая отож
дествлена с точкой А (и) базы 9‰ и что пространство Hn(A) отнесено к 
аффинному реперу {Л (и), e1(u), .... en(u)}, вершина которого совпадает 
с точкой А (и). Каждое такое пространство Нп называется локальным про
странством (слоем) точки А (и), а репер {А (и), e1(u), ...» еп (и) }- подвиж
ным аффинным репером.

* Обобщенным евклидовым пространством «-измерений Нп называется вещественное 
ориентированное «-мерное аффинное пространство, в котором определено скалярное произве
дение векторов при помощи не вырожденного дважды ковариантного несимметрического тен
зора, симметрическая часть которого определяет некоторую собственно евклидовую мет
рику [1].

Задачу введения фундаментально-групповой связности в многообразие 
локальных пространств {Яя(Л)}, связанных с базой 9‰ можно свести 
к установлению отображения соседнего локального пространства на исход
ное [4]. Пусть в многообразие локальных пространств {Яя(Л)} введена 
связность, определенная обобщенно евклидовым преобразованием точек 
исходного пространства в образы соответствующих им точек соседнего ло
кального пространства. Таким образом определенную связность будем назы
вать обобщенно евклидовой связностью (фундаментальная группа — группа 
обобщенных евклидовых движений, т. е. обратимых аффинных преобразова
ний, сохраняющих скалярное произведение любой пары векторов простран
ства Яя(Л)^, а многообразие 9‰ на котором определена обобщенно евкли

довая связность, — пространством обобщенной евклидовой связности §я.
2. Определяющее обобщенно евклидовую связность отображение сосед

него локального пространства Яя (А + dA) на исходное локальное пространство 
Hn(A) можно определить аффинным отображением начального локального 
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репера {A(μ + du), ei(u + du)} пространства Hn(A + dA), в некоторый репер 
{А (и, du), ei(u, du)} исходного пространства Нп(А):

А (и + du) → А (и, du) = ωi ei (и) + pε' ei (и),

ei (и + du) → ei (и, du) = ei (и) + ω* ek (и) + pε* ek (и), (1)
где

п
р=У ∣ω,'∣, limε'=0, limε* = 0

f=1 p→o p→o 1

(i, j, fc=l, 2, ..., «; α, β, γ = l, 2, n — 1),

сохраняющим несимметрическое скалярное произведение любой пары векто
ров пространства Hn(A). Пфаффовые формы ω* и ω∕ имеют следующую 
структуру [3}:

Pωf = [ω< ω*] + jR^[ωp, ω*],

2)ω'≈[ω*, ωit] + ¾β[ω', ω*]

(‰ = 0- ‰>=θ>- Р)

где R[fc- тензор кручения и Rjkl- тензор кривизны. Пусть x = xi (и) ei(u), 
у =yi(и) ei(и) — произвольные векторы пространства Hn(A). Скалярное произ
ведение этих векторов имеет следующий вид

(х, y) = hu(u)xi(u)y'(u), (3)
где

h∣j(u) = (e,(u), ej(u)^. (4)

Очевидно, что скалярное произведение в каждом Hn(u) определяется зада
нием тензорного поля hij(u) на Этот тензор мы будем называть фундамен
тальным билинейно-метрическим тензором пространства (предполагается, 
что dėt И Hij И ≠0).

Если вектор xi (и + du) ei {и + du) соседнего локального пространства при 
отображении (1) отображается в вектор xi(u)ei(u) исходного локального 
пространства, то имеет место соотношение:

xi (и, du) = xi (и) — ωlk xk (и). (5)

Потребуем, чтобы при определяющем связность отображении (1) скалярное 
произведение векторов сохранялось. Пользуясь уравнениями (1), (3) и (5), 
мы получим

(*. y)<u+M → (*. J,)ta.Λ) = (-t∙ y∖u∙> + ^hij(u)xl(u)y∣(u)+

•откуда и следует необходимое и достаточное условие локальной инвариант
ности скалярного произведения:

V¼∕≡ dhij- hik ωk - hkj ωk = 0. (6)

Дифференцируя внешним образом эту систему дифференциальных уравне- 
ный, мы получим

⅛-‰+'⅛2‰=0∙ (7) 

Очевидно, что
W√=0, v⅛∙=θ

2 Литовский математический сборник.



18 В. Близникас

и
dh — 2hω=0, dg-2gω = Q, da-2aω = 0, (8)

где
Stj=⅛jμ aij=hlijb Λ = det И Afγ∣∣, g = det || gij ∣∣, α = det || aij ||,ω = ω} + ωξ+ ∙ ∙ ∙ +ω".

Если АФО, gΦθ и αΦθ (αφθ только для пространств §л с четномерной 
базой 9‰), то из дифференциальных уравнений (8) следует, что

h:g:a = h0:g0:a0, (9)

где Λo, g0 и α0-некоторые константы. Эти условия являются необходимы
ми условиями совместности системы дифференциальных уравнений (6). Если 
п = 2, то условия (9) являются и достаточными. В этом случае фундамен
тальный билинейно-метрический тензор hij можно построить следующим 
образом:

II hn h12 H II g11, g12 + cg II
, , = , (10) II h21 h22 II И g21-cg, g22 II

где с — произвольная константа и g,у—метрический тензор двумерного рима- 
нова пространства. Если пространство §л является прямым произведением 
пространств $2, метрика которых имеет вид (10), то условия (9) являются 
необходимыми и достаточными условиями совместности системы (6). Этим 
примером доказано существование четномерных пространств §л. Аналогичным 
образом можно построить и пример нечетномерного пространства Напри
мер, таким пространством является прямое произведение (2и — 3) — мерного 
точечного пространства евклидовой связности и пространства §2.

К пространству обобщенной евклидовой связности §л естественным обра
зом присоединяется два' пространства — точечное пространство евклидовой 
связности с метрическим тензором gfy и симплектическое пространство 
с метрическим тензором aij∙. Если квадратичная форма присоединенного про
странства евклидовой связности является положительно определенной, та 
пространство §л будем называть пространством обобщенной собственна 
евклидовой связности.

§ 2. Теория кривых

Кривую пространства обобщенной собственно евклидовой связности ⅜n, 
можно определить уравнениями:

ω' = 7'√5, (11)

где ds — дифференциал дуги кривой. Продолжая эту систему дифференциаль
ных уравнений, получим ¾ + ⅞>ωi = ⅛+1)*- d2)
В локальном пространстве Hn(A) построим векторы

i,=⅞¾, (13>

инвариантно связанные с точкой А рассматриваемой кривой. Если предполо
жить, что векторы Li линейно независимые, то в каждом локальном про
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странстве Hn(A) можно построить левонор мированный, ортонормированием и 
правонормированный реперы. Единичные векторы этих реперов имеют вид:

1
]∕li∙-1li∙

1
vi~VNi-lNi

41 * ’ * 4, i-l

41 • • • 4 i-l Д×11 ∙ ∙ ∙ λit /_1 L1

\1 ' ' ' ∖ i-l ^i
41 • • • 4,

4-1, 1 ’ * * 4, i-l £i - ∙ Li
где

hj=hpq ltjjy ∖j~Spq 4jy 4 = det II 4ι ’ * , 4∣ ll>

M = det∣∣λ11 - - ∙ λj-f∣∣.

(14)

(15)

(16)

(17)

Реперы {A, ni}, {A, η∙} и {A, mi} будем называть соответственно ле
вым репером Френе, репером Френе и правым репером Френе кривой про
странства §л, ибо

(л” "К 0, i>j,

f 1, 1 = /,

(18)

{”i. vj} j 0> (19)

z I 1> i =J>
(mit mj) = ^ 0,

i<b
(20)

где скобки { } означают скалярное произведение векторов в смысле метри
ки, определенной тензором gij.

Так как рассматриваемое пространство §л со связностью, то сравнивая 
соответствующие реперы Френе, построенные в локальных пространствах 
Hn(s) и Hn(s + ds), мы получим

п п п
dπi=∑ <9∣jnj< dvι=,∑ ‰l,j> dmt = ∑ γjjmj. (21);=1 >=ι ;=1

Оказывается, что пфаффовые формы φ,7, Ψij и χ<7 связаны c∞τHomeH∏∏M∏r

(23)

(24)

у (?у + ⅜) + Σ f Ik tų + ∑ fjk n∣k = 0, (22)
% k<J k>i

‰+‰=0,

-į <Xij + Zy∕) + ∑ Z⅛ mkj + 2 Z>⅛ m,k=0,
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где
nij=^(nhnj), i<j, (25)

mij=-^ (ть mj)t i>j. (26)

Дифференцирование (13), (14) и (15), в силу (12), (13), (22), (23) и (24), 
дает

-⅛ = “ *∕-ι ni-ι + (⅞-ι, i ki-ι - nlt /+1 ki) ni + ki ni+1, (27)

⅛ = - X∣-ι F/-1 ÷ X, ”,+1, (28)

⅛ = - ⅛∙-ι mi-ι + (mit f∙~1 ki~1 - mi+lt i ki) mi + ki mi+1, (29)

где _______ ________V Li-1Li+1 ]/ Ni-1Nl+l
Li ' К-------- Ni------- ’ <3°)

причем
L0 = JV0=l, £л+1 = Мл+1 = 0.

Введем величины tij, определенные следующим образом:

tij=(vn vj), {≠Λ (31)

Дифференцируя (25), (26) и (31), в силу (27), (28) и (29), получаем

= ^∙-ι (- «/-i, j + «.-i, i "и) + ki (ni~lt j - nit ,-+1 nij) + kj-1 (- nit ,∙~1 + njt y.1 nij) +

+ kj(nitj+1-nj+itjnu), (32)
^- = ki-ι(- mi~lt j+mit ,∙+1 mij) + ki (mi+lt j - mi+lt i mij) + kj.1 (- mit y.1 +

+ mjt j~1 mij) + kj (mlt 7∙+1 - w7+lt j mu), (33)

= ~ Xi—ι 6-ι, j + Xi+ι 6+ι, j ~ X√-ι 6, j-1 + X;+i 6, j+i- (34)

Величины χα назовем кривизнами, a kα — левыми-правыми кривизнами 
рассматриваемой кривой пространства Как показывают формулы (17) и 
(30), кривизны χa и кл являются функциями компонент фундаментального 
дифференциально-геометрического объекта и-го порядка кривой простран
ства ⅛n. Системы величин nij, tij и mij назовем характеристиками соответ
ствующих реперов Френе, а векторы ∏a, va и та — левыми нормалями, 
нормалями и правыми нормалями соответственно.

Деривационные уравнения (27), (28) и (29) являются аналогами уравнений 
Френе. Если пространство §л является пространством евклидовой связности, 
то nu=mij=Q, Ll = Ni и уравнения (27), (28) и (29) совпадают. В этом слу
чае уравнения (28) являются формулами Френе кривой пространства евкли
довой связности. Для кривой риманова пространства эти формулы впервые 
получил. Бляшке тензорными методами [7]. Деривационные уравнения кривой 
обобщенного евклидова пространства, аналогичные уравнениям (27), (28) и 
(29), получены С. Μ. Бахрахом тоже тензорными методами [1].

Из деривационных уравнений (27) и (32) следует, что кривая с левым 
оснащением определяется левыми кривизнами и допустимыми характери
стиками левого репера Френе с точностью до констант. Аналогичные 
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утверждения имеют место и для кривых, оснащенных репером Френе и 
правым репером Френе.

Так как векторы левого репера Френе можно выразить через векторы 
репера Френе, то между кривизнами χα и левыми-правыми кривизнами кл 
кривой пространства существуют зависимости. Векторы левонормирован- 
ного репера пространства Hn(A)i построенного из векторов ортонормирован- 
ного репера Френе, имеют вид:

где
”1 vi

I А1 • • • А/
∆0 = ι, ∆i= ....................

I Ai • • • А

!1, если i = j, 

tij, еыш i⅛j.

(35)

(36)

и

Очевидно, что (35) можно переписать так

Л/= vΦ=⅛ v' + (* * p'^1+ ∙∙∙+(,∙∙) fi∙ 
V ∆,-1∆,

Дифференцируя эти соотношения и пользуясь уравнениями (27), (28), (35) 
и (36), мы получаем

к‘ V⅛- v'+>+ •••+(•• ’) v1 = χ, ]∕⅛- v'+1+ ∙∙∙+(∙∙ ∙)v>> 

откуда и следует, что
ь _ V ∆l--1 ∆j∙+1 _- —δJ—

§ 3. Теория гиперповерхностей

1. Пусть в задана гиперповерхность

ui=fi(υal

∣
∂f, II имеет

ранг n — 1. Если вершина репера { А, ei} лежит на гиперповерхности, то
ωz = AJt Θa, (37)

где пфаффовые формы Θa образуют произвольный базис картановского коль
ца дифференциальных форм, порожденного дифференциалами параметров υa. 
Так как параметры на гиперповерхности допускает произвольное регулярное 
аналитическое преобразование 

υ∙=g>(tΛ),
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то формы Θα можно считать инвариантными формами транзитивной псевдо
группы Ли-Картана (бесконечной аналитической группы), структурные урав
нения которой (уравнения Ли-Маурера-Картана) имеют вид:

PΘa = [Θβ, Θg], 

0Θ∙=[Θj, Θ^ + [Θjγ, ©П,

Z>Θ"γ = [Θ'γ, Θ°]-[Θ*γ, e∙]-[¾, Θ'] + ‰, ©'],

(38)

где пфаффовые формы Θgγ и Θ*γe симметричные по всем нижним индексам. 
Продолжение системы (37) приводит к следующим уравнениям:

^-Λ^Θj + Λ*ω'=Λ^ ©е,

JΛ-s- Λ⅛ (⅜-ΛIγ Θβ+ Λ*β ω' + Л; Θiβ= Λ⅛ ©*.

λUw = -¾λJλ5 ■
■ ‰1=-∙rUλ^j4- 

λU [γε] = '_ R,kpq *

(39)

(40)

Величины ΛIt, Λjtβ и Λjtβγ образуют фундаментальный дифференциально-гео
метрический объект третьего порядка гиперповерхности ξ)n-1.

Линейно независимые векторы
Λa = Λ'> (41)

определяют в каждой точке А гиперповерхности ⅞n.1 касательную гипер
плоскость Hπ-1 (А) (лежащую в локальном пространстве Hn (A) j. Система 

величин Λ'a образует смешанный тензор, который назовем неголономным 
связующим тензором гиперповерхности ξ)∏-ι∙

2. Левый сопровождающий репер гиперповерхности ξ)π-ι'∙ Прямую про
странства Hn(A), ортогональную к Hπ-1(A) в Hn(A) слева и проходящую 
через А, назовем левой нормалью гиперповерхности ξ)∏-ι∙ Координаты еди
ничного вектора п левой нормали гиперповерхности удовлетворяют
уравнениям:

¼yWΛ'=0,

gijnini=∖. . (42)

Если введем тензор hij, определенный соотношениями

^,¼p = ¾, hi<hpl = frp, 

то решение системы (42) можно записать в виде:

(43) ,

где
√Λ(^)ξpξ9 ’ (44)

⅛=<n<1...⅞,-1Λ1')
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И

если U 4 * ’ ∙ in∕Į-четная подстановка,

/1 2 . • • п >iесли
Vi √2 • ∙ ∙ i∏i( — нечетная подстановка,

если хотя бы два индекса равны.

Дифференциалы ые уравнения для координат единичного вектора левой нор
мали гиперповерхности ⅜n~1 имеют следующий вид:

dri + nk ωik = n∖t Θα, (45)
где fι,∙ λ°,γ1∣

β (*"t> ξyξt),'∙ ’ I А«< A" I ’ 

ξfa = ⅛ Λξa, Äk = (- l)t+e+1 Λk - 
dΛβ

Фундаментальный билинейно-метрический тензор гиперповерхности ⅜n-1 
имеет вид ‰=a⅛λ≡-λs (46)
и его компоненты удовлетворяют системе дифференциальных уравнений

dH^ - ΘI - ⅛ Ql = γ Θγ, (47)
где

-^aβ, γ = ¼√ Л« Aβγ + hįj Λaγ Λβ .

В каждой точке гиперповерхности y>π.1 имеем п линейно независимых век
торов Λa и п, которые будем называть левым сопровождающим репером 
гиперповерхности. Так как иа гиперповерхности индуцируется несим
метрическая метрика, определенная тензором ЯаР, то касательные гипер
плоскости Hπ-1 (А) являются обобщенно евклидовыми пространствами. В силу 
того, что гиперповерхность §я_х оснащена левой нормалью, то связность 
в многообразие пространств {Hn~1 (А)} можно установить при помощи 
проектирования вдоль левой нормали. Таким образом установленную связ
ность на гиперповерхности мы назовем левой индуцированной связ
ностью.

3. Левые деривационные формулы Гаусса-Вейнгартена. Для гиперповерх
ностей пространства §я можно составить уравнения, аналогичные дерива
ционным формулам Гаусса-Вейнгартена в случае поверхностей евклидова 
пространства. Векторы Λ'aβ ei и nia ei допускают представления в виде линей
ных комбинаций векторов репера {At Aa, л}:

Λ,ap ei = ⅛ Λγ + ∕aβ л, * (48)

⅛ez = 7aΛβ + Hfl^, (49)
где

⅛ = Hεγ¼fcΛiβΛt (50)

4s = hkl nk AU /2 = - . (51)

n,^aklnkn,', (52)
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причем
ττa-'f и 5fcα 17 γa 17 S>a
71 2¼(J = dβ> tl "βγ = dβ∙

Величины Za, определенные соотношениями

ζ-⅛ΛZ (53)

удовлетворяют системе дифференциальных уравнений:

⅛-∕β θS=(⅛0 Λie n>+hti л; w⅛) е*

и образуют тензор, который мы назовем, следуя С. Μ. Бахраху, основным 
левым ковектором гиперповерхности ξ)π~1. Оказывается, что величины па и 
la связаны соотношениями:

яа = у ЯтВ ∕γa ∕s. (54)

Уравнения (48) и (49) назовем левыми деривационными формулами
Гаусса-Вейнгартена гиперповерхности ⅛n.1. Дифференцируя уравнения (50) 
и (511), получаем

dL⅛-L⅛ Θl -Lle Θβ+L⅛ ΘI + Θ⅛ =L⅞, e Θe, (55)
¾-4β

где
Liß, e = H↑∖ e hik A^β Ag + Я8у hik Λiβe Λδ + ffδγ hik ∆Iβ Λδγ , 

Zaβ, е = hki Me Aiβ + hki nk. Aiße , 
τr≡β _ τ>otY ττλβ rr
77. . , е---------77 ∏ ∕7γλf e ,

(56)

(57)

т. е. структура дифференциальных уравнений (55) и (56) показывает, что 
Liß —объект аффинной связности, а Zaβ-тензор. Объект L⅛ будем называть 
объектом левой индуцированной связности гиперповерхности ⅛n~1, а тензор 
Zaβ — левым-правым асимптотическим тензором. Левая индуцированная связ
ность гиперповерхности ⅞n-1 определяется пфаффовыми формами

Θβ=Θa, Θβ=Θβ+LβγΘγ, (58)

имеющими следующую структуру:

Z>Θ∙ = [Θb, Θa + Λgγ[Θβ, Θv], I
Z>Θβ = [⅛ ⅛ + Λ^t[Θτ, Θ,], j 

где
Λβγ= -L(βγ],
Λβγe = - Lβ [γ, е) - Ls (Y L®ß I e].

Величины Aβγ образуют тензор, который мы будем называть тензором лево
го кручения гиперповерхности 5Л_Ь а тензор Aβγe — тензором левой кривизны 
или левым тензором Римана-Кристоффеля гиперповерхности ⅜n~1.

4. Левые обобщенные уравнения Риччи, Гаусса, Петерсона-Кодацци-Май
нарди. Хорошо известно, что между первым и вторым фундаментальными 
тензорами гиперповерхности риманова пространства существуют аналитиче
ские соотношения. Аналогичные соотношения имеют место между фунда
ментальными билинейно-метрическим и левым асимптотическим тензорами 
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в S,j. Альтернируя уравнения (48) по индексам α, β и сравнивая коэф
фициенты при линеййо независимых векторах ei, получим

A« AJ = Λ⅞ Λ,γ + Λp, п'Д?г Aį AĮį ni. (60)

Если пространство является римановым, то Rp<l = 0, Aip = Λpα и соот
ношения (60) выполняются тождественно. Этими соотношениями устанавли
вается связь между тензорами кручения ⅛ пространства и левым тен
зором кручения гиперповерхности ‰-1. Соотношения (60) мы назовем 
левыми обобщенными уравнениями Риччи гиперповерхности ξ)n-1.

Если 
первыми

J1 поле а.

dal ” 
»1 •

и об'ект

на многообразии 91я, локальные координаты которого являются 
интегралами системы θ' = 0, причем Dbi = [bk, М], задано тензорное 
∙∙∙⅞ .
... lp

'1!,-aht "¼'------------a'"'1? »I + ∙ ∙ ∙ +ah.'"'. tf'≈a',",' l θi
,p ∙fi-ip il 'ι∙∙∙, lp >ι...∣p j h..∙ip,i

аффинной связности, определяемый формами:

назовем неголономной ковариантной производной тензора, а процесс получе
ния таких производных - неголономным ковариантным дифференцированием.

Продолжая (48), в силу (40), (48), (55) и (56), мы получим

L ®
ti!pqr AJ Ар = (Λ°pγ — Zα [p Z °]) A'σ — (V[γ Z∣ a i pj — Λpγ Zaσ + Za [p wγ]) ri. (61)

Свертывание этих равенств c Al7Aį дает:

hij Ripv Λ'σ AJ Ag Arγ = (Aaτβγ - Za (p Zγτ1) tfτσ 
или

*Rkpqr Л£ Ag A? Aį = *Λapγσ + Za lβ Zγl σ, (62}
где

* P-kpqr = hsk Ppqrι *Λapγe = Hm Λpγe .

Если пространство ξ>n риманово и репер {Λ, ei} голономный, то соотноше
ния (62) являются уравнениями Гаусса для гиперповерхности. Уравнения 
(62) мы будем называть левыми обобщенными уравнениями Гаусса для ги
перповерхности Sn.1 в §я.

Свертывая равенства (61) с hijni, в силу (7), получаем

*Rkpqr A« пР Ар Λγ = Λpγ Z6tσ — ∖7[γ Z∣a∣ р] — Za[p Wγj. (63)

Эти соотношения мы будем называть левыми обобщенными уравнениями 
Петерсона-Кодацци-Майнарди. Уравнения (60), (62) и (63) устанавливают 
связь между тензором кручения-кривизны (⅛√ ∕⅛p) пространства и ле
вым тензором кручения-кривизны (Λgγ, Λpγe) гиперповерхности §я_х в 

Неголономная ковариантная производная тезора ЯаР имеет вид
L
Vγ ^βp = Za Zpγ , (64)
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(66)

(67)

(68)

(69)

а неголономная ковариантная производная левого ковектора гиперповерх
ности —

Vβ 4t = ^2 ∙^γe ^γβ 4 4 + 2 Нγe -∕∕[aγ] 4β∙ (65)

Можно показать, что условия совместности системы (49) не дают новых 
соотношений.

5. Сопровождающий репер гиперповерхности Координаты единич
ного вектора v нормали гиперповерхности S„_i, т. е. единичного направля
ющего вектора прямой пространства Hn(A), ортогональной к Hn.1(A) в 
Hn(A) (в смысле метрики, определенной тензором g1∙y∙) и проходящей через А, 
удовлетворяют уравнениям:

g√⅛ = 0, gijvi v>=l.

Если введем тензор gu, определенный следующим об{

g⅜=-⅛-l°g
r ∂g.i •

то решение системы (66) можно записать так:

Ww⅛⅛'

Величины v, являются ^решениями системы:

Jv, + v* coį = vjt Θa, 
где

vi=⅛⅛ √m,= Pm gp,
∙t ⅛>*¾ω,'∙ ’ I«* gri

В каждой точке гиперповерхности ⅛j.1 имеем репер, образованный из 
линейно независимых векторов Λa и у, который будем называть сопровож
дающим репером гиперповерхности. Связность, установленную в много
образии пространств { Hn~1 (А) } при помощи проектирования вдоль нормали, 
назовем индуцированной связностью гиперповерхности ⅜n-1.

6. Деривационные формулы Гаусса-Вейнгартена. Векторы Λ,aβ ei и √ ei 
можно выразить через векторы сопровождающего репера следующим
образом:

Λ⅛ ei = Г«р Λγ + Z>aβ v, (70)

Va ei = Z>a Λβ , (71)
где

Γiβ = Gγ⅛Λaβ At (72)

b^=gkpn*⅛h ⅛=-Gβe∕>ea, (73)
причем

raß_ ∂lndet∣∣ Gγc∣∣ g _ n κι λj 
G ~ ∂Gafi ’ 8ijΛ*Λfi-

Тензор Gaβ называется метрическим тензором гиперповерхности ⅞)n-1. Вели-
чины.

λa = au Aį √ (74)
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образуют тензор, который назовем основным ковектором гиперповерхности 
3)n-ι, a уравнения (70) и (71) - деривационными формулами Гаусса-Вейн- 
гартена. Дифференцирование уравнений (72) и (731) дает:

rfΓαγβ - Γ⅛ ©: - Γje Θ∣ + Γ⅛ ΘI + Θjβ = Γjβ, e Θe, (75)

⅛β - Z>eβ ©: - bae Θeβ = *aβ, e Θ6, (76)
где

Γaβ, ε = Gσγι e glj Λ^β Λq + Gaγ gik Aäße Л* + Gσγ gik A«ß Λ□γ,

¼tβ, γ = Skp А Λ⅞ + gkp vk A‰γ ,

Gaβ raσ r,βτ lτ..,Y=-O G ∕7(στ)ιγ.

Следовательно, величины Γ⅛ образуют объект аффинной связности, а Ьа&- 
тензор. Объект Γ⅛ назовем объектом индуцированной связности гиперпо
верхности а тензор Ьа& — асимптотическим тензором. Пфаффовые фор
мы индуцированной связности гиперповерхности т. е. формы

Ωa = Θa, Ωβ=Θβ+ΓβγΘγ

имеют следующую структуру:

Z>Ω∙ = [Ωb, Ωp] + Λjγ [Ωe, Ωy], Į
Z>Ωe = [ΩJ, Ωγ] + ‰ [Ωγ, Ωe], Į (7?^

где
∕‰=-‰
D® __ p® p«- p®∕<βγε- “I β[γ,ε]- 1 σ[γ 1 ∣β∣ε]∙

Тензор ÄßY назовем тензором кручения гиперповерхности ⅛,.1, а Aβγe- 
тензором кривизны гиперповерхности (тензором Римана-Кристоффеля).

7. Обобщенные уравнения Риччи, Гаусса, Петерсона-Кодацци-Майнарди. 
Альтернация соотношений (70) по a и β, в силу (40), дает

⅛ Л£ Λg = ¾ Λ!r + gpq R,s л; Λsβ √. (78)

Эти уравнения назовем обобщенными уравнениями Риччи гиперповерхно
сти ξ)n-1.

Продолжение уравнений (70) дает:

Rlpqr Λζ Λβ A[ = (-Raβγ — Ьа [β (⅛ Λζ — (V(γ Ь\a ι β] — -Rβγ Z>aσ) v,. (79)

Из этих соотношений получаются обобщенные уравнения Гаусса:

R∙kpqr Л£ Λj Λg Λζ∙ = jRσaβγ + ba [ß ЬГ] о (80)

и обобщенные уравнения Петерсона-Кодацци-Майнарди:

Rkpqr Vk Λj Λβ Λ^ = Λβγ Ьаа — V[γ Ь\а I β] , (81)

где
R-ikpq = Sis Rkpq, Λaβγε = Gaa Λβγe .
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Неголономная ковариантная производная метрического тензора, относи
тельно связности Γ⅛, имеет вид

Vγ -¾ = λα ⅞γ ~ ⅞ ⅛tγ > (32)
основного ковектора λa-

г
Vβ λa = Λβ H[aσj. (83)

8. Правый сопровождающийся репер гиперповерхности ⅛,.1, Вектором 
правой нормали гиперповерхности ^.1-ι в точке А назовем вектор т про
странства Hn~1(A)t координаты которого удовлетворяют уравнениям:

т. е. имеют вид

Дифференцирование этих соотношений дает:

dmi +mk ωik = ni* Θa,

(84)

(85)
где . m⅞⅝4j,ξ,ξrg ’ (A<M>ξp⅛),'1 ’ п№г =

hir 
№

h‘p I∕2fap) I
Репер {At Λa, ∕π} пространства Hrn~1(A) будем называть правым сопро
вождающим репером гиперповерхности.

Связность на гиперповерхности, установленную проектированием вдоль 
правой нормали, назовем правой индуцированной связностью.

9. Правые деривационные формулы Гаусса-Вейнгартена. Эти формулы мы 
получим разлагая векторы ei и mia, ei по векторам репера {A, Λa, т}: 

где

Величины

Λi0 ej= ∏J0 Λτ+∕a0 m, (86)
4*∕~⅛λs+m*m∙ (87)

∏⅛ = tfγ° hil Λi Λja0, (88)

⅛=-ffeγ∕γa, (89)
т„ - alt ml. m,. (90)

p,=hljml А!,, (91)

которые с тл связаны соотношениями

т. =y ffβγAraP0.

назовем основным правым ковектором гиперповерхности ξ>n-1. Эти величины 
являются решениями следующей системы:

Ф« ~Р» ®S = (Ay 4 Ai + hu m' Ain) Θβ. (92)

Величины ΠJb, удовлетворяющие уравнениям:

</П 1в - ¾ Θ≡ - ∏∞ ®в + ∏⅛ ® J + ®Ь = ¾. о ®°. (93)
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где
∏ I9, о = Hn. a hlj Λ'p л4р + Яте h,j Aį. Λ⅛ + Яhit Aį Λyαβζ,,

образуют объект аффинной связности, который назовем объектом правой 
индуцированной связности. Правая индуцированная связность определяется 
формами

Θα = Θα, Θ3=Θβ + Π3γΘγ, (94)

структурные уравнения которых имеют вид:

-DΘ∙ = [Θ0, Θβ]+Pβγ[Θ9, Θγ], I
DΘp = [¾ Θ*] + Ppγe[Θγ, Θt], ) (95)

где
Pβγ= -∏[tβγ],

Pβγ6= -∏β[γ,ε]-∏S[γ ∏°β∣ε]∙

Тензор Pβγ назовем тензором правого кручения гиперповерхности ⅞π-1, 
а Pβγe- тензором правой кривизны (правым тензором Римана-Кристоффеля)
гиперповерхности Очевидно, что

hijnimi=∖. (96)

10. Правые обобщенные уравнения Риччи, Гаусса, Петерсона-Кодацци- 
Майнарди. Альтернация уравнения (86) и сравнивая коэффициенты при et, 
мы получим правые обобщенные уравнения Риччи'.

7⅛, Лр =P⅛ Λζ + hlj ⅛l, Л> AJ т>. (97)

Продолжая уравнения (86) и альтернируя, мы получим:

Rtpqr Л£ Λβ -= (Paβγ — Za 1β Z°]) Aį - V(γ Z∣ a Į β1 — Pβγ Zaσ + Zβ [ß zHγl) mi. (98) 

Из этих равенств получаются правые обобщенные уравнения Гаусса:

-‰,Λ'Λ'ΛjΛ!I=tfστ∕‰+7ββ>Z∣o∣τl (99)

и правые обобщенные уравнения Петерсона-Кодацци-Майнарди:

* Rjpqr tn^ Λ<χ Λβ Λγ = ∖7[γ Zl a I β) — Pβγ Zaσ + Za [β Wγ]. (100)

Неголономная ковариантная производная тензора H0tβ относительно пра
вой индуцированной связности имеет вид:

п
Vτ ‰=p.p6γ. (101)

а правого ковектора ра —

VfiPa=⅛ H"pτ,pap6 + 2Hι^H^p^. (102)

Если пространство является обобщенно евклидовым Н„ и репер 
{At ei} голономный, то результаты этого параграфа совпадают с резуль
татами С. Μ. Бахраха [2].
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§ 4. О сопряженных связностях на гиперповерхности ξ)n~1

Теория пар аффинных связностей, сопряженных относительно симметри
ческого тензора, разработана А. П. Норденом [6]« 1950 г. Мы рассмотрим 
пары аффинных связностей, сопряженных относительно метрического тензо
ра гиперповерхности gn.1.

1. Параллельное перенесение векторов на гиперповерхности. Будем- гово
рить, что вектор y = vαΛα переносится параллельно на гиперповерхности 
§л_г относительно связности, определенной формами

θ≡ = Θa, θβ = Θp+GβγΘ∖ 
если

<∕va + θρ vp = Θva,

где © — некоторая пфаффовая форма.
Две аффинные связности G и G на гиперповерхности §л_15 определен-

1 2
ные об'ектами Gβγ и Gβτ, будем называть принадлежащим к одному классу 

1 2
псевдосвязностей этой гиперповерхности, если векторы, которые переносятся 
параллельно относительно связности G, переносятся параллельно и относи- 

1
тельно связности G. Таким образом, мы имеем

2
<Zva + θβ vβ = Θva, Jva + θβ v0 = Θva.

11 2 2

Отсюда следует, что тензор аффинной деформации Tfγ связностей G и G>.
1 2 

т. е. тензор
ΓΛ ∕~rfl ∕~*OLβγ = Gβγ - <Jβγ

1 2
имеет следующую структру:

T⅛ = q^ (103)
где

9≈=τ÷τ ⅛∙

Такие линии на гиперповерхности, развертки которых относительно 
связности G являются прямыми, назовем геодезическими линиями связно
сти G. Дифференциальные уравнения таких линий имеет вид:

JΘa + θρΘP = ΘΘa.

Если две связности G и G на гиперповерхности 5n~1 имеют* общие геоде- 
1 2

зические линии, то
(θβ-θβ) ΘP = (Θ-Θ) Θa.
12 12

Отсюда следует, что тензор аффинной деформации этих связностей имеет 
вид:

¾ = δj f0 + δβ fa + G(raβj — G1[aβ], (104У
1 2

где
'a =⅛ ∏ββ).
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2. Сопряженные связности. Упорядоченную пару связностей G и G на 

гиперповерхности ξ>n-1 назовем слабо сопряженными относительно тензора 
Яа0, если

7⅛ γ - ЯоР - Яао Gjγ = 2sγ ЯаЭ . (105)

где jγ _ произвольный ковектор (дополнительный вектор в смысле А. П. Нор- 
дена). Отсюда следует, что

G

Hao Tlt = vγ ЯаР - 2sγ Яа3. (106)

Если Tασ=7,oα и имеет место (105), то связности G и G называются со-
1 2 

пряженными относительно тензора ЯаР в смысле А. П. Нордена. В этом 
случае sa имеет вид:

G
jo = τ⅛ ^°τVta^lτ∣1,l. (107>

Из (106) и (107) находим, что
G G

t^=ħ^ (δj vt Я,е—⅛∙' VtτΛrlτ∣ol 8?). (108)

Если ЯаР = Я0а, то эта формула совпадает с формулой А. П. Нордена [6]. 
Отсюда мы получаем, что сопряженные связности на гиперповерхности §л_г 
относительно тензора На& принадлежат к одному классу псевдосвязностей 
этой гиперповерхности. Кроме того, формула (108) показывает, что к любой 
связности на .гиперповерхности §л_г однозначно присоединяется такая но
вая связность, чтобы полученная пара была сопряженной.

Оказывается, что связности L⅛γ и ∏βγ, определенные формулами (50) и 
(88), являются слабо сопряженными, причем sa = 0. Следует заметить, что 
эти связности не на всякой гиперповерхности Jrjn-1 являются сопряженны
ми в смысле Ä. П. Нордена. Связности ⅛ и ∏βγ являются сопряжен
ными в смысле А. П. Нордена только на специальных гиперповерхностях 
пространства §л.

Вильнюсский государственный Поступила в редакцию
педагогический институт 5.IV.1962
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KAI KURIE APIBENDRINTO EUKLIDINIO SĄRYŠIO ERDVIŲ 
GEOMETRIJOS KLAUSIMAI

V. BLIZNIKAS

(Reziumė)

Albertas Einšteinas yra apibendrinęs Rymano erdvės sąvoką, apibrėždamas erdvės metri
nę struktūrą nesimetrinio tenzoriaus pagalba Г8]. L. Eizenharto pasiūlymu ši nauja erdvių 
klasė yra pavadinta apibendrintomis Rymano erdvėmis [9]. Apibendrintos Rymano erdvės, 
kurios afininio sąryšio koeficientai sutampa su Christofelio simboliais, atitinkančiais erdvės 
metrinio tenzoriaus simetrinę dalį, hipe∏>avirSiu teorija yra sudaryta R. Mišros [10].

Darbe yra nagrinėjamos apibendrintos Rymano erdvės su specialiu afininiu sąryšiu, t. y. 
afininiu sąryšiu, kurio atžvilgiu erdvės .metrinis tenzorius yra kovariantiškai pastovus. Ši spe
ciali apibendrintų Rymano erdvių klasė yra pavadinta apibendrinto euklidinio sąryšio erdvė
mis ξ)n. Erdvių ξ)π egzistencija yra įrodyta specialiais pavyzdžiais. Surastos erdvės kreivių 
teorijos pagrindinės formulės - kairinės Frenė lygtys, Frenė lygtys ir dešininės Frenė lygtys. 
Kadangi erdvės hiperpaviršių ξ)n-ι galima normalizuoti trejopu būdu, tai yra galimos 
trys skirtingos hiperpaviršių teorijos. Kiekvienos tokios hiperpaviršių teorijos atveju yra surastos 
lygtys; analogiškos euklidinės erdvės paviršių teorijos Gauso-Veingarteno bei Petersono-Mai- 
nardi-Kodaci lygtims.

EINIGE FRAGEN DER GEOMETRIE DER RÄUME
MIT DEM VERALLGEMEINERTEN EUKLIDISCHEN ZUSAMMENHÄNGE

V. BLIZNIKAS

(Zusammenfassung)

In vorliegendem Artikel wird der Begriff des Raumes ξ)n mit dem verallgemeinerten 
Euklidischen Zusammenhang analysiert.

Dementsprechend zerfällt unsere Arbeit in drei Hauptteile. Der erste enthalt die Ent
wicklung der Strukturgleichungen des Raumes £)n. In dem zweiten Teil wird die Theorie der 
Kurven betrachtet, die als natürliche Analoga der Kurven der homogenen verallgemeinerten 
Euklidischen Räume hervorgehoben werden können. Im dritten Teil wird die Theorie der 
Hyperflächen gegründet.


