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Z-ФУНКЦИЙ ГЕККЕ МНИМОГО КВАДРАТИЧНОГО ПОЛЯк. БУЛОТА

§ 1. Введение

В теории, чисел для ряда приложений приходится иметь дело с функ
циональными уравнениями ряда функций. Наиболее известный пример пред
ставляет собой дзета-функция Римана, которая для комплексного пере
менного s=σ+it определяется рядом Дирихле

∞
ζ(*)-∑⅛. (1∙1)

л=1

сходящимся в правой полуплоскости Rej = σ> 1. Посредством функциональ
ного уравнения

ζM = χWζ(l→), (1.2)
где

χ(j) = 2(2π),~1sm-ψ-Γ(l — $), (1.3)

дзета-функция Римана аналитически продолжается на полуплоскость 
Re1y=σ<0. Остается полоса, так называемая „критическая“ полоса 

0≤σ≤l, (1.4)
в которой оба уравнения (1.1) и (1.2) неприменимы. Это тем более важно, 
так как полоса (1.4) как раз является объектом наибольшего внимания — 
она связана с известной гипотезой Римана о пребывании всех нулей функ
ции (1.1) на прямой σ = 4^∙ c вопросами распределения простых чисел и с 

другими проблемами теории чисел. Не претендуя на исчерпывающее изло
жение, вкратце коснемся некоторых исторических моментов.

В 1921 году Харди и Литльвуд [21], исследуя вышеупомянутые нули 
ζ(1y) на прямой σ = -i-, получили для ζ(s) приближенное функциональное- 

уравнение. Годом позже они, применив новый метод доказательства, полу
чили в [22] то же уравнение с лучшим остаточным членом.

Приближенное функциональное уравнение представляет ζ(s) в полосе 
(1.4) частными суммами типа (1.1) и (1.2) и, таким образом, является неко
торым „компромиссом“ между функцией ζ(j), определяемой уравнением 
(1.1), и ее аналитическим продолжением (1.2). Оно определяется следующим 
уравнением.
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Пусть
s≈σ+it, μ∣ = 2π]∕yr, -H<<s<H,

X>K>0, Y>K>0,

где К, Я—постоянные числа. Тогда, равномерно по Z и У, имеет место

W = ∑⅛- + l W ∑ ⅛+ О { χ-°+Xτ^° Y~ [. (1.5)

n≤Λr n≤r 1 *

где χ(1y) определено в (1.3). (См., например, Титчмарш [9].)

В частном случае, при σ = -i- и χ=y=^∕-^-, уравнение (1.5) име

ется у самого Римана и в 1931 году опубликовано Зигелем [32] при из
дании некоторых работ Римана. Между прочим, у Римана было не только 
остаточный член в приближенном уравнении, но даже весь асимптотичес
кий ряд, первый член которого совпадает с главным членом в (1.5) для 
указанного частного случая.

Замечательное уравнение (1.5) Харди и Литльвуда дало толчок к ра
ботам такого типа. Аналогичные функциональные и приближенные функ
циональные уравнения для других функций, связанных с разными вопро
сами теории чисел, были получены рядом других авторов.

В 1929 году Харди и Литльвуд [23] получили подобное функциональ
ное уравнение для ζ2(s), Суетуна ([33] —[34]) для L-рядов Дирихле. 
Вильтон [41] в 1930 г. вывел приближенное функциональное уравнение 
для произведения двух дзета-функций, Титчмарш в 1938 г. [39] для ζ2(s).

В 1946 г. Линник [8], используя методы работы Суетуны [34], полу
чил приближенное функциональное уравнение для L-рядов Дирихле с 
переменным основным модулем q характера χ (у Суетуны q был фикси
рованным), с последующим применением для теорем, определяющих гус
тоту нулей L-рядов Дирихле. Все это послужило новому выводу теоремы 
Виноградова—Гольдбаха.

К тем же вопросам было применено приближенное функциональное 
уравнение L-рядов Дирихле, в несколько другой форме полученное в том 
же году Чудаковым [19]. Оно позволило дать новое доказательство тео
ремы Виноградова—Гольдбаха.

В последних годах — в 1952 — Вибелитц получил приближенное функ
циональное уравнение для степеней дзета—функции Римана [40] и Та- 
тудзава [35] — тоже для L-рядов Дирихле.

Недавно (1960) появилась работа А. О. Гельфонда [2], довольно обще
го характера, где рассматривается произведение конечного числа L-рядов 
Дирихле и некоторой степени ζ(s) и выводится приближенное функцио
нальное уравнение для этого произведения.

Наряду с обобщениями уравнения (1.5), не выходящими за пределами 
натуральных чисел, как области определения соответствующей функции, 
исследовались различные функциональные уравнения в алгебраических по
лях и над формами. Так Мор дель [27] в 1930 г. дал функциональное уравне
ние для дзета-функции квадратичных форм, Зигель [31] для дзета-функции 
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Дедекинда. В 1934 г. Поттер [29] получил приближенное функциональное 
уравнение для дзета-функции Эпштейна, определяемой рядом

со со

2 2 Φ(m, л)-,
т=— со л= — ®

где Φ(x, y)=ax2+bxy + cy2, а, Ь, с — вещественны, 4αc- b2>Q.
В 1957 г. Апостол и Склар [12] получили приближенное функциональ

ное уравнение для сигнатурных рядов Гекке, определяемых следующим 
образом:

Существуют такие числа λ>0, k>Q, γ=±l, что функция Φ(s), для 
σ>σ0 определена рядом 1

со

Φ(s) = ∑a(n)n-',
п=1

аналитически продолжается, как мероморфная функция, на всю s -плос
кость уравнением

(А у г W Ф ω-γ(⅛)*^' Г (k-s) Ф (k-s).

В последнее время появилось несколько работ Чандрасекхарана и На- 
расимана [13] —[15], в которых иследуются приближенные функциональные 
уравнения функций.

ΦW=∑β(")V>

удовлетворяющих уравнению
(2π)-s Г (s) Ф (5) = (2π)*-δ Г (8—s) Ψ (8 -s), 8 > 0.

где {λn}, {μn}- две монотонные возрастающие последовательности положи
тельных чисел, { а (n)}, {b (л)} - две последовательности комплексных 
чисел.

В 1952 г. В. Фишер [20] получил приближенное функциональное урав
нение для дзета-функции Дедекинда Z (s) в случае вещественного квадра
тичного поля. Его результаты следующие.

Пусть ¾-класс идеалов поля, </—дискриминант поля, У, У-достаточ
но большие числа, такие, что

C1<-y<C2.
Тогда в области

-M<σ<M, M>Q

имеет место приближенное функциональное уравнение 
j_

Z(s)= 2 M>-,+ Ψ(j) 2 Λrbj-, + O(X2 α∈¾ be9t~1
Na<X Nb<Y

где
ψ (s) = 4rf 2 ’ (2π)*-l sin2 -у Γ2 (1 -s).
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Дзета-функции квадратичных форм над алгебраическими полями 
исследует Раманатан [30]. Имеется ряд работ и других авторов.

Интересной областью в алгебраической теории чисел являются 
Z-функции Гекке, определяемые как рядыV Ξ(α) 

No? ’ аеИ
где Ξ(a) — характер Гекке второго рода; сумма берётся по всем идеалам, 
принадлежащим классу ¾. Гекке в своей работе [24] установил продол
жимость Z-функций на всю s-плоскость и вывел для них функциональное 
уравнение. О возможности использования этих функций для некоторых 
вопросов теории чисел, указывал еще Минковский [26]. Кубилюс в ряде 
своих работ по геометрии простых чисел ([4] — [7]) использовал Z-функ
ции Гекке для изучения разных вопросов распределения простых чисел 
алгебраических полей.

Для ряда вопросов геометрии простых чисел, как, например, для 
уточнения теорем о густоте нулей Z-функций Гекке в критической полосе 
и других, желательно иметь приближенное функциональное уравнение 
для Z-функций Гекке.

В настоящей работе дано такое приближенное функциональное урав
нение для случая мнимого квадратичного поля.

Доказательство в сущности опирается на идеи работы [22] Харди и 
Литльвуда. Перенос соответствующих идей на алгебраическое поле вы
зывает некоторые трудности. Следуя Фишеру [20], сначала доказыва
ется приближенное функциональное уравнение для комбинации двух 
Z-функций нужное уравнение затем следует сравнительно просто.

План работы следующий. В § 2 даны определения и некоторые сведе
ния по теории Z-функций Гекке. § 3 содержит вспомогательные леммы, 
часть которых (леммы 6—10) являются хорошо известными леммами 
ряда авторов, на которые в ходе работы приходится часто ссылаться. 
В § 4 дано ряд лемм, касающихся применения метода ван дер Корпута 
для оценки сумм, содержащих характеры Гекке. Следует отметить, что 
метод ван дер Корпута значительного эффекта не даёт и только при X 
больших по сравнению с У, несколько улучшает остаточный член, глав
ным образом для неглавных характеров. Метод тригонометрических сумм 
Виноградова дал бы несколько лучшую оценку, чем метод ван дер Кор
пута, однако тоже недостаточную, чтобы улучшить остаточный член на 
всем диапазоне соотношения X и Y.

Остаточный член вычислен элементарно и только для случая m ∣f∣ 
(пг — показатель характера Гекке). Аналитические методы даёт возмож
ность получить и общий случай, который будет опубликован позднее.

Приближенное функциональное уравнение для Z-функций Гекке над 
алгебраическим мнимым квадратичным полем в случае асимптотически 
равных X и Y имеет следующую форму:
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В области
-H<Rεs<H,∣π°*∣=2πlΛlr∙

где H>Q, X>c1 и Y > c2 — достаточно большие числа, d — дискриминант 
поля, m — образующий идеал характера Ξ, равномерно по X, Y, s 

∏(*Λ)= ∑ -¾g→ψω ∑ ⅛r+o(ΛσιΛ), 

αe9l ЬеЭ?*
Na<X tfb≤r

для любого класса идеалов. Функция ψ(j) и класс идеалов Я* те же са
мые, что и в полном функциональном уравнении Z-функций Гекке для 
того же поля.

Остаточный член приближенного функционального уравнения в теореме 2 
дан в нескольких формах, соответствующих разным соотношениям X и Y.

Так, например, при X=Y остаточный член RĄX2 In2 X, при Ar=y2,
з
^8~σ<ζX In У и т. д. Кроме того, в теореме 3 остаточный член получен для 

достаточно большого, но фиксированного Y. В этом случае, при X=Y, 
1 1 1 .-τ+ε-σ — —+ε-σ

R=BX ε>0, при X=Y , R=BX и т. д. В — величина, оценива
емая константой, зависящей только от поля К, идеала тп и ширины по
лосы, в которой имеет место приближенное функциональное уравнение.

§2. Определения

В данной работе рассматривается фиксированное мнимое квадратичное 
поле К с дискриминантом -d<Q. Как известно (Хассе [10], 309 стр.), за 
целочисленный базис такого поля можно принять числа 1, ω, где

ω = 1+2^ d' ’ для d= 1 (m°d 4),

ω = γ]∕ d, для d≡2, 3(mod4),
(2.1)

Все целые идеалы поля К распределяются на конечное число h классов 
идеалов (Гекке [3], теорема 96). Каждый целый идеал a поля представля
ется посредством базиса в следующем виде

a = a(a1, a2 + ω), (2.2)
где ω - в (2.1) определенное базисное число поля К, а, a1, а2 - целые ра
циональные числа. Если наибольший общий целый рациональный делитель 
всех чисел идеала а=1, идеал называется первообразным.

Пусть m≠0 - целый фиксированный идеал поля К. Обозначим через g 
число единиц η поля, удовлетворяющих сравнению

η ≡ 1 (mod m), (2.3)
то есть, таких, что разность η — 1 принадлежит идеалу тп. Расширим, сле
дуя Дедекиндом-Гекке (Гекке [3], [24]), поле К присоединением идеаль
ных чисел, которые составляют h неподобных сеток. Таким образом, 
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каждому идеалу а соответствует в точности одна система ассоциированных 
идеальных чисел.

Пусть χ (а) — абелевый групповой характер по mod m, где а — любое 
идеальное число поля. Через χ0(α) обозначим главный групповой характер, 
такой, что »

f 0, (a, тп) > 1,
χ∙<aH 1, («, tn)=l.

Выделим из каждого смежного класса группы единиц поля К по подгруппе 
единиц, сравнимых с 1 по mod тп, по одному представителю ε1, ε2 ..., 
εβ(m). где e(πt) - индекс этой подгруппы.

Характер Гекке первого рода определяется следующим образом:

Ξ1(a) = ≡1(a, тп, m0) = (-f5r)"w=e'^^≈ (2.4)

для любого a≠0, m0 - целое рациональное число. Образуем произведение 
χ (a) Ξ1 (а). Если среди выбранных единиц ε1, ε2, ..., εe найдется хоть 
одна единица ε, для которой χ(ε)Ξ1(ε)≠l, то

e (m)
∑ χ(ε,)≡1(ε,) = 0.

у=1
Это следует из мультипликативности характеров (Сравни, напр., Чудаков 
[11], стр. 39). Если же χ(εy)Ξ1 (ε,∙) = 1 для всех εz(√=l, 2, ..., e(τπ)j, то 

в таком случае χ (ε) Ξ1 (ε) = 1 и для всех других единиц поля К. Назовем 
в этом случае это произведение характером Гекке второго рода и обозна
чим его через

Ξ(a) = Ξ(a, пг, m0, χ) = χ(a)Ξ1(a, пт, w0)∙ (2∙5)
Идеал m будем называть образующим идеалом, число m0g — показателем 
характера. Непосредственно ясно, что когда mo = O, характер Гекке второго 
рода Ξ(a) совпадает с групповым характером χ(a).

Главным характером Гекке назовём характер
Ξ0(a) = Ξ(a, тп, 0, χ0) = χ0∙ (2.6)

Поскольку характер Гекке второго рода Ξ(a) имеет одинаковое значение 
для всей системы ассоциированных идеальных чисел, то он полностью опре
деляется заданием идеала а, которому однозначно соответствует опреде
лённая система ассоциированных идеальных чисел. Поэтому мы будем упо
треблять обозначение Ξ(a), где характер, как функция от идеала, понима
ется вышеуказанным образом. Обозначения χ(a) и Ξ1(a) будут означать, 
что из каждой системы идеальных ассоциированных чисел берётся по од
ному представителю.

Пусть, далее, Na обозначает, как обычно, норму идеала a, s = σ+it- 
комплексное переменное, σ и t всегда вещественные числа. Определим при 
помощи характеров Ξ(a) ряды Дирихле в области их сходимости следую
щим образом.

Z(s)=Z(s, 3, 91) = 2 ≡(a)Λ0"*.
ae9t

(2-7)
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Сумма в (2.7) берётся по всем идеалам, принадлежащим фиксированному 
классу идеалов ¾ поля К.

Z—функции Гекке, определенные в (2.7), сходятся в полуплоскости 
σ>l. В работе [24] Гекке установил для функций типа (2.7) продолжи
мость на всю s — плоскость и вывел их функциональное уравнение. Z— 
функция Гекке является целой для всякого не главного характера ≡(α). 
В случае, когда Ξ = Ξ0- главный характер, Z (s, Ξ) является всюду регу
лярной, кроме точки j=l, где она имеет простой полюс.

В общем случае, когда поле К является алгебраическим полем и-той 
степени, определение характеров Гекке несколько более сложно, они зави
сят от системы основных единиц поля (Гекке [24], Кубилюс [6]). Посколь
ку мы здесь не касаемся полей более высокой степени, характеры Гекке 
определены для частного случая квадратичного мнимого поля.

Будем рассматривать лишь случай, когда характер Ξ(a) является перво
образным. Случай, когда характер Ξ (а) - производный, легко сводится к 
первому случаю, так как обозначая через Ξ'(а) — характер, производящий 
Ξ(a), имеем

Z (5, ≡) = φ(5, ≡')Z(j, Ξ'), (2.8)
где

≡')=∏(l-⅛)∙ (2-9)

g∕m
В случае первообразного характера Ξ(a), Z-функции Гекке удовле

творяют функциональному уравнению
Z(5, Ξ, tf) = ψ(-y, Ξ)Z(l-5, Ξ, Я*). (2.10)

В (2.10) ≡(a), как и в дальнейшем, означает сопряжённое значение харак
тера. Класс Я* определяется следующим образом.

Пусть Я-1 —класс идеалов, обратный к Я, то есть, такой класс, что 
для любого идеала a из Я, и для любого с из Я“1, имеем ac = (λ), где 
λ-число поля К, (λ) означает главный идеал, порождённый числом λ. 
Тогда, если Ь—дифферента поля, то идеалы b класса Я* удовлетворяют 

•соотношению
b∙-i⅛→)∙ (2∙H)

для любого идеала сеЯ-1, μ-He обязательно целое число, но принадле
жащее полю К. Кроме того (b, πt) = l.

Функция ψ(1y, Ξ), входящая в функциональное уравнение (2.10), имеет 
следующий вид

ψ(j, Ξ)=κ(Ξ)ψ1(1y, Ξ). (2.12)
Множитель κ(Ξ) зависит только от характера S(a):__ 1_

κ(Ξ) = ι'"∙*M∏ 2 χ(-l)≡ι(mb)G(l, χ). (2.13)
modτπ 2πis(-

g(1> χ)= 2 z(τ)e m • (2.14)
τ

τ в (2.14) пробегает какую-нибудь полную систему вычетов по modm, и, 
кроме того, такую, что -Jį- является главным идеалом.
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Функция ψ1(,y, ≡) в (2.12) зависит от отношения гамма—функций
r(-l7l +1 ;

ψ1(s, Ξ) = Λ1 -25
г(—Γ1+*)

где
А = 1 

2π - ]∕ dNm.

Для упрощения записей, обозначим
т =^m0g.

Также введём символы
*(x)={ 1, если χ = χ0,

0, Z≠Zo∙
( 1, если т = 0,£(»,)={

0, ,, w≠0.
2Γ(≡) = {. 1, если Ξ = Ξ0,

0, >» ∣≡<≠∣∏0.

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

φ(m), как обычно, означает функцию Эйлера, выражающую число клас
сов вычетов по mod пт, взаимно простых с модулем.

Также условимся из всех систем идеальных чисел исключать число 0, 
равно как и идеалы с Λfa = 0. Константа, входящая в символ О, везде За
висит, самое большое, только от поля К, идеала пт и возрастает с возра
станием ширины полосы Res.

§ 3. Вспомогательные леммы

В леммах 1 - 4 этого параграфа малые латинские буквы обозначают 
только целые рациональные числа, а в остальных леммах они каждый раз 
оговариваются особо.

Лемма 1. Пусть в квадратичном мнимом поле К имеем два целые, не
равные 0 идеалы пт и с, удовлетворяющие условиям:

• 1) с—первообразный идеал; (3.1)
если представление идеалов тис через базис имеет вид

m = m(m1, m2 + ω),
C = (e1, c2 + ω), 

где 1, ω — составляют базис поля, то

2) (">. <⅛) = 1∙ (3∙2)
3) (w∣ι, c1, ma-c2) = l. (3.3)

Тогда произведение идеалов тис имеет следующее представление через 
базис

ntc = mr ^-m^1 , M1 + ω) , (3.4)

где числа г и M1 имеют значения
r≈(m1, c1),

M1 = y- (msc1c0 — cgmm1m0), (3.5)
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с0 и т0—целые рациональные числа, удовлетворяющие условию:
c1c9 - ww1w0 = г. (3.6)

M1 определяется с точностью по mod —xacχ .

Доказательство.
Пусть идеал тис, согласно (2.2), имеет базис

τπc= а (a1, a2 + ω). (3.7)
Как известно, норма идеала связана с его базисным представлением сле
дующим образом:

если
α = (αi, a2, ..., aπ),

и 1
Л

ai=∑ ciJωJ'
7=1

где ω1, ω2, ..., ωn-базис поля, то
Na= ±∣c0∣. 

(Ландау [25], Гекке [3]).
Поэтому из (3.7) имеем 

7V(mc)=a2a1. , (3.8)
Формально произведение двух идеалов a = (a1, a2, ..., ar) и b = (βx, β2, 
..., βp) определяется, как идеал

ab = (a1β1, ..., a⅛, ..., arβp).
Поэтому 

me = mm1 (c2 + ω), mc1 (m2 + ω), т (c2 + ω) (m2 + ω)j . (3.9)

Но два идеала равны в том и только том случае, —
(a1, a2, ..., ar) = (β1, β2, ..., βp),-

если каждое а,- линейно выражается через числа βy с целыми коэффициен
тами из К, даже с целыми рациональными, если базисы идеалов целочис
ленные (Гекке [3]). 

Используя (3.8), а также известное свойство
7V(τπc) = Mπ∙ Ne,

легко получаем для базиса (3.7) следующее выражение

= a2+ω). (3.10)

Для определения чисел k и a2, воспользуемся замечанием, что базисные 
элементы произведения тс в (3.9) должны линейно выражаться через ба
зисные элементы в (3.10). Из этого получаем ряд соотношений:

r≡0(modfc), 3.11)
⅞≡⅛(mod^s∙), (3.12)

<⅞≡m2(mod-^ys-), (3.13)

c2m2 + ω2 + ω (c2 +m2) = γ ( x1+(β2 + ω) л) • (3.14)
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где x1 и y1-целые рациональные параметры. Решая диофантовые уравне
ния (3.12), (3.13) и имея в виду условие (3.3), получаем

Л = 1,

¾≡Λfx(modη-fs∙) ,

где Λf1 имеет вид, указанный в формулировке леммы. Из линейной неза
висимости базисных чисел поля 1, ω вытекает, что Z1 + Z2ω=0 равносильно 
Z1 = Z2 = 0 и поэтому нетрудно проверить, что два уравнения, получающиеся 
из (3.14), никаких новых ограничений на α2 не налагает.

Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть идеалы тис удовлетворяют условиям (3.1)-(3.3) 

леммы 1, Ъ-дифферента поля.

Тогда базис идеала имеет следующий вид1 _ ∕ mr . Mi тг _____ imcb ∖ 2N (me) ^]∕ d N (me) ’ V d mr

где M1, если

Λf1 + y.

(3.15)

(3.16)

Здесь, как и в лемме 1, r≈(m1, c1), M1- определено условиями (3.5)-(3.6). 
Доказательство. Известно (Гекке [3] теорема 101), что если идеал 

а имеет базис (α1, a2, ..., an), то числа β1, β2, ..., βn, определённые из 
условий

S(¾fc)-¾-{ į (3.17)

где S—след произведения azβy∙, составляют базис идеала причем идеал 
-^∙ состоит из всех таких чисел λ, которые удовлетворяют условию: 

S(λa)- целое число для всех a∈a. Будем искать базис идеала ~ в форме

(r1 + r2ω, r3 + r4ω).

По лемме 1 базис идеала тс имеет вид

тс=mr, Λf1 + ωj.

Рассмотрим отдельно два возможные случая, указанные в (2.1), когда ω 

может иметь либо форму -⅛-]∕~d, либо •

В первом случае, когда ω= l^d∙∙ > получаем из (3.17) 4 уравнения

2γi≡iΞi=1,

r3 = 0,

г ι-Λ∕ι — r2 = 0,

mr(2raΛf1-r4-y-)= 1.
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Используя (3.8) для выражения нормы идеала, получаем утверждение 
леммы с M2 = M1.

Аналогично в случае ω = -1--d получаем ряд соотношений

2(r1+⅛)^--l,

r,+-⅞- = 0,

(r* + ⅜) (M1 + 4)- ¼ =0’ 

-2mr⅛f- = 1.

из .которых следует утверждение леммы с Mt = M1 + ±∙.

Лемма доказана.
Лемма 3. Пусть идеалы тис удовлетворяют условиям (3.1) —(3.3) 

леммы 1, $ = v1 + z>2ω — число поля К. Тогда числа μ, удовлетворяющие усло
виям

μ≡0(modc), (3.18)
μ≡B∙(modm), (3.19)

имеют форму
μ = mr∣∙^-Z1 + (Λ∕1 + ω)∕2∣ + ψ, (3.20)

где z1, 12—целые рациональные параметры,
ψ = (^ι - c2v2) [α0c0Cι + "2⅞ fa + ω)] + v2 (c2 + ω), (3.21)

a0 и b0- целые рациональные числа, удовлетворяющие условию
ra0-m(m2-c2)b0=∖. (3.22)

Числа Мъ г, c0-me же самые, что и в лемме 1. Число ψ сравним с & по 
mod т.

Доказательство. Так как числа λ, принадлежащие идеалу а = 
= (α1, а2), имеют вид λ = α1x + α2j с целыми рациональными х, у, то, имея 
в виду представление идеалов тис через базис, можем написать вид 
чисел μ, удовлетворяющих условиям (3.18)-(3.19), в следующей форме 

μ = c1x1 + fa + ω) x2 = v1 + v2ω + т ∖myy1 + (m2 + ω) j2]. (3.23)
где x1, x2, y1, у2—целые рациональные числа. Уравнение (3.23) равносиль
но системе

c1x1 + c2x2 = v1 + m (m1y1 + m2y2),

x2 = + wJ72.

Обычная подстановка приводит к

Г (у- Xi -~ л)=»I-<⅛¾ + m(m2-сг) уг. (3.24)

Для того, чтобы неопределённое уравнение (3.24) имело целочисленное ре
шение x1, y1, у2, необходимо условие

v1 — c2v2 + m(m2- c2) у2 = 0 (mod г) = ry2,

где Уз— целое рациональное число.
Получаем

c1x1-ww1^1 = ry3.
4 Литовский математический сборник.
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Решая это уравнение обычным способом, получаем

У1 = гпоУз + у-П-

Здесь t1- целый рациональный параметр, с0 и m0 удовлетворяют условию
(3.6) в формулировке леммы 1. Кроме того, у2 и у3 связаны условием

гУз + m(m2- c2) y2 = υ1- c2υ2.
В силу условия (3.3) можем найти такие числа a0, b0, удовлетворяющие 
(3.22) и получаем

где t2-целый рациональный параметр. Таким образом имеем

Простой подсчёт убеждает в справедливости формулировки (3.20). Лемма 
доказана.

Замечание. Обозначив F1 = Reμ, F2 = Imμ, так что μ = F1 + ∕F2, можем 
представить F1 и F2 следующим образом:

пусть ψ = g1 + tf2ω,. тогда,

(3.25}

(3.26)

где М2 определено в лемме 2 условием (3.16).
Лемма 4. Пусть идеалы m и с удовлетворяют условиям (3.1)-(3.3) 

леммы 1, г имеет значение, указанное в формулировке леммы 1, М2 —опре
деленно в лемме 2 условием (3.16), ∕1 и 12—целые рациональные параметры, 
F1 и F2 имеют вид, указанный в (3.25)-(3.26). Обозначим через λ числа 
вида

_ . М mr \ .____ ι7a____|_ у -fw2 mr \ у________∏22 TV (mc) у j ЛА (тс) / 1 ]/ d mr
(3.27)

Тогда заменяя F1(t1, t2) и F2(t1, t2), как функции от t1, t2, через поляр
ные координаты, получим следующие соотношения:

√41∕1 + A2l2 = — 5, (λψ),

(3.28)

(3.29)

(3.30)

где ψ = q1 + g2ω — число из леммы 3.
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Доказательство. Замена F1 и F2 через полярные координаты при
водит к выражениям (3.28) и (3.29), причём

A1=------- -— Re ψ +1 mm1 cl τ
Miqir 
micjm

Аг=— —* тг

(3.31)

Рассматривая отдельно случаи ω = и ω = 1 +l^ d-, непосредственно

убеждаемся в справедливости утверждения (3.30). Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть α, β, γ-числа поля К, х, у, т—целые рациональные 

параметры, z1, z2, Хо—вещественные положительные числа, p = αx + βy + γ, 
р—означает величину, комплексно-сопряжённую с р.

Тогда имеет место формула

(tfp-X0) g-2π√ Wp(z1+za) + y (lnp-lnp)

X У 
Np>X0

2 ∑ (#Р1 - Xo) e~2πNP1 ++2π, +l*t*> ×
l1=-∞ l2=-∞ Npl>χ0

× J(lnP1-ln¾ι^
(3.32)

где через p1 обозначена функция двух переменных Pι = af1 + β⅛ + γ.
Доказательство. Построим функцию f(t1, t2), принимая сначала 

z>2:

—2π√Wp1(z1+za) + y(lιιp1-lnp1)
(Np1-X<,ye
0, в других случаях.

если Np1>X0,

Здесь, как и в (3.32), берётся основная ветвь логарифма.
Функция f(t1, t2) является два раза дифференцируемой и вместе со 

своими производными абсолютно интегрируема. Поэтому можем применить 
формулу суммирования Пуассона (Морделл [28])

00

Σ e2π'‰+^)∕0 (χ1, x2)dx1dx2.

Σ Σ

Применяя эту формулу к функции f(t1, t2), получим выражение, кото
рое в правой части равномерно сходится по z в области C>Rez>c>0 и 
представляет собой в ней аналитическую функцию. По принципу аналити
ческого продолжения, ряд, построенный для z >2, существует и для всех 
других z, для которых Rez>0, и в том числе и для z-1. Лемма до
казана.

Формула (3.32) является обобщением формулы Липшйтца, аналогичное 
обобщениям Эигеля [31], и Фишера [20].

Следующие леммы этого параграфа являются хорошо известными лем
мами разных авторов, на которые часто будем ссылаться.
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Лемма 6. Пусть f(х) —вещественная, к0 раз дифференцируемая функ
ция, непрерывная вместе со своими производными на интервале [а, Ь\, 
b-a≥ 1.

Пусть далее, на всем интервале [а, Ь]

Xa.≤ IZ<*∙j(x) l≤*X∕,- (3.33)
Тогда

∑ e^iΛ") = O∣Ajr(⅛-fl)λ^-2 + (⅛-α)l jrλ4φ2it-2∣, (3.34)

где K≈2k∙~1.
Это известная лемма ван дер Корпута, которую в той или в несколько 

иной форме можно найти в работах ван дер Корпута [16]-[18], Титчмарша 
[36]-[37], также в книге Титчмарша [9].

Лемма 7. Пусть атп —любые вещественные или комплексные числа,
m п

Sm, п = 2 Σ gU, v »
μ=l v=l

∣ Sm, n | ≤ G, для ∖≤m≤M, 1 ≤п≤N, bmt„ — вещественные числа 
что 0^ЬМ'П^Н, причем каждое из выражений

Ьт,п bm+l,n ¼n, л+1 "Ь ¼n+l, л+1 » I
Ьт,п Ьт, л+1 > I

&т, л Ьт+1, n > J

и такие

(3.35)

постоянного знака для всех рассматриваемых значений тип. 
Тогда имеем

M N

Σ Σ
т=1 л=1

&т, п Ьт, л <5GH. (3.36)

Доказательство леммы в работе Титчмарша [38].
Условия (3.35), очевидно, требуют монотонности чисел bmtn по обоим 

индексам. Если bmtn = b(m, п), то условия (3.35) равносильны требованию, 
чтобы производные

∂b(x, у) ∂b(x, у) ∂2b (х, у)
дх ’ ду ’ дх ду

были постоянного знака в рассматриваемой области.
Лемма 8. Пусть 0 < А < 1 < В - постоянные, а < 0, z>>o,τ=μ∣>Λ.

Тогда имеем j° iГ O(ξfl), если Γ<BT<ξ, (3.37)J "λ+"∞s"c,m = Ч-В4 - r<ς<5r, (3.38)

o(ξψ Т). r≤ς, (3.39)ξ O(ξδ+1T^,), если ξ<AT<T, (3.40)У "δ+i'c∞urf"= ‘ *(4⅛)∙ - AT<ξ<T, (3.41)0 O(ξ6l∕n, „ A<ξ≤T. (3.42)
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Если Jm(u)- функция Бесселя первого рода, и

а < -g- , т < Т, (3.43)
то

f 1
O(ξ 2), если r<∙Bτ<ς, (3.44)

У ιf+it Jm(u)du- 

z

a+±
o(⅛)∙ ∙∙ T<ξ<BT, (3.45)

Если выполнены условия

1
. θ(∏Vn „ Γ≤ξ. (3.46)

a > j, m ≤ T, (3.47)
то

ξ
f O(ξ°+γT^1), если

ξ<ΛT<T, (3.48)

У ιf+i, jm(u)du =

0
θ( T-ξ )’ AT<ξ<T, (3.49)

O(ξa-τi∕τ), „ A<ξ≤T. (3.50)
Утверждения (3.37) — (3.42) являются известной леммой Харди—Литльвуда, 
которую, например, можно найти в [21], стр. 298-301. Утверждения (3.44)- 
(3.46) легко выводятся из указанной леммы Харди—Литльвуда, доказатель
ство их приведено в лемме Апостола-Склара, в работе [12]. Утверждения 
(3.48) - (3.50) легко следуют как из соотношений, приведенных в выше 
указанной лемме Апостола—Склара, так и непосредственно из леммы 
Харди — Литльвуда.

Лемма 9. Пусть f (и) является в интервале [x1, х2] положительной, мо
нотонной и дифференцируемой функцией. 91—класс идеалов поля К. Тогда 
имеет место соотношение

x* x* 2 1 12 f(Na) = A J ∕(κ)rfu + θ{J u^t∕(m)<∕u+√∕(x1) + x7∕(x,)}.(3,51)

O≡¾ x1 xl
Xι≤TVα≤Λ2
Здесь А>0 и зависит только от поля К.

Лемма легко доказывается на основе известного равенства
1——

l=Ax + O(x "+l), п-степень поля К 
a∈9l

Wa≤χ
(Ландау, [25], теорема 210).

Доказательство леммы приведено в работе Фишера [20].
Лемма 10. Пусть ω1, ω2-∂βa линейно независимые числа мнимого ква

дратичного поля К, v-любое число поля,
F(x, y) = warg(xω1+yω2 + v)-∕ln[(xω1+yω2 + v)(xω1+j>ω2 +v)J >

κ=]Λ≈+4- > <3∙52>
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(3.53)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

111 > О, t — вещественное число, n≥∖-целое рациональное, X≥c1, где c1 до
статочно велико, т-вещественное.

Тогда в области
X≤ I х I ≤2Ar,

∣J∣≤2X, 
имеет место оценка

I F(x, у) I ≤ с, (п-1)! VX~". - (3.54)

Кроме того, при всяком n'≥∖ и всяком фиксированном х из указанного 
интервала, существуют такие положительные постоянные c3, с4, что ин
тервал изменения у [ — 2X, 2Х] манено разбить на <^с% интервалов, в каж
дом из которых справедливо, по крайней мере, одно из неравенств 

I ⅛ F(x, у) I (к -1)! VX~k, (к п +1) 

также в области
jr≤∣j>∣≤2A', 1 

∣x∣≤2X, J 
имеет месмо неравенство

∣-⅛-F(x, j>)∣≤⅛(n-1)! VX^",

и, при всяком фиксированном у из указанного интервала X≤∣j∣≤22r, суще
ствуют такие постоянные c6, с7, что интервал изменения х [-2Х, 2Х] 
можно разбить на <≤cj интервалов, в каждом из которых' справедливо, по 
крайней мере, одно из неравенств:

,I-⅛Λ*. ∕)∣>c*(fc-l)!Kr→, (k=n, п+1). (3.58)

Лемма приводится в слегка изменённой и по аналогии дополненой форме 
из работы Кубилюса [6].

§ 4. Применение метода ван дер Корпута для оценки сумм, 
содержащих характеры Гекке

Лемма 11. Пусть ω1, ω2- два линейно независимые элементы поля, v — 
любое число поля, т—целое рациональное число, Р вещественное, U≥c1, где 
c1 достаточно велико.

F1 (х, y) = m arg (xω1 +jω2 + v) +P ]∕(xω1 + j>ω2 + v) (xω1 + yω2 + v) , (4.1)

причем в (4.1) берётся основное значение аргумента комплексного числа, 
через черточку обозначено сопряженное комплексное число.

Тогда при условии
23

1 m 1 «Pt/50, (4.2)
имеет место следующее неравенство

А i-— 14[

Σ 2 e<F1<x∙>∙>^
pI31 u 131

8 20
для Uae≤P<U2 ,

89 5 (4.3)
× 2

U < (xωι+j'ωi+v) (xωι+yωt+v) ≤ 2U
р519 у 519 „ ' Um≤P<U2,

где суммируется по всем целым рациональным х, у, удовлетворяющим уело-
виям, указанным ниже знака суммы.
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Доказательство. Обозначим

xω1 + yω2 + v = Veiφ, 
ω1 = aeia, 
ω2 = be®.

Тогда вещественная функция F1(xt у) имеет вид 
F1(x, j) = wφ+PK 

Представляя аргумент φ в виде
φ = у- I In (xω1 + yω2 + v) - In (xω1 +yω2 + v)

получим, дифференцируя по х и по у:

-^-=acos(a-φ), = ψ-sin (α-φ), (4.5)-^=Z>cos(β-φ), -⅛- = -ySin(β-φ)k
Поэтому

∂5F1 (х, у) 7!! α5P Г 8m sin 5 (а—φ) (4.6)

дх* И4 Į 35РГ ++ sin2 (а — φ) COS (а — φ) [sin2 (а — φ) — у ] } , (4.7)

д* F1 (х, у) 9!! αβP f 4m sin 6 (α-φ)
дх* Vs Į 63РК ++ sin2 (а - φ) [sin2 (а - φ) - у (1 + [sin2 (а “ ф) “ у (1 “ √W])∙w∙a

Из (4.6) следует, что производные по у имеют в точности те же самые вы
ражения, что и (4.7)-(4.8), с заменой а и а на b и β. Покажем, что при 
достаточно большом Z, в области

(4.9)

имеет место неравенство 

где c2> 0 — постоянная.
Это доказывается таким же способом, как, например, в работе Куби

люса [6], в лемме 9:

sin (α - φ) = -pm = 7j7 Im (ω1 (x<⅞ +jω2 + ?)) =

= ^p ∣ Im (ω1ω2) + Im (ω1i>) J . (4.H)

В силу линейной независимости чисел ω1 и ω2,
Im(ω1ω2)≠0. (4.12)

Так как в области (4.9) V удовлетворяет неравенству
c3Z≤ K≤c4Z,

при некоторых постоянных c3>0, c4>0, то из (4.11), в силу (4.12), следует 
неравенство (4.10). Те же самые рассуждения, примененные к области

Z≤∣x∣≤2Z,
∣J∣≤2Z,

Ю)

(4.13)
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позволяют доказать, • что при достаточно большом Z и при некоторой по
стоянной c5>0 имеет место в (4.13)

∣sin(β-φ)∣≥c6. (4.14)
Область, в которой требуется оценить сумму (4.3), характеризуется усло
вием

U<V2≤2U. (4.15)
Это кольцо между двумя кривыми эллиптического типа, при достаточно 
большом U содержащая начало координат. Достаточно оценить (4.3) на 
части кольца, содержащейся в первом квадранте. Оценка суммы в других' 
квадрантах вполне аналогична.

В силу условий (4.2) имеем, что в (4.7)-(4.8) первый член мал по 
сравнению со вторым, если

и /

1 cos (α — φ) 1 > δ, (4.16)

1 sin2 (а — φ) — -γ 1 > δ, (4.17)
для (4.7), и

∣sin2(≈-φ)-r(ι+√τ)∣>s' (4.18)

si∏2(α-φ)-∣∙(1-^⅛=)∣>8, (4.19)

для (4.8). Примен 
или соответственно 
ма 6) с Λ = δ~1, к0

яя в областях, где выполнено (4.16)-(4.17) для (4.7), 
(4.18) —(4.19) для (4.8), лемму ван дер Корпута (лем-

= 5 и k0 = 6, получаем

e* ‰>,)<
8 8 ]/ и (PSU~2)3° + С/16 (PSU~2) 30

1 5 1 15 5 1

при к0 = 5,
1

u<π≤2σ I 8 l6]∕σ(P8U 2)62+U32(PSU 2) 62 при *, = 6.
o≤φ<-≡-∙

Звездочка означает, что сумма берется по тем секторам„ где выполнены 
условия (4.16) —(4.17), и соответственно (4.18)-7 (4.19). Так как раствор уг-
лов, в которых

∣cos (а —φ) 1 ≤δ,
или

Į sin2 (а — φ) — ~ 1 ≤ δ,

и соответственно
∣sin2(α-φ)-∣(ι+-^]∣≤8,

или
∣sm≈(a-φ)-∣(1-^τ)∣≤8,

не больше O(δ), то оставшиеся секторы оцениваем тривиально — по их
площади:

eiFl(x,y)<ζ%U

X. УU< Γ1≤2C7Ä ГС0≤φ<-
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В секторе γ≤φ<^J получим те же самые оценки применяя лемму 6 

для производных по у.
Далее, суммируя по всем у от 0 до у0, где V2(y, y0) = 2U (а в секторе 

-^≤φ <у по всем х от 0 до xo=7o), получаем

1 14__ П __ 1_ 241__ 1_
P30 U15 δ 120+Р 30 σ240 δ 30 + δt∕, fc0 = 5,

1 119 _23 __1_ 1001___1_
p62 cz124δ 496 +р 62 cz992 δ 62 .^^ fcθ = θ

Выбирая
4 __8_

для fc0 = 5, δ=P131C∕131,

„ fc0=6, δ=p519σ519,

и проверив интервалы применения этих оценок, получаем (4.3). Лемма 
доказана.

Для удобства записей в следующих леммах введём условные показа
тели, определив их следующим образом:

σ<κ,≤2t7 Į

Σ eiFi(×,y^p2k' įjl-k.
U<V*≤2U

2k' =

4131 ,8519 ’
14Į

для σ136≤p≤σ2,

20519’
k'=k = O,

lΛ≤P≤Λ

5
P>U2 .

(4.20)
к =

Лемма 12. Пусть Ξ (Ь) - характер Гекке второго рода с показателем т 
и образующим идеалом тп, 23 — фиксированный класс идеалов поля К, U≥c, 
с >0 — достаточно большое число, Р>1 — вещественное, а — то же. Тогда 
при условии

и
• т <ξPUsa (4.21)

имеет место неравенство

<≡ = 2 ≡(b) cos (pyivb+а) <P2*,σι→. (4.22)be®
U<Nb≤2U

где k, и k имеют значения, указанные в лемме 11 формулами (4.20).
Доказательство. Согласно определениям (2.4) —(2.5) выразим ха

рактер Ξ в виде произведения

Ξ (b) = χ (b) arβ b . (4.23)

Выберем из класса идеалов 23-1, обратного к классу SB, идеал b0 и поло
се)жим b = -⅛2-. Очевидно, что когда b пробегает все идеалы класса 23, удов- 
°о

летворяющие условию U< Nb≤2U, (х) пробегает все главные идеалы„ 
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делящие b0, или κ-все целые неассоциированные числа идеала b0, удов
летворяющие условию

UNb0 < Wκ ≤ 2UNb0. (4.24)
Поэтому

S = Ξ(b0) 2 χWe^"""*κcos(7>.Vb^T∙∣∕Λ⅛ + α). (4.25)
κ∈b0

CΛΛΠ>0< Wκ≤2<7ΛΓb0
Разобьем сумму (4.25) на ряд сумм, где каждый κ принадлежит тому же 
самому классу вычетов по mod m

mod τn
<≡ = γ≡(bo) ∑ χW ∑ e-imargκχ

v κeb0
κ≡v(mod m)

UNb0<N×≤2UNb0
__i_ __ __i_ __

f i(PNb 2 √ 7Vκ + α) -i(PNb 2√tfκ + ot)∣xe 0 +e 0 }. (4.26)

Но, как показано в лемме 3, числа поля К, принадлежащие идеалу b0 и 
сравнимые с числом v по модулю другого идеала, обладают базисом ω1, 
ω2 и представимы в форме κ = xω1+jω2 + v. Из (4.26) имеем

mod mS< ∑
v

eiFl(x,y) (4.27)
UNb0 < κκ ≤ 2 C77V^b0

Σ
где функция F1(x, у) удовлетворяет всем условиям леммы 11. В (4.27), 
как и в (4.26) вторая сумма суммируется по какой-нибудь полной системе 
вычетов по mod m.

Как известно из теории алгебраических чисел, в каждом классе идеа
лов существует целый идеал, норма которого не превосходит ]/ d, где d— 
дискриминант поля (Гекке [3], теорема 96). Поэтому идеал b0 можем так 
выбрать, чтобы ΛΓb0<l∙ Далее, применив лемму 11, получаем (4.22). Лемма 
доказана.

Лемма 13. Пусть Ξ (Ь)—характер Гекке второго рода с показателем т, 
SB —фиксированный класс идеалов поля К, X≥c1, y≥c2, где c1>0 и c2>0- 
достаточно большие числа, К, а—вещественные константы, k' и к —пока
затели из леммы 11, определенные в (4.20).

Тогда при условии
1 23 „

m<⅞X2 У50, 
n>∖-k, 

имеет место неравенство

e= ∑ ≡(b)⅛b-"cos(K]∕JjVb + a)<<Λ=Xll'r1-*-",

I XalY 13l, для y68≤X<r4,
4___ 20 89

jf519 у ” 519_ „ yββ <у< у5

be® 
Nb>Y 

где, если подставить значения k, и к:

(4.28)
(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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Доказательство. Разобьем сумму (4.30) на ряд сумм по интер
валам

2ГУ< JVb≤2r+ιy

s=∑
r=0 1

2rY<l

∑ ≡(b
E>∈93 
√b≤2r+1Y,

)Wb-"∞s(X]∕^b + a). (4.33)

Так как Nb~n является МОНОТОННОЙ функцией от Nb, то по лемме 7
имеем

• 2 (2rr)-" Σ ≡(b)cos(tf√χjvb + a) (4.34)
г=0 be©

Для оценки модуля суммы в (4.34) применим лемму 12, полагая в ней 
U=2rY, P=K]∕X. Так как, в силу (4.28), выполняется условие (4.21), то 
получаем

e<≤2(2rr)1^"^''∙γt'=∙yt'yι^n^',∑2'0^"^w∙ (4∙35)r=0 г=0

Поскольку имеет место (4.29), то ряд в (4.35) сходится и получаем (4.30). 
Неравенства (4.31) —(4.32) легко следуют из (4.30). Лемма доказана.

Лемма 14. Пусть Ξ (Ь)—характер Гекке второго рода с показателем т, 
⅝ — фиксированный класс идеалов поля, X≥c1 и Y≥c2, где c1, с2-доста
точно большие положительные числа, К, а - вещественные константы, k' и 
к —числа из леммы 11.

Тогда при выполнении условий 

имеет место неравенство

S- 2 ≡(b)Xb^"∞s(ΛΓ]∕AWb + α)<<Λ=Xl'r1-i-",

(4.36)
(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

be© 
Nb≤Y

или, более подробно,
1_ 1 8 141

R —
У131 Y n 131 для Yes ≤X< У1,

ЛХ — 20 89
. x519y " 519 ,, y88≤X<y5.

Доказательство. Разбивая сумму (4.38) аналогично, как и в лем
ме 13, на ряд сумм, имеем

6= 2 ≡(b)M-"cos(X"l∕^b+α)+
b∈S8

Wb≤r0
ri

+ ∑ 2 Ξ(b)^-"cos(Xl∕XΛΓb + α),
г=0 be©

2~r~1Y< Nb^2~rY 

(4.41)
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где r1 и Уо связаны условием — Y0 = 2~rι~1 Y. В силу монотонности Nb~n, 
применяя лемму 12 и выбирая Yg×Xk'Y1~k^π, получаем (4.38) и также 
(4.39) —(4.40). Лемма доказана.

Лемма 15. Пусть ω1, ω2-∂βa линейно независимые элементы поля К, 
v-любое число поля, т-вещественное, U≥c1,e∂e c1>Q достаточно велико, 
/>0,

F2 (x> y) = m arg (∙γωι + y<i⅛ + v) - ∕ In ∣ (xω1 +^ω2 + v) (xω1 +yω2 + v) } , (4.42)

причем в (4.42) берется основная ветвь логарифма.
Тогда имеет место следующее неравенство

Σ Σ (4.43)
x - - -U<(xωx+>'ω1+v) (xωι+>ωj+v)≤2δ∕

где суммируется по всем целым рациональным х, у удовлетворяющим усло
вию, указанному под знаком суммы,

f=]∕'2+zγ∙ (4.44)

a R определяется следующим образом:

U2 V2 8 2 +UV 2 8 2 + 8t∕, δ>0, (4.45)

R = U4 Vτ 8^y + UV~τ δ^ 6 + 8 CZ, δ>0, (4.46)

U2 V2 +Ui V6 + UV 6. (4.47)
Доказательство. В лемме Кубилюса ([6], лемма 10) показано, что

производные функции F2(x, у) можно так выразить:

=2(-1)"(h-1)! l∕1Kcos(n<p+θ), (4.48)
если принять

Λ2(xω1+jω2 + v)-1 = U1eiφ, ],÷Il.w∙. I <«»>
Несколько изменяя формулировку леммы 10, можем утверждать, что 

область
X1≤∣x∣ ≤2X1, I

IУI ≤ 2АГ1» J
можно разбить на конечное число секторов φ1<φ≤φ2, где в 
них выполняется по меньшей мере одно из двух неравенств

(4.50)

каждом из

I dk Fdyk~y^ I > g2 (fe-1)! , k = n, и + 1, (4.51)

при достаточно большом X1 и c2>0. Оценка сверху тривиальна в (4.50):∣ *,¾r,* ∣≤⅞("-oi⅜∙ <4∙52>
Аналогичные неравенства сверху и снизу можно получить и для произ

водных по х в области
X1≤∣^∣≤2X1 1

∣x∣≤2X, f (4.53)



П риближенное функциональное уравнение Z-функций Гекке 61

Разделяем все кольцо tZ<K2≤2C7 на секторы, где имеет место ∣cos(wφ +
+ θ∙)∣>δ, и на секторы с условием ∣cos(∕ιφ+θ)∣≤8, в первых применяем 

лемму 6 с
fc0=2,

в остальных секторах оцениваем тривиально. Тем самим получаем (4.45). 
Аналогично, применяя ту же лемму 6 с

&0 = 3,
имеем (4.46).

Наконец, для получения оценки (4.47), всю исследуемую область под
разделяем на секторы, в которых имеет место (4.51) c k = 2, или с k = 3. 
Первый квадрант разделим прямой у = х. В части квадранта 0≤φ<-^- 

каждый сектор, полученный на основе предыдущего разделения, делим на 
области типа (4.50). Применяя в каждой из таких областей лемму 6 с 
A⅛=2, или fc0 = 3, в зависимости от того, какого типа сектор —с выпол
нением (4.51) для k = 2, или для fc = 3, суммируя все такие области, и 
далее, суммируя по всем значениям второго переменного, получаем

1 1 3 1 __1_
2 V2+U1 K6 +UV 6;

U<V*≤2U
0≤φ<-^

так как области типа (4.50) полностью исчерпают сектор 0≤φ<-^-. В дру
гой части первого квадранта, где ψ≤φ<-^-, то же самое производим с 

заменой у на х и (4.53) вместо (4.51). Этим приходим к (4.47). Лемма до
казана.

Если для сокращения ввести показатели Z', Z, то (4.45)—(4.47) запишем 
следующим образом

R = v*'Ui-i'~∣. (4.54)

Лемма 16. Пусть Ξ (Ь)—характер Гекке второго рода с показателем т, 
s = σ + it—комплексное переменное, Ar≥c1, K≥c2, г^е ci>0, c2>Q-доста
точно большие числа, ⅛ — фиксированный класс идеалов поля К, ∣w∣≤∕,

t = c]∕XY.
Тогда, при выполнении условий

σ< 1 — Z,

где I-число из леммы 15, имеем следующее неравенство

где

S= ∑be® 
Nb≤Y

Ξ(b) r Nbs Ä1’

для

—а 1 _3__
+X4 Y4

_2_
У3 ≤X≤y3 ,

2_
y3 ≤X≤y2,

σ<τ-
σ<-g-∙

(4.55)

(4.56)

•(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

_1_
X≤y3,

v3 -
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Доказательство. Такими же преобразованиями, как и в лемме 12, 
можем свести сумму (4.57) к

n
S<r0+ 2 (2^r~1 У)_о

r=0
giFt(×,y) (4.61>

be©
2~r~1Y< Nb≤2~rY

Σ

где Y0 = 2~r~1Y, а функция F2(x, у) удовлетворяет условиям леммы 15. 
Получаем

6«У, +Xl' Y1~'~° £ 2^tr+1,α-'-σ><⅛X'' р-'-’. 
г=0

Пусть X≤У3. Для определения 7, Г берем оценку (4.45) и полагаем 
U=Y (так как R является возрастающей функцией от Č7, то для U берём 
длину наибольшего интервала)

i з __1_
R<X4 Y4 δ 2 +5У.

i__ 1_
Выбирая δ=X6 У 6, получаем оценку (4.58).

1 2
Пусть, далее, У3 <y≤y3. В этом случае выбираем оценку (4.47):

_Į_ _3_ 1 5 _J_ 11
R<X4 У4 +У12 У6 +Х 12 У12. (4.62)

Так как в (4.62) на рассматриваемом интервале средный член меньше либо 
первого, либо третьего, то этим и получаем (4.59).

_2_
И наконец, на интервале У3 ≤Ar≤y2 выбираем для R оценку (4.46), 

и полагая
i __

δ=y,6 У 8 ,

получаем (4.60). Лемма доказана.

§ 5. Вывод фундаментального тождества

Теорема 1. Пусть Z (s, 91) — функция Гекке для фиксированного класса 
идеалов мнимого квадратичного поля K(]∕ d). ψ(s)- функция из функцио
нального уравнения Гекке, определённая в (2.12)-(2.16),

Φ0(∙y)= (5.1>

Jf>c1, y≥c2> где cι> с2—достаточно велики,
_ L

ΨιW = Θω ∑ -⅛- [ x1^2s(x2-L2) Jm(x)dx, (5.2>

be«* J
Q<Nb≤Y

ψ,ω=eω ∑ -⅛- Į χι~2s(χ2-ι-2)^(χ)dχ, 

be«* ∕
Nb>Y

(5.3)
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Θ(i)=(4)s^^2sκ(≡). (5.4)i=4πl∕-^≡r- <5∙5>

Jm(x)- функция Бесселя,
$1*—класс идеалов, определённый в (2.11),

Ξ (а)—характер Гекке второго рода с образующим идеалом m и показа
телем m, d—дискриминант поля.

Тогда в области
Re s > -∣-, (5.6)

имеет место тождество
F(X, Y, s-Γ)-XF(X, Y, 5) = Φ0(s) + Ψ2(s)-Ψ1(s), (5.7)

где F(X, Y, s) обозначает функцию

F{X, Y, s)=Z(s, Ж) - 2 ⅛-ψW Σ ∙ (5∙8>аеЯ ЬеЭГ
Na<X Nb≤tY

Доказательство. Пусть идеал m, согласно (2.2), представим в 
форме

e∙ m = w(w1, m2 + ω).

Выберем из класса ¾-1, обратного к классу 91, первообразный идеал с, 
с базисом c1, c2 + ω, удовлетворяющий условиям

≡(c)≠0, (5.9)

(c1, m)=l, (5.10)

(c1, m1, c2-m2)=l, (5.11)

(-į-, m)=l. (5.12)

Выбор первообразного идеала возможен в силу теоремы, что в каждом 
классе идеалов существует первообразный идеал (Хассе [10], стр. 385).

Согласно замечанию в § 2, примем, что S (а) - первообразный характер. 
Рассмотрим функцию

Φ(j)≈Z(j-l, W)-XZ(s, 9i)- 2 -⅛-+^ ∑ ¾∙ (5-13) 

α∈9l a∈¾
Na<X Na<X

Легко видеть, что

φ(*)= Σ j⅛^≡<a)∙ (5.14)ae¾
Na,>X

Положим
ac = (v). (5.15)

Согласно определению обратного класса идеалов, (v) —главный идеал, 
т. e. v-число поля К. Когда в (5.15) a будет пробегать идеалы класса 91, 
нормы которых больше X, v будет пробегать все целые неассоциированные 
числа идеала с, нормы которых больше XNc.
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Поэтому из (5.14) получаем
Φ(l)=WΓ*S(t) 2 n',~^nc Ξ(v). (5.16)c∣(v)

Nv>XNc
Φ(s) является функцией, регулярной во всей плоскости s, за исключением 
случая, когда Ξ(α) = Ξ0(α) есть главный характер. В этом случае Φ(s) 
имеет в точках 5 = 1 и s = 2 простые полюсы с вычетами, равными 1 (Гек- 
ке [24], Кубилюс [6], [7]).

Поэтому сначала примем, что
s >2. (5.17)

Замечая, что в полуплоскости Re1s>0 имеет место соотношение
00 со

—1— = _(2тс)Ц zs-1 zs-l e-2πVN^v (zl+zt) fa fa
Nvs Γ2(s) 1 2 e W21az2,О О

из (5.16) получаем

Φ(s)= Nc‘~l^S(C>- 2 z↑-'z'-<(Nv-XNc)×
CIM 0 0

Nυ>XNc
x≡Wrb,*fe+'1,⅛⅛. . (5.18)

Сумму по v в (5.18) разобьем на ряд сумм, соответствующих различным 
классам вычетов по mod m, которым принадлежат v:mod m- φw= ∑ φ<>ω∙θ (5.19)

Суммирование в (5.19) производится по какой-нибудь полной системе вы
четов по mod m, а

Φ<,W= w^lW,>w8w ∑ ( [ z↑-<zξ-'(Nv-XNc)×c∣(v) 0j o'v ≡ θ(mod m)
Nv>XNc-2π∕Nv(zl+zj)+-^-(lnv-In v)

×e , 2 dz1dz2. (5.20)
Через v обозначаем число, сопряженное c v, а для логарифма берется его 
основная ветвь.

Числа v, принадлежащие идеалу с и сравнимые с Я по mod m, по лем
ме 3 имеют вид

v = rar{ ~r∖cι ∕ι + (^ι + ω) ∕2∣ + Ψ> 

причем Λf1, г, ψ имеют в лемме 3 указанные значения, t1 и t2 пробегают 
такие целые рациональные числа, чтобы имело место vv = Nv>XNc. 
Поэтому

φ*ω= ΛΓc5~1(2π)agχ(θ)Ξ(c) r≡ω
Nv>XNc

z↑-izs2-'(Nv-XNc)×

—2nV Nv (zι+zι)+-^∙(lnv-lnv) 
× е 2 (5.21)dz1dz2.
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Ряд (5.21) сходится абсолютно и равномерно по s, t1, t2 для s >2, поэтому 
можем переменить порядок суммирования и интегрирования:

<M*)=
00 СО

J^z42π)⅛(9)≡(0 
Γ*<s) О О 2∑ (Nv-XNc}×

ti h
Nv>XNc-2π∕jVv(zι + z1)+-^(lnv+lnv)

× е 2 dz1 dz2.

Применив к ряду по Ą и t2 формулу (3.32), из леммы 5 имеем

Произведём

Тогда

Якобиян

так как 
новые:

00 00 00*Γ4^1 ∑ ∑ о о ll=~m lt=~a3 Nv>XNc—2π∕ΛΓv(zι+21)+-^∙ (In v-l∏7)+2π∕(Z1rx+∕√a)
× e - dt1 dt2 dz1 dz2 .

замену переменных
Re v = pcosφ,
Imv = ρ sin φ.

r≡ω
w = W1(2π)*χ(θ)Ξ(c) (Nv-XNι)×

(5.22)

M = ρ2, -^-(lnv- In v) = zφ.

преобразования равен

J=-----7=----------- .
√ d TV (тс) 

по лемме 4 старые переменные t1 и t2 так выражаются через

2р
λ ( mr 2M3 тг
Г1 = P S ~xτ(___s C0S Ф------7=1------- sm Ф1 r ∣ TV(mc) γ √ d TV (me) γ ∕2=pj —74—sinΦ

( V d mr

M2, Аъ A2 определяются соответственно формулами (3.16), (3.31). 
выражение

} + ^l∙

| +Л2,
(5.23)

где числа 
Вычислим

Обозначив
Р — l]tι + Z2^2. (5.24)

_ mr 1 į 2Mi mr ._________2 . \ .AΓ(mc) 1, ∖ д/ d TV (m c) 1 √ d mr 7
a b—. _ = cos a, —. _ = sin a,√a8+Z>≡ √a2+63

после подстановки выражений (5.23) в (5.24), получаем

P = р ]∕ a2 + b2 cos (α — φ) + A1l1 +Λ2l2.

(5.25)

(5.26)

(5.27)

По лемме 4, последний двучлен в (5.27) равен отрицательному следу 
произведения λψ, если принять за. _ / 1 mr . M2mr \ .______ i .\ 2 N (тс) у/ (į Λf(mc) / 1 √ d mr 2*

а ψ определяется в (3.21). Таким образом, из (5.27) имеем

P = р ]∕α2 + b2 cos (α — φ) — S (λψ)∙

(5.28)

(5.29)
5 Литовский математический сборник.
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Выясним смысл числа а.
Согласно (5.26),

♦ b
■ α = аге tg — = аге tg

= — arc tg (5.30)

2M2 mr j 2
 y∕ d N(ynt) 1 ↑∕ dmr^i

mrΛΓ(mc) 11
M2 mr i 1V d 7V(mc) 1 y∕ d mr

- mr l ’2ΛΓ(mc) 11
Сравнив (5.30) и (5.28), легко заключаем, что

a= — argλ.
Также нетрудно проверить, что

]∕a2 + ⅛2 = 2]∕jVλ.
Поэтому

Р = 2р ]/ Nλ cos (α — φ) — S (λψ).

Теперь формула (5.22) примет видO(j) = 2^Ä “ ” ’ "
* √ d ΛΓm Γ≡ (s) 1 2 Z Zj0 o ∕1=-ro ∕2=-∞× p (p2 —JY7Vc) e-2πp<zι+21)+""φ+4π,p ^^λcos(α-φ)-2πiS(λψ)

Вычислим член суммы (5.32), отвечающий 
∕1 = ∕2 = jVλ = S(λψ) = O.

Обозначив его через Фо (у), имеем да оо 2π
-2^-L(2^χ(^)Ξ(c). zs lzs l Г Г р(р2_™с) 

V d Nm∙T*(s) 12 J J
0 0 p>∕7VXC φ=0

× g-2πp(z1 + z,)+m∕φ cIz^ J?

f

(5.31)2π
f

X

Φo*φ =

Но, как известно,

t>>VXNC Φ=0 

dz1 dz2 dp dtp. (5.32)

×

(5.33)2π
Г f о, w≠0,J e'"'φ'H 2π, m = 0. 

φ=O
Согласно введенному обозначению в (2.19), а также замечая, что

Ξ(c, nt, O) = χ(c),
имеем из (5.33)ф* = 2^-42π)*+1χ(θ)χ(c)E(m) ∞

zΓ'zΓ1 J" P(P2-^O× 

0 0 p>∕AWC
χ e-2πp(zl+z1) 6∕2a e⅛

Поскольку, в силу 5 >2, имеем абсолютно и равномерно сходящиеся инте
гралы, можем переменить порядок интегрирования и проинтегрировать по 
z1, z2. Так как

√ d NvΛ,∙Ti{s)

1 = 1, 2,



Приближенное функциональное уравнение Z-функций Гекке 67
то имеем

p>½YNC 
Интегрируя последнее выражение по р, получаем ф* _ = 2πJ^→χ(θ)χ(c)E(m)°l ' √ J (s-2)(s-l)ΛΓm (5.34)

Имея в виду выражение для λ в (5.28), заключаем на основе леммы 2, 
что когда Z1 и Z2 пробегают все возможные -целые рациональные значения, 
кроме одновременного Z1 = Z2 = 0, λ пробегает все неассоциированные числа 
идеала -Д^-, и такие, что Nλ>0. Таким образом из (5.32) имеем

00

Звёздочка над суммой в (5.35) указывает, что JVλ≠d Зделав замену пере
менных в (5.35)

φ-α = γ,
а также имея в виду определение бесселевой функции 1 родаσ⅛+2π e∣ycosγ+l⅛r Jγ = 2π-i^Ju (у), (5.36)

(Ватсон [1], § 2.2), получаем

×

х р (p2-XNc) e-≈^pa.+¾)-2"WW+--∙ Jm (4πp √jVλ) rfz1 dzt <⅛. t (5.37) 

После замены переменных 4πp]∕Λrλ = u (5.37) примет вид

где
и:

(5.39)
Пусть Re j >2. В этой области выполним интегрирование по ¾, za, так 

как ряд по λ сходится и поэтому законна перемена порядка интегрирова
ния. Получаем

(5.40)
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Пусть
W=≡Γ∙ (5-41)

Когда (λ) пробегает все главные идеалы, делящие b будет пробегать
все идеалы класса 91*, определенного в (2.11). Таким образом

Исследуем суммуmod m∑ z GO —2π∕ 
e

√ d Nm∙(dNmyι-*
(4π)aj~3 iw χ (θ) Ξ (с)

Į bψ \ Ь—2π∕ 5 —-- 1—im arg—- χ e ∖τ∏cb∕ mcb
mod m

=χ(-i) ∑ z(Ψι)Ψl
Jm(u)du. (5.42)

z). (5.43)

Φ^(j)-Φ5(j) =

Здесь суммируется по какой-нибудь полной системе вычетов по mod m, и 
такой, что числа ψ2, где

(ψ≡>=-⅛⅛r ’ ψ> ≡a <mod τn)

принадлежат полю К.
Как известно из теории алгебраических чисел (например, Гекке [24]), 

суммы G (α, χ) обладают свойством
G («> χ) = G(β. χ),

если .χ — групповой характер по mod m, и α≡β(modm). Также

G(aβ, X) = ^ωσ(β, χ), (a, m) = l,

G (a, χ) = 0, (a, m)> 1.
Если ввести обозначение mod m 2πis(-∖

G(L χ)= 2 λ(τ)e 'mb'. (5.44)

где τ пробегает какую-нибудь полную систему вычетов по mod m, и та

кую, что есть главный идеал, то получим, имея в виду условие (5.12),

„I ь ∖ ∕ z(b)z(c)G(l. z). если (b, m)=l, Į
σ(~' χH 0, „ (b, m)>l. ∫ (5Л5)

Также получаем Ь—mi arg--- -  --
е mc = Ξ1(b)Ξ1(mcb). (5.46)

Суммируя по всем θ, принадлежащим полной системе вычетов по 
все разности Φ<>(j)-Φq(j), получим

mod тп,

Φ(s)-Φ0(s) = Σ,ЬеИ* Š(b)2Vba~5
× f

u>L ■

2≡-" √Nm
j43-¾fmχ(,i) Ξ1(mb)G(l, χ)

(5∙47)

×
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где mod m
Но, как известно,

ФоМ = ∑ x(*)∙
√ d (s—2) (s—V) Nm

если χ=χ0, 

>> χ≠Xo∙

Употребляя в (2.20) введенный символ Е(а), получим (5.1). Наконец, если 
ввести во § 2 определенную функцию κ(Ξ), получим из (5.47)

IΦfc)-Φo0 = (^-)3^*κ(Ξ) 2*bett* Ξ(b) tfb8~∙y u1-25 („2 _£2) Jm (μ) du (5 48)

Интеграл, в (5.48) имеет смысл в полуплоскости Res>-∣-. В этой области 

ряд сходится абсолютно и равномерно по s, поэтому функция, определяемая 
формулой (5.48), по принципу аналитического продолжения, является ана
литической и регулярной функцией в области Re s> -∣-. Прибавление и вы

читание одинаковых членов не изменит области сходимости, если получен
ные интегралы будем понимать как обобщенные, т. е. не имеющие осо
бенностей в окрестности нуля. (Ср., например, Фишер [20].)

Используя введенные в (5.2) и (5.3) функции Ψ1(s), Ψ2(s), получаем

Φ(t)-Φ,(,) = (4)∙-*κ(≡) 2 -⅛- f и1-21 du +b∈tt* у0<ΛΓb≤y
Пусть теперь

+ Ψ2(j)-Ψ1(4

Rej>⅜.

Известно (Ватсон [1], § 13.24), что

J" Jp<z)zi~1dz = 2<>-ιО

(5.49)

(5.50)

(5.51)

если
Req<½-, Re(∣∕>∣+^)>0.

λδj⅛4 

γ(>÷⅛l) ■

Применив формулу (5.51) для (5.49) и использовав определение функции 
ψ(1y), получаем

φ(,)-φ,(j)=ψ(,-d ∑ ^5b⅛--χψω ∑ -⅛-+b∈tt* bett*
0<Nb≤Y 0<Nb≤Y

+ Ψ2(5)-Ψ1W.

Теперь, согласно определению (5.8), получаем тождество (5.7). 
Теорема доказана.
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Лемма 17. Пусть

§ 6. Оценка остаточных членов

≡1ω- Σ
ЬеИ* 

Nb>Y
оо ’ оо

∕* ∕β

(6.1)

‰(j) = ∕ xl~2,(x2-L2)Jm(x)dx- ∕ x1~2,(xi-L1)Jm(x)dx, (6-2)
А с

°≤-<'∙ ^<"1∕S∙ (6.3)

_____
5 = σ + ft, μ∣-T-2π]∕⅛, (6.4)

где ¾*, Ξ, Jm(x), Nm, d, т имеют обычные значения, определенные в § 2 
или § 5.

Тогда, если m<ζT, в области

Res> -Н, (6.5)

где Н>0 — любое фиксированное число, функция SER1(s) является аналити
ческой и регулярной, и имеет место неравенство

R =

X1-°lnK, для

»> 2⅛+l y2Λ'+l-2α <х l-⅛-ε x≤y1-v-2,, l-⅛-e yl-f-2∙ <х

X1+6"σ, ε>0,
÷+≡-o ÷

Xi Y4tnY,

J__ k_yl2 3

(6-6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

Числа k' и k определенны в лемме 13 формулами (4.30) —(4.32).
Оценки (6.7) —(6.10) равномерны по X, Y, σ, оценки (6.11) —(6.12) имеют 

место при достаточно большом, но фиксированном Y, кроме того, оценки 
(6.10) и (6.12) имеют место при условии1 23

∣m∣<X2 У50. (6.13)
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Доказательство. Функцию (6.2) можем записать следующим об

разом:

где

(6.14)

(6.15)

Интеграл (6.15) имеет смысл в области
Res>4-4 (6.16)

(Ватсон [1], § 13.24) и в этой области возможно дифференцирование функ
ции D1 (j, z) по z, так как в рассматриваемой области изменения аргу
ментов X И z •

L≤z≤L1, 

z≤x< со,

подинтегральная функция, равно как и ее производная по z, являются 
абсолютно интегрируемыми и регулярными функциями двух переменных х, 
z равномерно по s в (6.16):

Ф1(*. x1 2s Jm (х) cfx dz. (6-17)

В области (6.16) (это возможно и в несколько более широкой полупло
скости) проинтегрируем (6.17) k1 раз по частям, имея в виду формулы 
дифференцирования бесселевых функций:

-⅛- [*"' jm (*)] = xm Λ,,-ι W. 1
d (6.18)

-5-[χ mΛ,(χ)]—х ",Jm+l(χ). I
Обозначая через (τ)r - произведение следующих г чисел

(τ), = τ(τ+l)(τ + 2)...(τ + r-l),

где т —любое число поля, получаем
*ι-l

x1^* Л, (*)<**= - 2 2">(j + -≡-)n Z1-2l-"∙ Jm+1+n,(z) +
Л1=0 1

оо

+ + x1~*s~k∙ Jm+h(x) dx. (6.19)
Z

Функция $1(5), если в (6.17) интеграл по х заменить рядом (6.19), явля
ется аналитической и регулярной функцией в области

κe∙y>τ--≠∙ (6.20)
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То же самое относится и к функции 9ft1 (s), так как она для любого ко
нечного s из (6.20) мажорируется абсолютно сходящимся рядом, как это 
будет видно из дальнейшего. Сначала докажем (6.7)-(6.10).

Оценим часть суммы (6.1), отвечающую интервалу

Имеем
Y+Yb≤Nb<Y+Ya, 0≤6<α≤ 1. (6.21)WW = 2∑,2".(j + ^-)nι ∑

λ1=o b∈¾*
Y+Yb≤Nb<Y+Ya

Ξ(b)
Nbi~s

1' z^-"∙Jm+1+m(z)dz+

L

+ 2k'  ̂+ jτ∖t ∑ ∣ z [ x'~*→>Jm+h(x)dxdz. (6.22)bett* / įy÷yi≤2Vb< У+У°
Оценивая интегралы в (6.22) по лемме 8, причем пользуемся формулой 
(3.45), а также оценивая по максимуму модуля подинтегральной функции, 
имеем:

*∙√ r, l l⅜-2°-"∙ 4-to-». 1
wω<∑(27y, ∑ ⅞6°-⅛in l,2γ∙ ■ X°M>L2 } +ш=0 bett*y÷y4≤Nb<y÷yfl

( --2a-kl т 2 2σ kl ]
+ (2T)fc> 2 7Vbσ-2min<L2 In У, Xa Nb £_2T |. (6.23)bett* 1

Y+Yb≤Nb<Y+Ya

Применяя для оценки сумм по нормам идеалов лемму 9, получаем

9Л* (s)<<mm∣Xτ ° УТ1п У, X4+’ ° У 4 +°E(a)} ⅛ (1 + yi'1) 2 +' , n1=0
+ mm∣X4^^°y'τ+°E(α)lny, Хт+“_° УТ1п У ∣(1+yi^1) 2, (6.24) 

где
{1, если а >4-.

(6.25) 
р, ε>0, ,, a<τ.

Выбирая k1 достаточно большим, один раз <1, другой раз >У1_61пУ, 
получаем

(
——а —b —+а—σ —+а—6 |

X4 Y4 In У, X4 У4 £(а)|, (6.26)

t ——σ - —+α -Γ+α-σ “Г )≡*2fc)<min∣X4 У 4 £(а)1пУ, X4 Y In Y ∣, (6.27)Wω-n>in{≡Rtιto> ™м4
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Заменив в (6.26) - (6.27) а через b, a b через 0, получим оценку для ин
тервала

Y<Nb<Y+Yb'. (6.28)
A-σ А А_о -A+6 A+flt-σ ±

ЭЛ?* (s) < min IX4 "у41пУ, X, ’ У 4 E(b)lnY, X* * ’ У4 1пу|. (6.29) 

Наконец для оставшегося интервала
Nb>Y+Ya (6.30)

оценку получим, если в (6.22) интеграл в первой сумме проинтегрируем 
еще k2 раз по частям, с учетом (6.18). Это даст

*x-l *1-1
SDl1*** (i)<⅛ ∑ (2TT∙ ∑ (2T)"∙ 1 ∑ ≡ (Ь) Nb∙~i L2-2s-"*-"√m+2+m+,, (£) 1 +

n1=0 л,=0 bett*
Nb>Y+Ya

*1-1 y-2σ-∏ι-*ι
+ ∑ (2T)"1+i, ∑ АГЬ"'

^2 - L-2T---+ <2r)t' Σ λγ1,°^2 ×
∏ι=o bett* bett*

Nb>Y+Ya Nb>Y+Ya°__ 2σ-
×L2 1п£. (6.31)

Применяя в (6.31) хорошо известное асимптотическое разложение бесселе
вой функции л w=yAcos(x-A^π)+°(χ 2), <6∙32>
(Ватсон [1]) сумму с характерами Гекке оцениваем по лемме 13. Это даёт 
при достаточно больших k1 и k2 A-σ+Λ' -±-fc+2(l-α)

2∏1***(1y)<*4 Y 4 . (6.33)

Подбор наилучших оценок из (6.26), (6.27), (6.29) и (6.33) приводит к оцен
кам (6.7) —(6.10), так как

2Rι⅛) = W** W+W* W+W M* (6.34)

Понижение показателя, даваемая методом ван дер Корпута. не только 
леммой 13, но и с применением леммы 6 для других порядков производ
ных, является недостаточным, чтобы повлиять на оценки (6.7) —(6.9), оно 
применимо только для (6.10) и при неравномерных оценках по У, которые 
даны в следующей части леммы —в (6.12).

Теперь оценим сумму (6.1) при условии, что У является постоянным, 
хотя и достаточно большим числом. В этом случае любое число вида 
1 + Y~,' является постоянным и мы имеем право применить оценку (3.44) 
леммы 8. Таким образом, в интервале Y+Yb≤ Nb<Y+Ya имеем*l-l А_2о_л J__ 2о-лЯП?W<∑ (2Γ)"∙ ∑ W2min∣L2 ° , X*NbL2 ’"*} +».-о ЬеЯ»

Y+Yb≤Nb<Y+Ya

+ (27,)fc, 2 ^°-2min∣Lτ 2σ~fcl, yα7VbLγ~2σ ^∣. (6.35)

bett*
Y+Yb≤Nb<Y+Ya
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Если fc1>y1~6l∏y, то

f 4—σ —⅛-+a-b -J-+α-σ -±-+a-b )
X I , X4 Y4 ∣K(a). (6.36)

Если C<k1<^∖, то 5 3 1 3
!-—о ——+а —-+a-σ —— + а )
X4 Y 4 , X4 Y 4 ∣K(a). (6.37)

Объединяя полученные оценки, имеем:( -T-σ —τ^+a-ft ^∑^^^σ —Γ+° 4^+a~σ —T+a 1
≡1*(j)^min∣^4 У 4 , X4 Y 4 , X4 У 4 |£(а). (6.38)

Выбрав первую величину из (6.38) и положив

y6 = 2r, yfl = 2r+1,

суммируя по всем г от 0 до <≤ln У, получим, что для интервала

имеет место
Y<Nh<Y+Ya,

2R1*(s)<⅝Xτ °y~τ+e, ε>0. (6.39)

Выбрав для оценки интервала Nb ≥ У + Ya ту же самую (6.33) и подбирая 
интервалы соотношения X и У так, чтобы получить наименьшую оценку, 
приходим к формулам (6.11)-(6.12). Лемма доказана.

Лемма 18. Пусть 

Σ ⅛¾(⅛b∈W*0<M>≤y ;(6.40)

(6.41)

и ¾*, Ξ, Jm(x), Nm, L1, L, d, т, к, k, имеют те же значения, что и в 
лемме 17.

Тогда в области
Res<H, (6.42)

где Н>0-любое фиксированное число, имеет место оценка

‰(s)<ξtR,

где R имеет те же значения, что и в лемме 17. Кроме того, функция 
9ft2(∙0 является в (6.42) аналитической и регулярной функцией. Относи
тельно оценок имеют силу те же самые оговорки, что и в лемме 17, с той 
разницей, что вместо условия (6.13) для (6.10) и (6.12), должно выполняться 
условие

_1_ 2Ж ?3/ЗА
∣zn∣<<X2 50 у50'4 '. (6.43)

Доказательство. Записав функцию ¾СО в виДе аналогичного ин
теграла от дифференциала некоторой функции JQ2(∙*> Д можем легко про
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верить законность дифференцирования по параметру z в области ее регу
лярности. Таким образом получимLl 2

¾(s)=-2 J z J" x1^Jm(x)dxdz.- (6.44)

L О
Интеграл имеет смысл в области

Re(1 -2у + |т | )>0, (6.45)
так как бесселевая функция Jm(x} в окрестности 0 ведет себя как хт 
(Ватсон [1], § 2.11). В области (6.45) проинтегрируем (6.44) k3 раз по час
тям, используя (6.18):A⅛-l ⅛l

‰ω=-2∑ 2^",^'------- f z2-2≈+"∙Jm+n,(z)<∕z +”■-0 (1-s+^2^k+ι Г
L1 2

+-----7 ■ к‘ п '----f 2 f χl~2+k'j"+∣<>i∙x)^xdz∙ (6∙46)

∖ ^^5 + ^2∕∕c1 L 0
Очевидно, формула (6.46) является аналитическим продолжением (6.44) на 
более широкую область

Re(l -2s + m+2fc3)>0, (6.47)

и поэтому и 2R2(1y) является аналитической и регулярной функцией в 
(6.47), так как для любого 5 из этой области она мажорируется абсолютно 
сходящимся рядом. Пу^гь 0≤δ<α≤l. На интервале Y-Ya≤Nb≤Y-Yb 
имеем, применяя, формулу (3.49) леммы 8:~1 ⅜-2σ+n, 4-2σ+"3)
2R*(∙s)<≤Γ^1∑ (2Γ)^"∙ ∑ Nb°-iminl½τz^,X'NbL2 1 +л,=о bett* 1

Y-Ya<Nb≤Y-Yb ‘
„ ( ½~2°+k∙ L^~2σ+ks)

+ (2T)~k∙ 2 Nb°~2 min I l In Yf %α Nb l-2t I. (6.48)bett*
Y-Ya<Nb≤Y-Yb

Так как L≤T, то сравнив (6.48) и (6.23), находим их полную асимптоти
ческую эквивалентность. То же самое можно сказать и про интервалы

t Y-Yb<Nb<Y,

0< Nb≤Y-Ya.

Остается еще один возможный случай Nb≈Y. Так как число таких идеа
лов <УЕ, ε>0, то получаем

k,-l 5 1 3—l ( —-2о+",+ — —-2□+∏s'∣
W***(sKT-ιr°-2+'∑ (2T)^π∙miιJ(2T)2 2 , X« Y(2T)2 J +⅝=0 ' J

I 4—2о+*>1
+ (2T)-t∙rσ-2+emin∣(2T)3-2<>+*∙, Х«У(2Т)2 1. (6.49) 
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Поскольку оценка (6.49) не выше любой из (6.7)-(6.10), то этим равномер
ные оценки доказаны.

Доказательство оценок при фиксированном Y протекает вполне анало
гично соответствующему доказательству в лемме 17, так что нецелесооб
разно его повторять.

Лемма доказана.

§ 7. Приближенное функциональное уравнение 
Z-функций Гекке

Теорема 2. Пусть Z (s, №) —функция Гекке для любого фиксированного 
класса идеалов ¾, X≥c1 У ≥ с2, где c1, с2 — достаточно большие положитель
ные числа. (s) —функция из функционального уравнения Гекке, определен
ная в (2.12) —(2.16), Ж* —класс идеалов, определенный в (2.11), ш — произво
дящий идеал характера Ξ, d-дискриминант поля, Н -достаточно большое 
положительное фиксированное число, т —показатель характера Ξ.

Тогда в области
-H<Res<H,

m<∣Im3∣ = 2π]∕⅛ (?1)

имеет место приближенное функциональное уравнение

z<-s∙ ”>= Σ -¾F→Ψω Σ -⅛~+°W> <7∙2>
αe¾ Ьей* Л

Na<X Nb⅛Y
равномерно по X, Y, s.

R определяется следующим образом:

1 1о σ а _ __X2 In2 У, для X ≤ yin2 y, (7.3)
J_  1 3+4fc

X, °y4l∏y, У1П2 У< X≤ y,+4*' ln"4 У, (7.4)
J_  1 3—4/c

X2 °Y 2, y1~4zc'≤y Ξ = Ξ0, (7.5)
3+4⅛

3 k' _ J__k
X* 2 °y 8 2,

y,+4A'ln“4y<X Ξ≠Ξ0,
3+4⅜ 3-4fc (7.6)

yl+∙,*'ln~,y<χ≤y1-,t∙ι Ξ = ≡o,

Доказательство. В § 5 мы получили фундаментальное тождество 

F(X, Y, s-∖)-XF(X, У, j) = Φ0(X, s) + Ψ2(X, У, j)-Ψ1(X, У, s). (7.7) 

Заменяя в (7.7) X через X+X∙, 0≤α<l, получим

F(X+X∙, У, i-l)-(y+X∙)F(X+X∙, У, j) = Φ0(X+Xβ. j) +
+ Ψ2(X+X<,, У, j)-Ψ1(X+Λγ∙, У, s). (7.8)

Введем новую функцию

Ω(s) = F(X, У, s)-F(X+X*, У, j). (7.9)
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Согласно определению функции F в (5.8), имеем

Ω(i)= . ∑ ≡(α)Nα-≈.
ae¾

X≤Wa<X+Jrβ

(7.10)

Сравнив определения функций Ψ1(y) и Ψ2(s) в (5.2)-(5.3) и определения 
функций 9ft1(s) и Sdl2(j) в (6.1) —(6.3) и в (6.40)-(6.41) находим

Ψ2GT+Xa, У, j)-Ψ2(T, У, -y) = Θ(1y)≡1(1y), (7.11)
Ψ1(Γ+Xa, У, j)-Ψ1(X У, j) = Θ(5)≡2(j), (7.12)

где Θ(s)- целая функция, зависящая только от Ξ и s и оцениваемая 
Θ(j)<≤1, как это следует из (5.4). Вычитая из (7.7) уравнение (7.8) и ис
пользуя (7.9), (7.11) и (7.12), можем выразить F(X, У, j) следующим 
образом:

F{X, У, s)=y≈∣Φ0(X i)-Φ0(Y+A'≈', s)-Θ(s)(9JJ1O)+3n2(s)j- 

-(ω(j-1)-(X+X∙)Ω(j)J∣. (7.13)

Как видно из формулы (7.10), Ω(1y) является аналитической и регулярной 
функцией в любой конечной области комплексного переменного j, то же 
самое относится и к функции Φo (j) за исключением точек s = 1 и s = 2. 
Θ (s)—целая функция во всей области s. Как было показано в леммах 17 
и 18, 2R1(s) и WT2(j) являются аналитическими и регулярными функциями 
в достаточно широкой полосе [ — H<σ<H]. Поэтому можем утверждать, 
что F(X, У, j), как сумма этих функций, в области

-H<Res<H, ∣Z∣>0, (7.14)
где Н>0-любое фиксированное число, является аналитической и регуляр
ной функцией.

Из выражения (5.1) можем оценить разность функций Фо($):
Φ0(X, 5)-Φ0(X+Xa, j)<X1-°y-1E(Ξ). (7.15)

Далее,

Ω(j-1)-(X+^)Ω(j) = 2 ≡ (a) Wa"4wa-(*+*“)}• (7.16)
aett . J

X≤Na<X+Xa

Выражение, стоящее в фигурных скобках в (7.16), на рассматриваемом ин
тервале не превышает ХЛ. Если a ≥ у , то применяем для оценки суммы 

по нормам идеалов лемму 9. Если a < у , то результат леммы хуже, чем 
тривиальная оценка, получаемая применением того факта, что число идеа
лов с 7Va=Z не более <≤Ze, ε>0. Если ввести символ

получим

E(a) =
1, если а > у , 

Х‘, „ а<у.
(7.17)

Ω (s -1) - (X+X«) Ω (j) <tX**-°E(a). (7.18)
Из (7.13), (7.15), (7.18) имеем

F(X, У, 5)<⅞X1-0t-σy^1E(Ξ)+A'a^σE(a)+Λ'^a∣5(R1(f)∣. (7.19)
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Пусть X3-4α≤y. Применяя для 9K1(j) оценки (6.7)-(6.8) и выбирая1 1
y°t=y2ln2y, (7.20)

получаем

F(X, У, j)<Aγ4 °ln4y, для Ar≤yin2y. (7.21)1 2λ+l
Аналогично поступая в интервале y3-4a<Ar≤ y1+2*'^2a имеем

χtt=χτyτlny.J__  1 3+⅜⅛
F(X, У, s)<⅛X4 °y4l∏y, для У ln2 У < У ≤ y1+4t ln^4 У (7.22) 3÷4⅛

и в случае X>Y1+4k'↑n~*Y, отдельно рассматривая Ξ≠Ξ0 и Ξ = Ξ0, полу
чаем оценки (7.5) —(7.6).

Так как
F(X, У, 5)=Z(,, Я)- ∑ ⅛-ψω ∑ -⅛-. (7-23)ae« be«*

Na<X ΛΓb≤y
то из аналитичности и регулярности функции F(X, Y, s) в области (7.14) 
следует аналитичность и регулярность правой части уравнения (7.23). 
Таким образом, в области

-H<Res<H, 
∣im*∣=241E 

имеет место уравнение
z⅛ *)- Σ ⅛+ψω Σ -^-+°(r)∙ae« be«*

Na<X ΛΓb≤y
где R определено формулами (7.3) —(7.6).

Теорема доказана.
Теорема 3. Пусть Z (s, — функция Гекке от любого фиксированного 

класса идеалов 91, Ar≥c1, y≥c2- достаточно большие числа, причем У— 
фиксированное, c1>0, c2>0, ψ(s)- функция из функционального уравнения 
функций Гекке, определенная в (2.12) —(2.16), 91*— класс идеалов, определен
ный в (2.11), m≠0-производящий идеал характера Ξ, d—дискриминант 
поля, Н—достаточно большое фиксированное число, т —показатель Ξ (а).

Тогда в области
-H<Res<H, 

∣lm*∣ = 2π]∕⅛ 

имеет место приближенное функциональное уравнение

Z (s, *)= ∑ 4⅛r + ψω Σ (7-25)ae« be«*
Na<X Nb^Y

(7.24)
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где R определяется следующим образом3 1 .■я—σ -T+eX8 Y 8 , ε>0, дляn-J ±_о L

Ä X2 Y 2,5 J__^rl6 + 4 ° yl6 4

3-4Jt
I≤F,Λ 
jv≤ys+e,

Ξ≠≡o,

Л = ÜQ,
(7.26)

y>ys+e, Ξ = Ξ0, (7.27)3-4kx>r1~44', a ≠ л0. (7.28)

В в (7.25) - величина оцениваемая константой, зависящей от поля К, обра
зующего идеала т и от Н.

Доказательство вполне аналогично доказательству теоремы 2, с той 
лишь разницей, что в леммах 17 и 18 берутся оценки (6.11) —(6.12).
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HEKĖS Z-FUNKCIJŲ ARTUTINĖ FUNKCIONALINĖ LYGTIS 

KVADRATINIO MENAMO KŪNO ATVEJUK. BULOTA
(Reziumė)Nagrinėsime kvadratinį menamą skaičių kūną K su diskriminantu — J<0. Ξ(α)-Hekės antros rūšies charakterio su generuojančiu idealu m≠0. Hekės Z-funkcijos kiekvienai fiksuotai kūno idealų klasei, definuojamos Dirichle eilute
*>≈Σae9?jos konvergavimo srityje Res>l. Kaip žinoma, ([6], [24]), Z (f, ¾) analitiškai pratęsiama į pusplokštumę Res<0 funkcionaline lygtimiZ (j, Ξ, <R) = ψ(s, Ξ)Z(1-s, S, 9?*).Eilei pirminių skaičių geometrijos klausimų, kaip pavyzdžiui, Hekės Z—funkcijų nulinių vietų „kritinėje“ juostoje O≤Res≤l tankio klausimams, naudinga turėti artutinę funkcionalinę lygtį.Šiame darbe išvedama sekanti artutinė funkcionaline Hekės Z—funkcijų lygtis minėto kūno atveju: _

zfc <R>- 2 4⅛z→φw Σ w→ +°wαe9t b∈¾*Wa<A, Vb≤rsrityje — 7Z<Rej<Zf,∣Imi∣=2π]∕-^r,kur Z, У—pakankamai dideli skaičiai, 77 >0.Liekamasis narys R turi keletą formų:1) Tolygiai X, Y, s atžvilgiu, kai X=Y,
J__ i

R=X2 σ∖n2X.Taip pat nurodoma ir daugiau R išraiškų kitų X ir Y santykių atvejais.2) Prie fiksuoto, nors ir gana didelio У, tolygiai s atžvilgiu
>-o *

R=X4 , ε>0, jei X=Y,

o taip pat nurodyti ir kiti atvejai, kai X≠Y.

THE APPROXIMATE FUNCTIONAL EQUATION OF HECKE S Z—FUNCTIONS FOR THE ALGEBRAIC QUADRATIC 
IMMAGINARY NUMBER FIELDSK. BULOTA

(Summary)Let us have an algebraic quadratic immaginary number field K. If Ξ-character Hecke of the second kind with an generating ideal m≠0, than the Z—funkction of Hecke is defini- ting for the half-plane Re 5 > 1 by Dirichlet series
z<i∙ 9,)=Σ -⅜r∙α∈9l

•6 Литовский математический сборник.
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As is veil known ([6], [24]), the function Z(s, 91) can by analytically continued thraug- 
hout the half-plane Res<0 and that it satisfies the functional equation

Z(j, Ξ, 9i)=ψ(j, Ξ)Z(l-s, Ξ, 9l*).
For the some questions of the prime numbers geometry, f. e., to the theorems of density 

of the zeros of Z-functions Hecke’s in the „critical“ stripe 0≤Re<y≤l it is useful to have 
the approximate functional equastion.

In this paper is developed the followed approximate functional equation for the field Kt 

z<j∙w= Σ -¾F+φw Σ i⅛^+ow∙' 
α∈9l be9l*

Na<X Nb≤Y
if

-H<Res<H,

I Im 5 ∣=2π ]∕ dNm .

Where X, Y—enough large number, H>0, d— diskriminant of field.
The rest-term R haves some forms:
1) Uniformly in Xi Y, s

j_ ι
R=X2 °ln2Z, if X=Y,

also is given some other forms or R by X≠Y.
2) Suppose that Y is fixed although enough large, than

⅛+-σ
Λ=X4 , ε>0, if X=Y

and is given some other forms of R too, when X≠Y.
The rest-terms are given suppose that the exponent of Hecke character m < ∣ Im s ∣.


