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1. Пусть Rm-m-мерное евклидово пространство, (х, j), ∣x∣, x = (x1, ..., xm)∈-Rm, j = (y1, ...» ym)≡Rm будут обозначать, как обычно, соответст- 
твенно скалярное произведение и норму: (х, j) = JΓ xiyi, ∣χ∣ = (χ, χ)lf2. Рас- ι = lсматриваемые случайные векторы, векторы и линейные преобразования мы будем считать ти-мерными. Распределение случайного вектора ξ обозначаем Pξj характеристическая функция распределения Pς обозначается ∕ξ.Пусть {ξfc = (ξlb ..., ξmjt)}, к=\, 2, ...—последовательность независимых равномерно ограниченных (скажем, ∣ξjt∣≤C, k=l, 2,....) случай- 

лных векторов. Положим ζn=^ξfc. Основной нашей целью будет доказалательство следующей теоремы.
Теорема. Для существования последовательности линейных преобразова

ний {An} и последовательности векторов {an} таких, что случайные век
торы γ)n — -^л ζ∏ + O∙n

сходились бы по распределению к некоторому невырожденному нормальному 
распределению L, необходимо и достаточно выполнение условияlimD(f, ζn)=∞ при всех t≠0, teRm*.  (1)

* Первоначально мною было найдено другое, более сложное условие. Это условие было предложено в качестве возможного Ю. В. Прохоровым.

n→∞

Замечания. 1) Распределение L можно считать любым фиксированным невырожденным нормальным распределением. В самом деле, если ηn сходятся к некоторому невырожденному нормальному распределению L', то при надлежащем выборе линейного преобразования А и вектора а случайные векторы Aηπ + a сходятся к распределению L.2) Теорему можно сформулировать иначе. Именно: условие (1) является необходимым и достаточным для существования последовательности невырожденных нормальных распределений {Ln} в Rm такой, чтоUm sup ∣Pςπ(E)-Lrt(E)∣ =0, (2)
n→∞ Еесгде С—класс всех выпуклых множеств в Rm.
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Действительно, пусть последовательность {Pηn} слабо сходится к распределению L. Тогда limsup ∣P4jι(E)-L(E)∣ = 0
л—>∞ EεC(см. [1], стр. 665) и преобразования Ап при всех достаточно больших п не вырождены (см. ниже лемму 1). Далее, если ξ-случайный вектор с распределением L и Е—произвольное выпуклое множество, тоI Pζjj (Е) -P^-1(ζ-αn) (£) I = I Pηn (AnE+aπ) -L (AnE+an) |и множество Л“1 (ξ-а„) выпукло. Обозначив через Ln распределение случайного вектора A~l (ζ-an), получаем (2).Обратно, пусть (2) выполнено, χn-случайный вектор с распределением Ьл, и=1, 2, ..., и L —какое-либо невырожденное нормальное распределение. Для каждого л=1, 2, ... найдутся такое невырожденное линейное преобразование Ап и вектор ап, что случайный вектор Aπχn + aa имеет распределение L. Остается заметить, что для любого выпуклого множества ЕI *4 ?л+.„ (£)-L (£) I = IРс„(<' (*-⅛)) -L.(<■ (£-«„)) I

и множество A~1 (E-an) выпукло.2. Этот пункт посвящен следующим двум леммам.Лемма 1. Если последовательность распределений {Qn} в Rm слабо схо
дится к невырожденному в Rm распределению Q, то все распределения Q„, 
начиная с некоторого л, не вырождены.Доказательство этой леммы несложно и использует обычную технику. Мы его опускаем.Пусть {κfc}, k≈l, 2, ...—последовательность независимых случайных 

лвеличин такая, что частичные суммы ×k для всех больших п не распределены нормально. fc=ιЛемма 2. Если для некоторых последовательностей чисел {αn} и {bn}

случайные величины Zn = ⅛2κ*̂*' α"
Λ=l

(3)
сходятся по распределению к невырожденному нормальному распределению, 
то при n→∞ , ∩Доказательство. Характеристическая функция случайной величины (3) равна

Z⅛W-β,"" ∏∕χt(⅛)∙ (4)

Jt=lВыберем сходящуюся подпоследовательность {¼, } последовательности {/>„}: Покажем, что β = 0. →q jА) Предположим, что 0<β< оо. Для любого г, переходя в (4) к пределу при n = nj→ оо, получим
"г

∕wω = ∏∕χ4∏)=
ims—σ*i , 

е
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где ∕w(s)-некоторая характеристическая функция и σ>0, m— действительные числа. Произведение, стоящее в левой части этого равенства, будучи 

nr характеристической функцией случайной величины β ПРИ больших г 
не может быть характеристической функцией нормального распределения. Это противоречит теореме Г. Крамера о разложении нормального закона.Б) Предположим, что β=oo. Тогда последовательность случайных величин ∙fyf∣bnj сходится по вероятности к нулю и

Отсюда непосредственно следует, что для любого г

Это противоречит сходимости величин χπ к невырожденному распределению. Лемма доказана.Замечание. Аналогичный факт имеет место и в многомерном случае. Именно, пусть {κfc = (κ1⅛, ..., ×mk)}, k=l, 2, ...—последовательность независимых случайных векторов такая, что для всех больших п проекция распределения P« ни на какую проходящую через нуль прямую не есть Σ ×kнормальное распределение. Тогда если для последовательности линейных преобразований {Bn} матрицами ∣∣¾>∣∣^,, и=1, 2, ... и некоторой последовательности векторов {an≈(ctfl∖ ..., ⅛)} случайные векторы
л

Хл=Д1 2 κ* + α"

сходятся по распределению к невырожденному нормальному распределению, то 
при n→∞ для всех Ä, Z=l, ..., ш.3. Доказательство теоремы. Не ограничивая общности, мы можем и будем считать, что Mξ*  = 0, k≈∖, 2................Необходимость. В силу замечания 2), п. 1, существует такая последовательность невырожденных нормальных распределений {L„}, для которой выполняется (2). Пусть χn, и=1, 2, ...—случайные векторы с распределениями Ьл, и=1, 2, .... Если r≠0, то, согласно (2), при всех 
xeR1 
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где Ф-функция распределения нормальной (0, 1) случайной величины. По лемме 2 D1/2(/, χn)→∞, следовательно, (1) выполнено, так как в противном случае случайные величины (6 ζn)-M(r, Хл) Dlβ(r, χn) сходились бы по вероятности к нулю.Достаточность. Отметим, прежде всего, что если (1) выполнено, то inf D (t, ζπ)→∞ при n→oo. (5)
∣H=1В самом деле, D (t, ζπ) = D (t, ζ∣c)→ ∞ при n→ ∞ монотонно при каждом 

£=1f≠0 и единичная сфера {r∣∕∣ = l} компактна. Применяя теорему Дини, получаем (5).Из (5) следует, чтоlimsup∣p(—,⅞ω ⅛>(x)∣ = 0 (6)
∏→≈l<l-ι∣ 'd⅜U ) ',l '7

Х€/?‘(см., например, [2], стр. 128). Если обозначить через Ья, п=1, 2, нормальные распределения, первые и вторые моменты которых совпадают с соответствующими первыми и вторыми моментами распределений Pζn, 
п = 1, 2, .... то (6) можно переписать в видеlim sup∣Pζ (£)—Ьл(£)| = 0,

n→∞ Еен I Iгде Я—множество всех полупространств. Отсюда, обозначив через Ап, и=1, 2, ..., линейные преобразования, переводящие случайные векторы с распределениями Ln в случайный вектор с распределением L (L —какое- либо невырожденное нормальное распределение), получаемlim supi Рлпę„(£)-L (Е) 1=0.
n→∞ ЕеН I IТеорема доказана.4. В предыдущих пунктах на преобразования А„ мы не накладывали никаких ограничений. Рассмотрим теперь случай, когда матрицы преобразований An 1) диагональны и имеют по диагонали одинаковые элементы (нормирование константами), 2) диагональны (покомпонентное нормирование). Ниже мы используем обозначения пункта 1.Для существования последовательности линейных преобразований {An} и последовательности векторов {αn} таких, что случайные векторы ηn = 

= Aπζπ + ап сходились бы по распределению к невырожденному нормальному распределению с матрицей вторых центральных моментов || ßA/||” и матрицей коэффициентов корреляции ∣∣pw∣∣j", необходимо к достаточно, в первом случае, чтобыD(t', ζπ)→∞, ПРИ θcex t'∙ '"≠0- (7)
где B(t)= 2 ^Mthtι и во втором случае, чтобы

h, 1=1 
Win→∞,

M(ζ,∙w-Mζfn)(ζz∙n-Mζ∕n) 
(Dζ1∙nDζ7∙n)ιz2

Л j≈ 1, ...» т.
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Докажем первое утверждение. Предположим, что (7) выполнено. Пусть 

Ап — линейное преобразование с диагональной матрицей ∣∣⅛)∣∣'j',, afff=...= 
= a^n=B1∣2 (t)[D1∣2(t, ζn) для некоторого 7≠0, и an= -a<ft(Mζln, ..., Mζmn). Согласно центральной предельной теореме при любом z≠0 последовательность случайных величин

ffl⅛(0 4,,DV⅛⅛-"j («)сходится по распределению к нормальному закону (θ, 2?1/2(f)j. В силу (7) случайные величины
{t, ηn) = (∕, АЛ.+ая)=В*  (Ö ■ ft∙ ⅝7 r∖ω

должны сходиться по распределению к тому же самому закону (см., например, [3], стр. 47). Следовательно, в ωΛπ(0→e^ 2
при всех teRmt что и требовалось.Обратно, пусть последовательность {ηn = ^4nζn+0n} сходится по распределению к нормальному закону с матрицей вторых центральных моментов ∣∣βw]∣7*,  матрицы ∣∣⅛j∣∣f, преобразований Ап диагональны и ⅛,= ∙∙∙=⅛^ = = αw. При надлежащем выборе вектора а для любого ∕≠0 случайные векторы {ty ηn + α) будут сходиться по распределению к нормальному (θ, B1∣2 (r) j распределению. С другой стороны, так как D (f, ζn)→oo при всех r≠0 (это вытекает из доказанной теоремы и легко также установить непосредственно), то случайные величины (8) сходятся по распределению к нормальному распределению (θ, В112 (t) j. Следовательно (см. [3], стр. 47), при всех t≠0 α(")pιz2(r, ζw) в1/2(Ои, стало быть, (7) выполнено.Второе утверждение нетрудно доказать с помощью известных многомерных центральных предельных теорем. Мы не будем останавливаться на этом подробнее. Поступило в редакцию1.ХП.1962
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DAUGIAMATĖS RIBINĖS TEOREMOS KLAUSIMUV. SAZONOVAS
(Reziumė)Tegul {ξjt}, Λ=l, 2, ... yra nepriklausomų tolygiai aprėžtų iš Rm vektorių seka. Tegul {√4,l}, л=1, 2, ... yra tiesinių transformacijų seka ir {αn}, n=l, 2, ... — vektorių seka.

ЛTada An ∑ ξk+α∏ pasiskirstymai tam tikriems {Ąn} ir {a„} konverguoja į neišsigimusi normalini pasiskirstymą tada ir tik tada, jeigu d(∕, ∑ ξjtj→oo, kuomet n→∞ kiekvienam 
tεRm. k=i

ON MULTIDIMENSIONAL CENTRAL LIMIT THEOREMV. V. SAZONOV
(Summary)Let {ξj⅛}, Λ=l, 2, ... be a sequence of independent uniformly bounded random vectors taking theirs values in Rm, Let {Λn}, n=l, 2, ... denote a sequence of linear transformations and {α∏}, λ=1, 2, ... be a sequence of vectors. Then the distributions of

Л

An ∑ ζk+a∏ converge for some { An } and { a,l} to a nondegenerate normal distribution if and only if D^r, ∑ ξfcj→∞ when n→∙∞ for every teRm.
k=∖


