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О ЛОКАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ ДЛЯ ПЛОТНОСТЕЙП. СУРВИЛА
В настоящей работе доказывается теорема о сходимости плотности нормированной суммы независимых случайных величин к плотности нормального распределения. Условия, налагаемые на случайные величины последовательности, весьма просты.
1. Пусть ξχ, ξ8, .... L, .. (1)последовательность независимых случайных величин, каждая из которых имеет плотность распределения pk(x)≤Ck, дисперсию Z>ξjfc = σj и Λfξjfc = O, fc≡l, 2, .... В дальнейшем такую последовательность будем называть последовательностью (1).Обозначим

лл

φjk(0, fn (0 -характеристические функции ξ⅛ и Sn соответственно. Плотность нормированной суммы Sn будет обозначаться через pn(x), φ(x) обозначает (О, 1)—нормальную плотность.Для каждой плотности pk(x) подбираем константу Ck≤tCk и функции 
pk(x), Pk {x) определяем следующим образом:I Ра(х), если pft(x)≤Cfc,I Q, если pk(x)>Ck,

О , если pk(x)≤Ck,∖ Pk(x)-Ck, если pk(x)>Ck.Очевидно, что тогда pk(x)≈pk (x)+pk (x)∙ Пусть
°k≈ f x2Pk(x)dxi σ2 = J*  x2pk(x)dx,

л

к-1

— со — со
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Qk(C)= J pk(x)dx.

— даТогда будем иметь, что B2n=B2+B2.Через maxωσfc обозначим z-ый максимум совокупности
1 ≤fc≤π σ1, ..., σπ, (maxωσfc≥max0,σjt≥ ...).

l≤Λ≤n l≤fc≤π2. Теорема 1. Если последовательность (1) удовлетворяет условиям:1. имеет место центральная предельная теорема,2. существуют такие конечные числа M и N, что

σ2kC2≤M и CkQk(C)≤NCk, k=∖,2,...,3. ⅞+∑-⅝P-=^.
Jt=ι
п4. ∑β*(Cj  = 0W∙

fc=l

то равномерно относительно х

Рп (х) → φ (х) при n→∞.

Следствие. Если последовательность (1) удовлетворяет условиям:1. имеет место центральная предельная теорема,2. σ2C%≤M, k=l, 2, ..., где М константа,то равномерно относительно х

pn (х) → φ (х) при и → оо.Действительно, если σ∣C∣≤Λf, то можем брать Ck = Ck, тогда βfc(C) = O, Jt≡l, 2, ..., и все условия теоремы удовлетворяются.
Теорема 2. Если последовательность (1) удовлетворяет условиям:1. имеет место центральная предельная теорема,2. существует конечное число М такое, что

<52C2≤M, Л=1, 2, ...,3. max σ⅛≤2fp, min σ⅛≥B~je,
l≤λ≤n l≤∕c≤n

где p и R положительные числа, причем p<l, a R—конечное, то для всех 
х и 0≤tm≤2 I х ∣m ∖pπ (x)- φ (х) ∣→0 при n→∞.

Следствие. Пусть { ξjfc} — последовательность одинаково распределённых случайных величин с Z>ξ⅛ = σ2<∞ и Λfξfc = O. Если существует число т такое, что распределение суммы ξι + ξa + ... + ξm имеет ограниченную плотность, то для всех х и 0≤m≤2l*ΓIA*W-φ  Wl→θ при w→∞∙Действительно, обозначивζfc+l = ζfcm-t-l + ζkm+2 + . . . + ξ(λ+l)m » получаем новую последовательность {ζfc}, для которой все условия теоремы 2 удовлетворяются.



О локальной предельной теореме для плотностей 227
3. Для доказательства указанных теорем нам понадобятся несколько лемм.Лемма 1. Пусть случайная величина с характеристической функцией 

f (t) имеет плотность р(х), не превосходящую С и дисперсию σ2, тогда при Į11 ≥ πσ-1, ι∕ωι≤eχp(-δ⅛-),
где а—абсолютная константа. ↑Эта лемма является обобщением одной леммы Ю. В. Прохорова.Доказательство. Случайная величина ξ имеет плотность p(x)≤C и Z>ξ = σ2. Тогда разность ξ-η, где ξ и η независимы и распределены одинаково с плотностью р(х), тоже имеет плотность q(x)≤C и Z>(ξ-η) = 2σ2. Имеем l∕Wla=sW = J costr^(x)d⅛=l-4 J sin2-^ q(x)dx.

— 00 оТак как g(t)=g(-f), то нам достаточно брать положительные t.Пусть max gW=g⅛) = l~δ,
u ∣r∣≥πσ 1тогда J sin2∙^⅞(x)<fr = -∣- . (2)

ОМножество (0, оо) разбиваем на два множества(О, oo) = -R1U jR2> гДе 3?i = |x:x>0, sm2-^∏≥ε},
-K2 = {xzx>0, sin2-⅛^-<ε} = { xzθ≤x≤α ]∕ 2σ, sin2-⅞^-<ε∣U (3}

U∣xzx>α]∕2σ, sin2-^-< ε } = ∕¾,> U R^∙

Здесь а > 1, 0 < ε < 1 и будут подобраны позже.Очевидно, что
∫ sin2 ⅞τ⅛(x)√x≥ε ∫q(x) dx = εQ(R1). (4)

0j RlСогласно соотношениям (2) и (4) имеем2(Λ)≤⅛∙ (5>Так как e(¾)=4--β(¾)
И 0(⅞) = 0U⅛,>) + β(¾2>)= f^ω^+ [q(x)dx,

а
<={x.x>Ql∕ 2 σ},

15*
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и поэтому β(Λ⅛2,) = f V(x)dx≤ f 9(×)dx<-^-, ji<2) O∕2σто используя неравенство (5), легко получаем ew>÷(ι-÷)-⅛.то есть (6) Известно, что ∣sinz∣>-^-(z),
где через (z) обозначено кратчайшее расстояние до целого кратного числа π, т. е. (z)=min∣z-fcπ∣,где минимум берётся по всем целым к. Поэтому, если только Į sin (z) Į < < У ε, то тем более — (z) < У ε. И так получаем, что 

∕ζl><=∣x!θ≤x≤βV2^σ, [⅞-y^∣< ”Уе , k = 0, 1, ... ∣ = Λ<l>,и, следовательно,
β(*< 1>)≤2(⅜1>). [(7)

Но так как 0≤x≤αy2σ, то 0≤^≤ g^σ-+-^ζe . Поэтому, при t0≥ ≥πσ-1, число интервалов множества J¾1> не превосходит -^[(1 +а]/2)<з^+ +πyεj. Простым подсчётом получаем, что β(⅜1>)≤-⅛^[(l+αV2) + ⅛-].
Имеем, что ε<l, а f0>πσ~1. Поэтому

β(j⅛l>)≤-≡⅛-(αW+2). (8)Согласно неравенствам (6), (7) и (8), имеем, что≠l.1⅛>,L(Δ±.I)
ИЛИ _3 δ>2ε-⅛^--2ε2 σC(α]∕2+2).Обозначим УТ=м, и из неравенства (9) получим δ> max [2ua-~1 — 2м®аС(аУ2 + 2)1. 0<u<1 L « JЛегко находим, что этот максимум достигается, когда
Следовательно,

2(a,-1)U 3σCα>(αy∑+2)§>________8(o,-1)8_χx 27 σt Caα∙ (а У 2+2)∙ ’

(9)

(Ю)
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Надо лишь удостовериться, что ^∣∕ε=κ, найденный по формуле (10), действительно меньше единицы.Известно, что σ≡C≡>⅛. (11)
Поэтому из неравенства (10), используя неравенство (11), получаем7 3α2(α]∕ 2+2)если только α>l. Такое а мы всегда можем взять, так как её мы выбираем по произволу.Число δ не зависит и от а. Поэтому~ 8 (αs-l)3 α1*' 27σ∙C> ““ β∙(al∕2-+2)> ∙≈,C*  '/д2_ П8Ясно, что a1>0, так как функция ■ положительна приИз соотношения (2), используя последнее неравенство, получаем при 111 > πσ"1, что

а> 1.
l∕WI2≤ 1—сыг (12)Следовательно, при ∣ d > ~ » имеет место неравенствоl∕(0l≤eχp(-c⅛-).

Здесь a = -γ->0.Тем наша лемма доказана.Лемма 2. Пусть случайная величина с характеристической функцией f (t) 
имеет плотность р(х). Если при отсечении этой плотности на уровне 
С мы получаем 0 < β (С) < -į- и σ2 < оо, то при 111 ≥ πσ~1

1/(01где а —абсолютная константа.Доказательство. Имеем p(x)=p (x)+^(x). Пусть
p*(x)  = λp(x), где λ~1= ∫ p(x)dx— ООИ ∕>**(x)  = μp(x), где μ-1= J р (х) dx = Q(C),— ООтогда

P(x) = γP*  (x) + 7P**  (χ)-Очевидно, что р*(х)  и p**(x)  суть плотности, а λ-1 + μ^1=l. Поэтому будем иметь∕(t)=λ-l∕*W+μ- 1∕**'(O  И ∣∕(0l≤l-λ-1'[l-∣∕*(∕)∣].Так как λ^1=l-β(cj, тоι∕wι≤ι-[ι-β(0][ι-ι∕*ωι]∙ (13)
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Имеем, что
и

x2p*(x)dx  = λ J x2p (х) dx = η—•
Используя неравенство 12, получаем при 111 ≥ π ]∕1 - Q (С) σ^1I/*  (г) |2≤ I —⅛z6<0IL' ,, C2 σaили I/*  (/) |2 ≤ 1 - -0tl [1 _g.(C)]81 7 2CaσtПодставляя в неравенство 13 это выражение, получаем, что при ∣∏>πσ~1 

I∕(θ∣≤1- α,tI¾91* (14)
ИЛИ _[∕w∣<≈p{- -"¾ιa |. 
что и доказывает лемму.Очевидно, неравенство леммы будет тривиальным, если 1 — 4 Q (Č) < 0.

Лемма 3. Пусть случайные величины последовательности независимых
случайных величин {ξjfc} имеют плотности pk(x) и Z>ξfc = σ∣, к=1, 2, .... 
Если удовлетворены следующие условия:1. Существует конечное число М такое, что к = 1, 2, ...,

2∙ ⅛=Σ-⅛P→9∙
Jt=l cfc

то для достаточно больших п, при 111 ≤ πBn ( max σ⅛)-1, имеет место сле-
1 ≤fc≤n

дующая оценка ∣∕n(0∣≤exp(-c<2).
где с > 0 — константа, зависящая только от Μ. Доказательство. Согласно неравенству (14), имеемI . ( ΠLι «1 [l-40fc(C)]H⅛Jls≡1—⅛∙¾—’если только ∣r∣>πB σf1. Воспользуемся следующей леммой Крамера [1]. 

Если f (t)—характеристическая функция такая, что ∣∕(0l≤α< 1 nPu I ∕ I ≥ Ь, то при Į11 < b .∣∕(0l≤ l-(l-α2)-⅛- -< чВ нашем случае из этой леммы следует, что при 111 < πBn 1I ∏ \ |_______f α∕≡[l-4β⅛(C)] 1h⅛)Hexp(----- —)• (15)
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Л __ _Так как C½σl≤M, то У -4-≥B2ΛZ~1. HozB2=B2-52, следовательно, ис-

К К ЯяД л Л Л Л
fc=ιпользуя условие второе, получаем при больших п

αι>θ∙
fc=l kОбозначив ⅛ = c, получаем при I r| ≤πBπ ( max σλ)-1, что

М l≤fc≤n∣Λ(()∣≤exp (-<№).4. Доказательство теоремы 1. Так как случайные величины последовательности (1) имеют ограниченные плотности, то и нормированная сумма тоже будет иметь плотность, и
00PnW = ⅛∙ f e-i'ltfn(t)dt.

— 00

(16)

Следовательно, 00 А __ 2π∣p,(x)-φ(x)∣≤ J IΛW~e 2∣Λ≤ f IΛ(0~e 2 ∣Λ+ f e 2 dt + 
-∞ —A ∣∕∣>√4+ ∫IΛW∣Λ+ ∫IΛW∣Λ +

Λ<∣r∣≤πB ( max σi,)"^1 лВ_( max σi,)- 1≤∣f∣≤πB-( min σt)-1 
π 1≤A≤∏ K n l≤Jt≤n*  nl≤k≤∏

+ ∫ιZωι<ft=7ι+Λ+Λ+⅛+A∙ 

∣f∣>πB( min σt)~1
n l≤fc≤n rИз первого условия теоремы следует, что для любого конечного Z1→0, если w→ ∞.Очевидно, для любого ε>0 можем найти Λ0 = √40(ε), такое, что__Z2 = J e 2 dt<z, если только А > Ао. ∣t∣>AИспользуя лемму 2, получаем, чтоZ3≤ Г e~ct'dt,

I t∖>A

(17)

следовательно,

А (18)
(19)

Z3→0, если A→∞, так как ехр (- с?) - интегрируемая функция.При оценке Z4 поступаем следующим образом7ι= į\M)\dt + f∖f.(t)∖dt =/<'>+7®.
Из неравенства (15) и леммы второй получаем при ≤ I d ≤ maχw⅛"

1≤Λ≤∏ l≤Λ≤n

Л«> 1 ≤ =.р {⅞(∑ ≡a --⅛∏i-)- -J--⅜,a Į.

(20)
(21)

4-1
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Здесь r1 находим из условия maxωσ⅛ = σn. Рассуждая как и при дока- 
1 ≤ к ≤ л τtB πBзательстве леммы третьей, получим, что при max<i)-~ ≤ I И ≤ ^max(2)⅞~ »

_ l≤∕c≤π l≤⅛≤n∣∕,(0∣≤exp(-c<2),где с > 0. Следовательно, Z<υ→0 при n→∞. (22)Далее, используя неравенство (15), получаем, чтоZ<2>≤Bw∙exp∣ - ¾πa max<a> σjt l≤fc≤n (Σ l-4gn(O
Ск '

l-4grx(O l-4gn(O \ Į.
С\ Сгя ' J• J I φ∣∙, (011 φ,. (')I dt.

— ooИз неравенства (16) и условий теоремы следует, чтоV l-4gfc(Q l-4gr1(Q l-4gr1(C) > оа д2
£ cik с\ с\ 'M**Кроме того, имеем, что α2>θ∙

(23)
(24)

[ f ∣φr1ωι∣Φnω∣Λ]2≤ f ι‰w∣2<*∙  ∫ ∣φ,,wi∙λ∙
Используя представление λW=P*W+ λW и соотношение [3]j 1/(0 ∣2Λ= J" [p(x)]2dx,

— СО —соа также второе условие теоремы, получаем неравенство
f ∣,⅛(0l2Λ≤(tf+i)c*.— 00r1, r2 подбираем из условия maxωσfc = σ,., z=l, 2. Тогда будем иметь l≤Λ≤n∫∣φn(f)∣2<ft≤C,,.^+l), 1=1, 2.

— соОтсюда, используя условие C2σ2≤Λf, находим
f ∣φn(0IW0Λ≤-≡-∙ (25)

— СО 1 ≤Λ≤nИз неравенств (23)-(25) и следует, чтоZ∞→0, n→oo. (26)Оценим интеграл Z6. Согласно лемме второй и второму условию теоремы, имеемZ5≤BnZ>exp∣ — --^γ[λ-4 2 0λ(C)]} f ∣φ1(0∣∣φaω∣Λ≤I fc=l 9 -∞≤Z>l∕C1Cs⅛exp{ -⅛[n-4∑ β⅛(C)]} .
' Λ=l 9
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Из четвёртого условия теоремы имеем, что n-4∑Qk(C)≥a3n, а3>0, а из Ar=lпервого условия теоремы следует, что Bn = o(eβn) для любого β > 0, следовательно, ∕5→oo при n→∞. (27)

Утверждение теоремы следует из соотношений (17)-(20), (26) и (27). Доказательство теоремы 2. Теорему достаточно доказать только для ти = 2, так как справедливость её при m = Q очевидна. Когда m = 2, имеем
® ⅜1 А __ t*‰⅛M-φ(x)∣≤ f ∣Λ"(')-(*  2)"∣Λ≤ f ∣Λ,ω-(e^2r∣Λ+

-∞ —А

∣Λ+ f i/;
πB

А < 111≤---------max σlt, 
l≤Λ≤n κ

+ f LC<')∣Λ+
max σt, min a∣r∖≤k≤n κ l≤fc≤n *

+
I r I ≡=

f IΛ(*)I
nBn ‘ 

min Oį. 
l≤∕c≤n k

dt = Iι +12 +18 ÷ I4 + I5. (28)
Для оценки Z1 используем следующую лемму [2].
Пусть {kn(x}}-последовательность плотностей с нулевыми средними и 

дисперсиями равными единице и пусть kn(x)→k(x) при n→∞ равномерно, 
где k (х) — плотность с нулевым средним и единичной дисперсией. Если 
{hn(t)}-последовательность соответствующих характеристических функций 
и h (t) — характеристическая функция плотности k(x), то h"n{t)→h"(t) при 
n→∞ равномерно.Последовательность {pn(x)} и φ(x) удовлетворяют требованиям леммы. Поэтому

Λ^W→(e 2)' при n→∞
равномерно. Следовательно, для любого конечного АZ1→0 при n→∞. (29)

Так как (е 2)" = (r2-l)e 2, то для любого ε>0
∕2 = f Γr≡-l∣e 2Λ≤ε, (30)

∖t∖>Aлишь только А достаточно велико.
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Заметим, что
да itx да iθtx

φ*(⅛)=  f (1+∣^)⅛ΛW*и, следовательно,
а (31)

(32)Но так как
г=1 

r+J≠k

Λ∙<-> - ∑⅛ ½) π√⅛)÷ ∑⅛ ⅛) ∑ ⅛ (i) ii - (⅛) ∙ <3≈>fc=l J=l Jt=l √=1
j≠k J≠kто, согласно неравенствам (31) и (32), получаем

п∣Λ^WI≤(i+<2) max ∏ ∣φ⅛-)∣∙ l≤√≠Ar≤n “ I r∖-β∏∕∣
r≠J≠kИз неравенства (15), имея в виду то, что βjt(C) = O, fc=l, 2................получаем при 111 ≤ πBn (max σjfc)-1,l≤fc≤π

∏ H⅛)Hp{ --⅛(∑⅛-1^⅛)) ∙

r≠j≠kИз неравенства C^σ2≥-i- следует, что2 max -^j-≤24 max σ≡ . l≤fc≤n Cfc l≤Jt≤o

(34)

Поэтому, согласно второму и первому условиям теоремы, имеем для достаточно больших п 2 ∖ α4 max 1≤Λ≤∏ ck/ Мгде α4>0. Обозначив через α6, получаем при ∣f∣≤πBπ(max σfc)~1 
m 1≤Λ≤λ

maχ ∏ l√√-)l≤e4>{-<⅞'2}∙l≤y≠fc≤Λ I \л /1 (35)
r≠j≠kИз неравенств (34) и (35) следует, что при ∣r∣≤πBn(max σ*)~ 1 _ l≤fc≤∏∣∕j,(f)∣≤(l + r2)exp{-α5ta}.Используя это неравенство для оценки 73, получаемZ3≤ f (l + φ-fl∙',Λ→0, (36)

11 ∖>Aесли только A→∞, так как t2e~a*t* — интегрируемая функция.
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Для оценки J6, используя неравенства (32) отношения (33), получаем, что

Г (∑M∣ξjt∣y- IΛ'WI≤ 1+ д; —

В„ ИЗ СО-

-1 max ∏ ∣φr(j-)l∙
Jl≤7∙≠fc≤n I ∖-θn∕∣

r≠j≠k
лИзвестно [1], что £ м I ‰ I ≤ 1/иВ„, следовательно,

⅛=ι
л∣Λ(0l≤(n+l) max ∏ ∣Φr(y-)l ■

ι≤y≠jt≤n I ∖-0n∕∣
r≠j≠kИспользуя лемму 1, получаем

ооI6≤(n+l)exp{+ f IΦrlWII<Pr.(O∣Λ≤
≤(n+l)]∕C,,C,,Bnexp{ --^-n +

Согласно соотношению Bn = o(eβn), β>0, имеем
I5→0, λ→oo.Теперь оценим I4. Используя неравенство (34),

48α Į 
M J*

(37)можем записать
в3I ≤ с—r-2—V • min а?l≤fc≤n f

---- - ----- ≤∣ 11≤ max σlr

∏ lφ,W∣Λ∙ 
r=>l 

r≠j≠k

max
n l≤7≠fc≤π

----- .u, min σfc 
I≤k≤n l≤fc≤πИз неравенства (15) легко заключаем, что при ∣∕∣>π(max σjt)~1,

1 ≤Ar≤nmax ∏ I<pr(r)l≤l<Pl.WII'Pi..WI∞P∣ •ι≤√≠fc≤n x *.  I М max с? )
r≠j≠k l≤*≤nгде A'≤48. Следовательно, согласно третьему условию теоремы, верно неравенство будет

I4 ≤ <⅛3+2t exp I - В«1 -о’} →0, (38)при n→∞.Утверждение теоремы следует из неравенств (29), (30), (36)—(38).Считаю своим приятным долгом выразить благодарность В. А. Стату- лявичюсу за внимание к настоящей работе.Институт физики и математики Академии наук Литовской ССР Поступила в редакцию20.1.1963
ЛИТЕРАТУРА1. Г. Крамер. Случайные величины и распределения вероятностей, Москва, 1947.2. W. L. Smith. A frequency-function form of the central limit theorem, Proc. Cambridge Philos. Soc., 49, 3 (1953), 462-472.3. E. Титчмарш. Введение в теорию интегралов Фурье, Гостехиздат, Μ.—Л., 1948.
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APIE RIBINĘ LOKALINĘ TEOREMĄ TANKIAMSP. SURVILA
(Reziumė)Tegu {ξj⅛}-seka nepriklausomų atsitiktinių dydžių su tankiais p∕c(x)≤Q, Λf‰=0 ir л n

D⅛k=<⅛, k==lt 2, ir σL Pn(χ)~normuotos sumos X ξfc pasiskirstymotankis. k= i k=iDarbe duodamos pakankamos sąlygos, kad nurodytai sekai galiotų pareinamybės:1. Tolygiai pagal xt ∣pn(x)—y— e 2 ∣→0, kai λ→co,i je* 
e 2 →0, kai n→∞.V 2π I2. Tolygiai pagal x ir 0≤m≤2, ∣ x |m

ÜBER DEN LOKALEN GRENZWERTSATZ FÜR DEN 
DICHTEFUNKTIONENP. SURWELA

(Zusammenfassung)Es sei ξ1.ξ≡, ∙..,ξn,... Оeine Folge unabhängigen Zufallsgrößen mit den Dichtefunktionen pk I x I ≤ C⅛, mit den Mit- 
ntelwerten Λfξ⅛=O und mit den Dispersionen Dξjt=σ]I, k=l, 2, ..., <⅛ und p(x)-j л k≈∖die Dichtefunktion der normierten Summe ∙^- ξj⅛.

n k=lIm vorliegenden Artikel gibt man die hinreichende Bedingungen, daß für die Folge (1 ) der Zufallsgrößen die folgenden Relationen:I 1 ~i1. Gleichmäßig in x, A∣(*) —ту— e 2 l→oo, wenn n→∞,I V 2π I2. Gleichmäßig in x, und für alle m (0≤m≤2),I- 1 i∣x∣m ∣P∏(*) —y— e 2 →0, wenn λ→oo.gelte.


