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НОВЫЕ ТЕОРЕМЫ О СВОЙСТВАХ „ПОЧТИ НАВЕРНОЕ“ РЕАЛИЗАЦИЙ ГАУССОВСКИХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ
В. Г. АЛЕКСЕЕВ1. Настоящая работа явилась результатом исследований, связанным с задачей о выделении случайного гауссовского сигнала на фоне случайного гауссовского шума. Одним из возможных подходов к нахождению достаточных условий возможности безошибочного выделения таких сигналов является использование теорем о свойствах „почти наверное“ реализаций гауссовских процессов, позволяющих установить ряд случаев, когда реализации „чистого шума“ и „суммы шума и сигнала“ с вероятностью 1 будут обладать разными свойствами. Некоторые полезные для этой цели теоремы о свойствах „почти наверное“ содержатся в работах Бэкстера [1], Козина [2], Гладышева [3] и автора [4] (см. также обзор Яглома [5]). Во всех этих работах основную роль играет функционал (1-1)от реализации гауссовского случайного процесса ξ(f), заданного на интервале 0≤∕≤l, и доказываемые теоремы о свойствах „почти наверное“ имеют характер „усиленных предельных теорем“, относящихся к поведению функ-

По предложению А. Μ. Яглома автор рассмотрел вопрос об усиленных предельных теоремах, относящихся к более общим функционалам, представляющим собой квадратичные формы от приращений процесса ξ(f) на отрезках Δfr≈I , -£-J (j=l, 2, ..., л). Оказалось, что на этом пути удаётся получить ряд новых теорем о свойствах „почти наверное“ реализаций гауссовских процессов, позволяющих существенно расширить условия возможности выделения сигнала, указанные в работах [1-4]. Доказательству этих теорем и будет посвящена настоящая статья. Основные результаты работы были приведены без доказательства в заметке [6].2. Все рассматриваемые в дальнейшем случайные процессы будут предполагаться вещественными процессами со стационарными гауссовскими приращениями и средним 0, имеющими спектральные плотности и заданными на отрезке 0 ≤ t ≤ 1. Спектральную плотность процесса ξ (t) мы будем обозначать через ∕ς(λ), а через Bς(z) обозначим его структурную функциюι⅛(0=M∣ξ(0-ξ(0)p. (2.1)
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Рассмотрим разбиения отрезка [0, 1] на п равных отрезков ∆(z (у=1, 2, ..., л). В дальнейшем нам будет удобно считать, чтол = 3" (m=l, 2, ...). (2.2)Пусть An (ξ) = II (ξ) || - матрица ковариации -последовательных приращений процесса ξ(z) на отрезках ∆(z. Тогда нетрудно показать, что
С° k-) λ⅛>(ξ) = 4 f е ’ sin≡A√ξ(λ)dλ ==÷IM^)-2¾m+√^)] <2∙3>

(j, k= 1, 2, ..., л) и 5 00 ОО s sjn λ∕~∖'-ĮSp[ ∏ Λ(¾)] = 2- ∫ ... f ∏ —⅛- sin*⅛∕√MΛ⅛ (2.4) 
y≡ 1 _ оо — со j≡= 1 Sl∏ gzι(λ0 = λsj s=2, 3, ...),где Sp√4- след матрицы А. Если условиться считать, что = л, то формула {2.4) остается справедливой и пди 5=1. Нам понадобится также формула, выражающая Sp Aπ (ξ) Aπ (η) через структурные функции процессов ξ(θHη(^spΛ<ξ>∕i.<,>-⅛(I)⅛⅛)+⅜∑(ι-I){[ι>.(Ji!-)-

В дальнейшем нас в первую очередь будет интересовать процесс η(∕), спектральная плотность которого может быть представлена в виде ∕η(λ) = =∕ξ(λ)+∕ζ(λ), где ∕ς(λ) и/į (λ) — неотрицательные функции, удовлетворяющие некоторым специальным условиям. Иначе говоря, мы будем рассматривать процесс η (г), представимый вя виде суммы некоррелирующих между собой процессов ξ (г) и ζ(f), которые мы условно будем называть соответственно ,,шумом“ и „сигналом“. Ниже будут сформулированы некоторые теоремы, позволяющие безошибочно выделить случайный „сигнал“ ζ(∕) на фоне „шума“ ξ(r). При доказательстве этих теорем мы будем широко пользоваться теорией рядов Фурье (см., напр., Шилов [9] гл. VII, § 1, Бари [10] гл. I, § 47). Неоднократно будет использована теорема 1 § 4 работы Никольского [7], дающая оценки остатка сумм Фейера 2π- периодических функций при различных условиях гладкости. В дальнейшем изложении эту теорему мы будем называть просто теоремой Никольского.3. Обозначим через xn л-мерный вектор приращений процесса η(f) на отрезках ∆r7 0=1, 2, .... л). Пусть, далее, Qx(xn) = XnAa(∙χ) х„-квадратичная форма относительно хп, где An (χ) —матрица ковариаций приращений на отрезках ∆ry некоторого вспомогательного процесса χ(r) со спектральной плотностью √χ(λ).
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Теорема 1. Пусть при больших ∣λ∣∕.(λ)≤-≥- ' ∣λ∣β, ∣λ∣α∙ +°(∣λ∣-)’1 7где 2≤α1 + y = α2≤γ. Тогда, еслиΛ,W=⅛+√-τ⅛).
где o⅛ + β = 5, то с вероятностью 1

v 4 л1lim -τ~1----m→oo 4πln∏
® ∞ • » λg

sm 2 λ 1-⅛-sin≈⅛∕χ(Xa)rfλa} = c,, sto*-2Γ^

(3.1)
(3.2)
(3.3)

(3.4)
{βχ(‰)-

-16 f sm*A√ξ(λ1)dλ1 ∫
где п определяется соотношением (2.2).Доказательство. Обозначим через κj и μ5 соответственно s-ый семиинвариант и j-ый центральный момент распределения квадратичной формы 0χ(xn). Тогда (см., напр., Гренандер и Сеге [11], раздел 11.5)κ, = (s -1)! 2—1 Sp {[А„ (ξ) + An (ζ)] An (χ) }‘ (3.5)и далее (см. Крамер [8], раздел 15.10)μ4 = κ4 + 3κ≡.Из (3.5) и (3.6), в частности, следует, что (3.6)

μ4≤ 15 ×l.Используя формулы (2.4) и (3.5), находимM0χ (хя) = κ1 = Sp [А„ (ξ) + Aa (ζ)] An (χ) =
(3.7)

λl~λa⅛- sin2 £ ∕χ (λ8) rfλ2 + Sp А„ (ζ) Aa (χ). (3.8)
~2n~

г λ г sin>= 16 f sin⅛∕ξ(λ1)rfλ1 f-------⅛ -‰ sin≈Предположим сперва, что 2<o⅛<3. Вместо Sρ Hn(ζ) An(χ) мы будем вычислять Sp4ι (ζ1) i4fl(χ1), где ζ1(r) и χ1 (/) —процессы такие, что
и, следовательно,

∕ζ1 (λ) — c21 λ Į a∙, ∕χι(λ) = ∣λ∣-β
2π<⅛(aa- l)π ч sin 2 ~ Г (aa)5x,ω= sin Γ(β)

(3.9)(3.10)
(З.Н)
(3.12)

Пользуясь формулами (2.5), (3.11) и (3.12), можем показать, чтоSp^(ζ1)Λ(χι) = ^⅛≡A + θ(⅛). (3.13)
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Отсюда нетрудно вывести, что при 2<α2<3SpΛ(ζ)Λ(χ) = -½⅞⅛ + o(⅛). (3.14)Легко доказывается равенство (3.14) и в случаях α2 = 2, β = 3 h^o⅛ = 3, β = 2. Действительно, пусть, например, o⅛ = 2, ∕ς (λ) = c2λ-≡. Тогда Λn(ζ1) = где Еп—единичная матрица порядка л, и в соответствии с (2.4) SpΛ.(ζJΛ(χ)≈-⅛≥-SpΛ.(¾)≈ 4mi^1'π', +o(-¾l)• (3.15)Отсюда легко следует (3.14).Рассмотрим теперь случай, когда 3<a2≤y. Пусть λo>0. Введем в рассмотрение процесс ζ2(∕) со спектральной плотностью. I 0 . если ∣λ∣≤λ0∙'ς,' ' I ¾∣λ∣^∙∙. если ∣λ∣>λ0и вычислим Sp An (ζ2) Aπ (χ1). В соответствии с (2.4), (3.10) и (3.16), будем иметь
(3.16)

(3.17)I t**+2iπ ∣9 ] dμ*'
Отсюда, пользуясь ограниченностью сумм Фейера от ограниченных функций и теоремой Никольского, находим spΛ(w^ω-⅛ ∫⅛ / λt —π π . . Λ(μι-μt)sm~2------  ..μ.----------------------- sιna X 2∞sin∙-⅛0⅛-

4.∑-ij⅛ir]*÷o(⅛r)⅛÷°⅛)-

n 
--⅛⅛÷o⅛)-j⅛ut÷°(⅛

*—<
■ Таким образом, Sp^(ζJΛ(χ1) = -±¾≡i + θ(-l)- (3-18)Пользуясь (2.4), (3.18) и теоремой Никольского, нетрудно показать, что ∣SpΛ.(ζ)Λ(χ)-SpΛ√ζ1M√χv∣=o(-!^-). (3.19)
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уИз (3.18) и (3.19) следует, что в случае 3<αa≤-^- справедливо (3.14). Сопоставляя (3.8) и (3.14), имеем

? λ г sin, ~2λ* λMβχ(xfl)=16 ∫ sina⅛∕ξ(λ1)¼ f sina⅛∕χ(λa)dλa +— 00 —00 sin, 2^+ *∑⅛i + o(jIIΛ). (3.20)
Воспользуемся равенством (3.13) (случай 2<o⅛<3) для оценки одного интеграла, который понадобится нам в дальнейшем. В соответствии с (2.4) имеет место равенство (ср. (3.17))

SpΛ.(ζ1)Λ.(χ1)= 16c2 f sin2-^-^ ∫
-оо 111 —ооК π sin, "<⅛-∣⅛).

_ ct Į *⅛ι f______________ 2_______",J ∣fh∣*-2J rin∙-e⅛i⅛-
Сопоставляя (3.13) и (3.21), находим. . w(μι-μ¾) sl° 2 ⅜⅛ _ 4πlnn / _1_\..μ1-μ∙ ∣u∙∣s^2 ~ "• ∖∣>')sm,-----g-----(2<o⅛<3, αa + β = 5).Переходим к оценке семиинварианта κ2, имеемκa = Dρ√xn) = 2Spμ√ηM√χ)]≡.Предположим вначале, что 2 ≤ a1 ≤ . Вычисление правой частизаменим вычислением 2 Sp [An (η1) An (χ1)]2, где χ1 (/)-процесс, определённый выше (см. (3.10)), а η1 (/) —процесс со спектральной плотностью∕η, (λ)≈cιlλ∣-a,.Ниже будет показано, что2 Sp [А„ (η1) An (χ,)]2 ≤ -32ζ^1°" + о (А) .

π πI f 4⅛ f ",J lt⅛l,,∙^2J sin∙

÷<>(÷)∙ (3.21)

(3.22)

(3.23)(3.23)
(3.24)
(3.25)Отсюда, пользуясь дважды тем фактом, что дисперсия суммы двух случайных величин не превосходит удвоенной суммы их дисперсий, нетрудно вывести, что при 2≤a1≤-∣-κs = 2 Sp μ. (η) Л. (χ))≡ ≤ -12.8^l°', + о (-⅛-) (3.26)или, более грубо, ×,<O(⅛). (3.27)
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5 5В случаях α1 = 2, β=-5- и a1 = -5-, 3 = 2 соотношение (3.25) легко выте- * 5 9кает из (3.13). Рассмотрим случаи 2<a1<y, β=-y-a1. Воспользуемся вытекающей из (2.4), (3.10) и (3.24) формулой
2Sp[Λ(η1)Λ(χ1)]≡=2≡cJ λj dλγ

2” ∣λιl",
QO ∣λβla* ×

f00× (3.28)
π π Г2Spμn(ηl)Λ(χ1)r = -g⅛- f /ūMbM—π —n L

Отсюда, после некоторых несложных преобразований, находим. Λ(μ1-μ1) nSin------ g------ I------------------- I⅛⅛⅛× . μι-μa I rι ra sm—g— J. ∏(μ3-μa) . n(μ4-μ1)sm------ g------ sιn------- 2------μ3-μι . μ<-μι sm —g—su, —2—
π π Г «nГ f 1 I sm 2

x J J τ^- kι((⅛)ft(μ,)-------- srqξ-— π -n L Sin ---- 2-----где (3.29)
g1 (μ) = 2πsin2 00⅜ Σfc—— ao I μ+2*π |»> ’ (3.30)

]

1
1∣μ+2JtπJ0 (3.3 n

π π2Sp[Λ.(η1)Λ.(χ1ψ≤-a⅛r f [g1(μ1)F⅛4 f—π
sin’ιin, ‰*.+o(÷)-

Таким образом, формулы (3.25) и (3.27) при 2≤a1≤-∣- доказаны.3 5 2 9Предположим теперь, что -у ≤ a1 < 2 или у < a1 ≤ 3. Так как a1 + β = -у то, очевидно, достаточно рассмотреть случай -у ≤ a1 < 2. Пусть λβ > О 

ft(μ) = 2πsmi-⅛- 2
k= — ooМы замечаем, что последний двойной интеграл в правой части (3.29) есть не что иное, как частная сумма двойного ряда Фурье от функции. n(μ1-{J⅛)sm----- 2-----ffι(μs⅛2(μι)--------sin---- g----(см., напр., Фихтенгольц [12] л° 697). Пользуясь этим фактом, неравенствами Коши-Бунековского и Бесселя, а также соотношением (3.22), находим. . "(μ1-μ1)Sin’------ 9------,.2μ-,- fe,(μ2)P⅜ = sm’---- 2----
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(3.32)

таково, что ∕η(λ)<2c1∣λ∣-≡> и ∕χ(λ)<2∣λ∣-<i при всех ∣λ∣>λ0∙ Введем в рассмотрение процесс χ2(r) со спектральной плотностьюJ 0 , если ∣λ∣≤λ0Λ*M^"∣ 2∣λ∣~0, если ∣λ(>λ0.Тогда, как нетрудно показать,κ2 = Dβx (х„) = 2 Sp [А„ А„ (χ)]* ≤ 32 Sp [А, (η1) An (χa)]2 + О (. (3.33)Пользуясь, как и при доказательстве соотношения (3.25) (случай 2<a1<-∣-) формулой (2.4) и аппаратом рядов Фурье, находим, что при больших m 32Spμιl(η1)Λ(χ,)P≤
.,Λ lμ8∣-⅜÷θ(⅛),sm --- 2--- (3.34)≤A f _

‰ —π
лгде L—некоторая постоянная.Отсюда, пользуясь теоремой Никольского, находим32Spμ.⅛)⅛(χ,)l∙<

7⅛r ÷ ° (⅛) ⅛ ! ≠- ÷ о ⅛) - о m ■ <3-35>π≤⅛∫
Сопоставляя (3.33) и (3.35), мы(3.27). Таким образом, соотношение творяющих условию теоремы. Из

звидим, что при γ ≤ α1 < 2 справедливо (3.27) справедливо при всех a1, удовле- (3.7) и (3.27) вытекает теперь, чтоIλ4 ≤ О (γjβ j . (3.36)Сопоставляя (3.20), (3.36) и (2.2) и применяя леммы Чебышева и Бо- реля-Кантелли, получаем утверждение теоремы.К сожалению, нам не удалось пока доказать, что теорема 1 справедлива 3 1и при γ<a1+γ = a2<2, хотя из теоремы 2 работы [6] вытекает, что и в этом случае гауссовские меры в функциональном пространстве реализаций, соответствующие процессам ξ(∕) и η(r), ортогональны и, следовательно, выделение ,,сигнала“ ζ(r) на фоне „шума“ ξ(∕) принципиально возможно.4. Теорема 2. Пусть при больших ∣λ∣ (4.1)
и w∙⅛t∙fc⅛ (4.2)
e⅛> maxIl, a2-γj<a1<min[3, o⅛]. Тогда, если∣χ∣β +o( ∣λ∣β )’ (4.3)
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где l<β≤3 и o⅛ + β<5, то с вероятностью 1 
wβ⅛+0-3 flim----- —J 2x(‰)-

m→∞ А Į
αo a□ ∙ t -⅛-Z⅛--16 ∫ sin∙⅛∕tfc)Λ1 ∫ sl° λι!λι - sin’-ä—co -∞ sin1—— -⅛λ*)Λsj = ⅛ (4.4)

где ^=32π ∫sin*⅜[ ∑ 1jhtld[ ∑—π Λ≡-® к= —
а п определяется соотношением (2.2).Доказательство. Очевидно, как и в условиях теоремой 1, справедлива формула (3.8). При вычислении Sp An (ζ) Aπ (χ) мы, не ограничивая общности, будем предполагать, что a2≥β.Предположим вначале, что 1 < β ≤ 2. Тогда в соответствии с условием теоремы, 1 < β ≤ a2 < γ. Пусть λ0 > 0. Определим процессы ζ2 (f> и Zι (0 так же, как и при доказательстве теоремы 1 (см. соотношения (3.10) и (3.16)). Аналогично тому, как при доказательстве тесрзмы 1 были получены формулы (3.17) и (3.18), находим

77⅛]*∙ ',5>

<n . . λ1- λ∙- 1 г sm1 —9—SpΛ(ζJΛ(χ1) = 16 f sin≡⅛-^Λ1 f ---------_2_!λ, ι>λ, 11 -® sin1-----------λι с,
sin1 2л∏(μ1-ρ⅛) 32πc, Г . 2 μ⅝ f 2

β⅛+β-3 J 2 ∣llι∣o⅛ J n . β μ1-μiА. ιrι' -π 2τwιsm1---- о—
∣μιl>- 2

sin*⅛×
1 1×∣μ+2*π∣β∙ ∣

fc≡-—π

×(,∑ πs⅛J⅛-⅛⅛ ∫"⅜[.∑ τ
κ=-co — ∏ κ=-c∏

ao×ltΣJ⅛>+β(-A)-Отсюда легко вытекает, что в случае 1 < β.≤ 2 также иsp «М,ω- -J⅛r f s⅛∙ į [ 2 llJt,r,] [ ∑ 1,+,aπl, l⅛ ÷ ÷√⅛r)∙ “>Пусть теперь 2<β≤o⅛<3. Определим процесс ζ1(r), как и при доказательстве теоремы 1, соотношением (3.9). Пусть γ=-∣∙(5-a2-β). Пользуясь неравенством Гёльдера и сходимостью сумм Фейера от функций из Lp по норме пространства Lp при p = (β-2+γ)~1 (см., например, Шилов [9]. гл. VΠ, § 1), находимSp4,(ζ1)Λ,(χ,)=16 ∫ sin>-½-^Λ1 ∫
— оо 1 — со

. . ^ι~ λ1sm,-----g-----. . λ1- λa sm1------------2л
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32πc,
zjα1 + β-3

Γsin>-½-Γ у —J-----U1 fJ lμ1+2⅛π∣- J μiJ Sm ------ 2------ .aμ2----------- sma ⅛ ×μι-p⅛ 22—π—π

×[ Σ

fc≡-α

1
I fj⅛+2*π∣0 ∫-n∙⅜[ ∑

- ⅛=-cc

I μ+2Aπ ∣α∙ J

аоMβx(xn)=16 ∫ sin2
— ас

⅛∕ξ(λ1)¼ /
— 00

sina ^√χ(λ2)dλa +

—π

1

(4.7)

xtfc.^co ∣μ+2Λπ∣β J + ° ( Λα∙+β^3 ) ’
Отсюда легко следует справедливость соотношения (4.6) и в случае 2<β≤o⅛<3. Сопоставляя (3.8), (4.5) и (4.6), имеем. . λι-λ.sm*-----2-----^7, λι-λs 

sm ~bΓ1 c*κ , ( 1 \ rf*∙+0-3 U-+wλПереходя к оценке дисперсии βχ(xπ), мы, не ограничивая общности, будем считать, что α1≤β и a1+β<-∣-. Пользуясь теми же приёмами, что и при доказательстве теоремы 1, находим, что при больших mDexO⅛) = 2Sp[41(η)Λ,(χ)P≤
п (∣J⅛ — p⅛)≤ π⅛+20-S f J — ~μ,-μ, 1 μ*|4_&“ d^ + ° ( √⅛+2B-5 ) ∙ (4∙8)

λ⅛ —те Z7Wl Sin g
n

1
где £ и λ0 - некоторые положительные постоянные.Пользуясь (4.8) и при, 1 < a1 ≤ £ теоремой Никольского, а при 2 < a1 ≤ ≤β<4 неравенством Гёльдера, как и при вычислении Mgχ(xn) в случае 2<β≤o⅛<3, находим Dex(⅞)⅜θ( n⅛X-⅛-)∙ (4.9)Утверждение теоремы следует теперь из соотношений (2.2), (4.7) и (4.9) и леммы Чебышева и Бореля-Кантелли.Заметим, что в условиях теорем 1 и 2 a2 + β ≤ 5. Если же выбрать показатель β так, что a2 + β > 5, то никакого полезного предельного соотношения мы не получим, ибо в этом случае, как можно показать, Sp А„ (ζ) An (χ) = О (n~v), а OQx(xn)½cn~,, где c = c(η(r), χ(t))>0.5. Теоремы 1 и 2 настоящей статьи допускают дальнейшие обобщения, также имеющие приложение к задаче о безошибочном рыделении сигнала на фоне шума. В качестве примера мы сформулируем здесь две такие более общие теоремы, доказательство которых может быть проведено аналогично доказательству теорем 1 и 2.Теорема 3. Пусть при больших ∣λ∣z<wssp⅛ <5∙*,и (5.2)
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где max Į1. αs^^^2^ j<αx<min[3, α⅛J, <py∙(λ) — чётные неотрицательные функции такие, что 2(⅛+l)π
[ [φj(λ)γdλ<L 0=1, 2, k=0, 1, 2, . . .) (5.3)2Λπи, кроме того, существуют такие числа α>0 и 5≥0, что (*+l)a+61

Тогда, если
f φt(λ)dλ=7≥0

ka+b
(£=0, 1, 2, ...) (5.4)

(5.5)где

где

Λa*+0^3 f
liπ> —r----- {QxM-

m→∞ А Į
<x ∙ . λ1-λ1Г λ Г sm ----- 2----- λ1-16 J J —---- Xl-Xt si0*⅛—∞ —∞ sini 2^

п и К определяются равенствами соответственно (2.2) и (4.5). Теорема 4. Пусть при больших ∣ λ |
iini

∕χ(⅛)Λ,}=Z, (5.6)
(5.7)

и (5.8)3≤α1+∙y=o⅛≤-^- , а функции φy(λ) (√=1, 2) удовлетворяют тем же условиям, чтогдеи в формулировке теоремы 3. Тогда, если (5.9)J⅛√eπγ{¾w-
r λ, г si≡"2tΓ1--,6 ∫ rin∙2J∕ξ(WΛ1 J . χ,-⅜, 2л Jrχ(λ1)Λ2∣-Λ (5.10)sin*где п и I определяются равенствами соответственно (2.2) и (5.4).Автор выражает благодарность А. Μ. Яглому за постановку задачи и руководство работой. Поступила в редакцию15.1.1963
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NAUJOS TEOREMOS APIE GAUSO ATSITIKTINIŲ PROCESŲ 
REALIZACIJĄ SU TIKIMYBE 1 TURIMAS SAVYBES

V. G. ALEKSEEV
(Reziumė)Šis darbas skirtas atsitiktinių procesų ribinėms teoremoms, susijusioms su bendra atsitiktinio signalo išskyrimo triukšmų fone teorija.

NEW THEOREMS CONCERNING „ALMOST SURE“ PROPERTIES 
OF REALIZATIONS OF GAUSSIAN RANDOM PROCESSES

V. G. ALEKSEEV
(Summary)The convergence almost sure of stationary Gaussian processes is treated; the established results permit to detect random signals in tthe presense of noise.




