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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ МНИМОГО КВАДРАТИЧНОГО ПОЛЯ В СЕКТОРАХИ. ВАЙТКЯВИЧУС1. Введение1. В 1944 г. Ю. В. Линник [11] доказал существование абсолютной константы с>0 такой, что наименьшее простое число в арифметической прогрессии ки + 1, (к, ∕)=1, w = 0, 1, 2, не превосходит величины kc. В 1959 г. Г. И. Ригер [14] доказал, что для любого алгебраического поля К существует константа c = c(K), зависящая только от самого поля К, такая, 4τq в любом классе идеалов modτπ, где тп —целый фиксированный идеал поля, существует простой идеал p сJV(p)<ΛΓ(τπ)c. .Здесь и в дальнейшем N(p) означает норму соответствующего идеала.Э. Фогельс в 1961 и 1962 г. г. [1], [2], [3], [4] доказал аналогичные теоремы о существовании наименьшего простого числа в интервалах вида (xt' 
xkc) для арифметической прогрессии и (х, xDc)-для алгебраических полей, где D = ∣d∣AΓ(m)>l, 
d—дискриминант поля.В настоящей работе рассматриваются идеальные числа мнимого квадратичного поля в секторах с вершиной в начале координат и величиной угла, не превосходящей -у. Идеальные числа мы вводим следуя Гекке. Здесь нет возможности описать конструкцию этих чисел, и мы должны отослать читателя к работам [6], [7], [8]. Коротко скажем следующее: ид&льные числа построены так, что каждому идеалу поля К соответствует одно и только одно идеальное число, в частности, целому идеалу соответствует целое идеальное число. Все идеальные числа распадаются на h классов mod пт, где m-некоторый целый идеал поля.Доказывается следующаяТеорема 1.1. Пусть К-мнимое квадратичное поле дискриминанта d, тп — любой целый идеал этого поля и ξ>-класс идеальных чисел modτri. 
Обозначим D = HΛΓ(m)>l,
где 2V(τn) означает норму идеала тп. Пусть далее 0<Δ<-^ , φ1, φ2-любые 
действительные числа, удовлетворяющие условию0<φa-φi≤y-2Δ.
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Тогда существует константа В>0, зависящая только от самого поля К, 
такая, что в секторе с вершиной в начале координат и раствором величи
ной φ2-φι = φ найдется хотя бы одно простое идеальное число ре$, для 
которого

Доказательство теоремы проводится методом Ю. В. Линника в форме, данной К. А. Родосским [13], при этом используются некоторые результаты И. П. Кубилюсса и Э. Фогельса.2. В многомерной теории чисел основным аппаратом для исследования распределения простых идеалов являются так называемые Z—функции Гек- ке, которые определяются рядамиz(i≡) = ∑4^^- *=σ+ft- »>1. ,d∙l)
где знак ’ означает, что суммируется по всем неассоциированным идеальным числам а из поля К, для которых 2V(α)≠0. В дальнейшем знак, писать не будем, но условия суммирования остаются в силе.В сумме (1.1) Ξ = Ξ(a) называется характером Гекке второго рода и для мнимого квадратичного поля определяется равенством≡(≈) = χ(a)ξm'(≈).где χ(а)—групповой характер modτπ, а ξm*(a)-так называемый характер Гекке первого рода:
Здесь g — число единиц mod тп, т = 0, ± 1, ±2, ... и называется показателем характера 2. Если /л = 0, то Ξ(a∕ = χ(a) и тогда функции Z (s, Ξ) совпадают c L —функциями Гекке. Если, кроме того, m —единичный идеал, то L-функция превращается в обыкновенную дедекиндову Z—функцию Z (s).Ряд (1.1) сходится абсолютно в полуплоскости σ>l. Функции Z(s, 2), если 2 —не главный характер, являются целыми функциями. Если 2 = 20- главный характер, то Z (s, 20) является мероморфной функцией, имеющей простой полюс в точке 5=1.Если 2 = χξr"- первообразный характер mod m, то функции Z (s, 2) удовлетворяют функциональному уравнению

Z(s, ≡) = κ(≡)(-±∣VrfΛΓ(tn)∣),^2∙ Z(1-j, ≡). (1.2)
где ∣x(Ξ)∣ = l и не зависит от s. Если Ξ - производный характер mod m. то порожденный им первообразный характер имеет вид Ξ'-χ'ξ,m и тогда Z(i, ≡)=Z(x, ≡') fl(l-≡'(p)ΛΓ(p)-') .р/тГлавную роль в доказательстве теоремы играет распределение нулей функций Z (s, 2). Критические нули этих функций (т. е. нули, расположенные в полосе 0<σ<l) симметричны относительно прямых /=0 и σ=-^-. 



О распределении простых чисел 19В случае действительного характера ≡ может существовать действительный критический нуль, с которым надо считаться.Прежде чем перейти к доказательству теоремы, мы докажем ряд лемм относительно распределения нулей функций Z (s, Ξ). Заметим, что в случае 
m = Q все полученные результаты совпадают с результатами Э. Фогельса [2], [3], [4], а в случае фиксированного идеала тп —все результаты легко получаются из результатов И. П. Кубилюса [8], [9]. В нашем случае дело обстоит так, что все оценки должны быть равномерны как относительно m, так и относительно m, т. e. D. Поэтому все результаты, полученные в этой работе, включают в себя результаты Э. Фогельса и И. П. Кубилюса.Все доказательства вспомогательных лемм проводятся хорошо известными методами и поэтому в большинстве случаев являются схематичными.3. Сформулируем здесь некоторые общеизвестные леммы, которыми в дальнейшем постоянно-будем пользоваться.Лемма 1.1. Пусть λ1≤λ2≤λ3≤ ... есть последовательность действитель
ных чисел, λπ→∞ при n→∞, a g (Q—любая действительная или комплекс
ная функция, имеющая в интервале λ1≤ξ≤x непрерывную производную. 
Тогда

X

∑ aagfy.n) = A(x')g(x)- f A(ξ)g'(ξ)dξ, (1.3)λι≤Xj∣≤X λι
где ап—любые комплексные числа иX(ξ)- 2 ¾∙ λι≤λjl≤ς

Если в равенстве (1.3) √4(x)g(x)→0 при x→∞, тогда00∑ адМ-- f A(ζ,g'(ξ)dξ

с условием, что существует сумма или интеграл.(См. [11], Anhang, Satz. 1.4.)Лемма 1.2. Пусть функция F(s) регулярна в круге ∣j-j0∣<γ и в этом 
круге удовлетворяет неравенству

Тогда

к» 1 F(I)
Re-jr(∙⅞)> —7lnΛf1 + Re 2 .Р

где суммируется по всем нулям функции F (s), расположенным в круге Is - ⅞ I ≤ 4^г» a v(p) означает кратность нуля р.(См. [11], Anhang, Satz 4.2)Лемма 1.3. (Трансформация Меллина.) Пусть g(x) непрерывная действи
тельная функция и интеграл

f *,-l∣g(x)∣<fc
О 
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сходятся для α<σ<β, гЗе a, β любые действительные числа, a<β. Если 
s=σ + it—комплексное переменное и

f{s)= f xt~1g(x)dx,6
то для всех σ, a<σ<β,

σ + ∕∞

= f x~'f(s)⅛∙ x>0-
a—iao(См. [11], Anhang, Lemma 3.1.)Лемма 1.4. Пусть в полосе α≤σ≤β функция F (s) регулярна и удовле

творяет неравенствам

F(a + it)<ζert, γ< p*g , a<β
и

F(x+it)⅛ U(∖ +111 )*, F(β + it)< К.
где v >0, U> 1, V> 1 и независит от t. Тогда в той оке полосе

ß—о σ-а ⅜(β-о)∣F(σ+ft)<c(a, β) Uβ~* Vβ~' (1 +111) f,^a .Доказательство см. [2], лемма 3.Лемма 1.5. Пусть Ω>0, 0<Δ<-^-Ω, φ1 и φi-действительные числа, 0≤φ8-φ1≤Ω-2Δ, г—натуральное число. Существует периодическая функ
ция f(w) с периодом Ω. удовлетворяющая условиям:1) ∕(w) = l в интервале [φ1, φ8],0≤∕(w)≤l в интервалах [φ1- Δ, φ1], [φ8, φ8 + Δ], ∕(w) = 0 в интервале [φ2+Δ, φ1 + Ω-Δ]∙,2) ∕(w) разлагается в ряд Фурье вида

оо 2т__ ^7Γmw
/(*) = ∑ а„е ,

m≈-∞
где ⅜ = ⅛(φt-Φι + Δ)-∣⅛∣≤min{ ⅛(φ,-φ1 + Δ), -^τ, m≠0.(См. [9], лемма 9.)4. Кроме выше введенных обозначении, в дальнейшем будем пользоваться следующими обозначениями и определениями:М = |т| + 1;если Ξ = Ξ0, в других случаях;τ(а)— число неассоциированных делителей числа а; φ(m)—функция Эйлера;μ(а)—функция Мёбиуса;
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Л (а)—функция Мангольдта;arg а — обозначает основной аргумент числа а;

.. į x(δ)∙ х(а)=1 о , если ае§,в противном случае.Все константы как явного вида, так и входящие в символы О, < зависят только от самого поля К.2. Распределение нулей Z-функций Гекке1. Докажем необходимые для доказательства теоремы 1.1 три теоремы относительно распределения нулей Z-функций Гекке. Прежде всего докажем ряд вспомогательных лемм.Лемма 2.1уДля любого .положительного фиксированного числа η спра
ведливы оценки z(l+η + ft, Ξ)<η-1, (2.1)i ,

Z (- η + it) <ξ->r1D2 ^r, Λ∕1+21> (1 +111 )1+a*, (2.2)∣Z(σ+ft, ≡)∣<c(η, D, m)e2l", —η≤σ≤l+η, ∣Z∣>1. (2.3)Доказательство. Если т = 0, то лемма доказана в работе [2], лемма 1. Поэтому в дальнейшем полагаем m≠0. Имеем∣Z(σ+⅛, Ξ)∣≤∣Z(σ, 1)∣ = ∣Z(σ) ∣<-Ir=η-ι,что дает оценку (2.1).Для доказательства оценки (2.2) рассмотрим два случая. Пусть характер Ξ является примитивным характером S'. Тогда из функционального уравнения (1.2), используя формулу Стирлинга для функции Г (s) и оценку (2.1), получаем∣z(-η+ft, ≡'∣≤∣⅛V√Λ^))l+2η^,', I×
- -J-+η×∣Z(l+η-i∕, Ξ')∣<≤η~lD2 ΛP+ft>(l + μ∣)1+2* ,что совпадает с оценкой (2.2).Пусть теперь Ξ непримитивный характер mod m. Тогда существует идеал τπ0, который является делителем идеала m, и примитивный характер Ξ1 modτn0 такие, что

Z(s, a)=Z(s, ∙a1) f} (1 - n'^, ) •
р/m, p×m0Если положим τπ = m0rπ1, то тогдаП (1—~‰r)< ∏ (i+w)<∏(i+w)=

р/m, pχmβ x w , р/т, p×mβ p∕m0= 2 N (Ь)" « (t∏1), Т (ml).b∕ml
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Но
τ(m1)∙≤τ(ΛΓ(m1))<Λr(m1)3, (2.4)(см. [2], стр. 88). Из оценки (2.2) для примитивного характера и оценки(2.4) следует

п (■-
р/m, рхт.

Z(-η+it, ≡)<⅛η-1 (<W(m0)) 2 +, ΛP+*1> (1 +1 rI )*+*> 2V(m1)3 +¼
<⅛η'1 D 2 +” Λ∕1j^a> (1 +111 )*+”'Доказательство оценки (2.3) следует из формул (52), (55), (41) работы [10].Лемма 2.2. Если Ξ≠Ξ0, то для любого положительного числа

δ≤ JnDM < 2

в области -δ≤σ≤l+δ справедлива оценка
l-σ

Z(s, ≡)<δ-1Z> 2 Λf,+,^°(l + ∣H)l+,^o. (2.5)
Если Ξ = ≡o. то оценка (2.5) справедлива с условием ∣j-r∣> pj∙.Доказательство. Пусть Ξ≠Ξ0, m≠0. Тогда функции Z(s, Ξ) являются регулярными в области -δ≤σ≤l + δ. Воспользуемся леммой 1.4, полагая

-L+—8α=-δ, .β=l + δ, V=l + 2η, 2η = δ, 7=4δ~¼δ-1, tf=δ-1Z)2 2 Λfl+δ.Имеем:
J,~Lβ l+8-σ 8+о (1+8) zl+8-σ)

Z(s, Ξ)<⅞(δ-1Z)2 2 Λf1+8) 1+2s (δ-*)l+,(l + ∣∕∣) 1+23 «<δ-12>τ°^σ,Λfl+,^°(l + ∣<∣)l+*-° .В случае главного характера Ξ = Ξo рассматриваем функцию≡o)> .,(2∙6)которая уже регулярна в области — δ≤σ≤l + δ. Тогда из оценок (2.1) и(2.2) следует ĮFΠ + δ+ft)<δ-*, F(-δ + ir)<⅛δ→D^2^ Λf(l + μ∣)∙+,. (2.7)Опять по лемме 1.4 получаем4⅛z<j∙ ≡0)<δ-*z>τ°^σ,M,+,^σ(i+∣∕∣),+∙-o, — δ≤σ≤l+δ.Если I j — 1Į > — , то последнее неравенство и доказывает лемму в случае главного характера.Если m = 0, то лемма совпадает с леммой 4 работы [2].
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. 2. Лемма 2.3. Пусть N(D, m, t) означает число нулей функции Z (s, ≡) в 
прямоугольнике O≤σ≤l, ∣z-T∣≤l. Тогда

N(D, т, z)≤lπDΛ∕(l + ∣φ. (2.8)Доказательство. Если w = 0, то лемма доказана в работе [2]; если m≠0, но m фиксированный идеал, то лемма доказана в работе [8]. Поэтому нашу лемму необходимо доказать в предположении wι≠0, при этом оценка должна быть равномерна относительнф идеала тп, т. е. относительно D.Пусть Ξ≠Ξ0. Тогда
Отсюда ∣Z(2 + ⅛, Ξ)∣>c1.Обозначим j0 = 2 + ∕∕. Оценка (2.5) показывает, что существует константа c2>0 такая, что для всех точек s в круге [5-50∣≤12 справедливо неравенство ∣Z(s, S)|<ec,to2>M<1+l,|) . (2.10)Пусть v(x) = v(x, s0, Ξ) означает число нулей функции Z (s, Ξ) в круге |j—s0∣≤x. Тогда по теореме Йенсена (см. [15], § 3.61), используя оценки (2.9) и (2.10), получим:∫ f In ∣Z(s0+12ezθ, Ξ) Į d,Θ — ln Į Z (s0, ≡)l<о 6 <c3lnZλΛf(l + ∣r∣). (2.11)Кроме того ∫ -^^≥v(3)ln3j

О 3с другой стороны
12

N(D, т, f)ln3≤ d⅛<c3ln DM(∖ + | /|),ооткуда следует
N(Dt m, O≤c4bιZ)Λf(1 + 1 /|).Если Ξ = Ξ0, то аналогичные рассуждения применяем к функции (5-l)Z(5, ≡0).Лемма 2.4. В полосе -1 ≤ σ ≤ 5 выполняется неравенство½⅛∙ ≡)" Σ -⅛→⅛≤b≡(l + l'l)∙ (2.12)

∣j-p(<lДоказательство. Пусть j0 = 2 + z7. Тогда в круге (s-s0∣≤12 из оценок (2.9) и (2.10) следует:I 2Γ(s, Ξ) 1 gc,inDΛf(i+∣⅜∣) . (2 13)I Z (j0> <≡<) I clПрименяя лемму 1.2 к функции f(s) = Z{s, S) в случае Ξ≠Ξ0 и к функции ∕(5) = (j-l)Z(j, Ξo) в случае Ξ = Ξ0 в круге радиуса г = 2, легко получаем оценку (2.12).
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Лемма 2.5. Пусть N(t, г, S) означает число нулей функции Z (s. .≡) 
в круге G (t, r):
Если Į (2.14)
то

lnDΛf(l+∣r∣) ≤r≤2* (2.15)
N(t, г, Ξ)<c6rlnI>Λf(l + ∣r∣). (2.16)Доказательство. Если 1 ≤г≤2, то лемма следует из леммы 2.3. Поэтому в дальнейшем будем считать r≤l. Пусть s=l + r+∕7. Из леммы 2.4 для σ>0 следует⅞(i, Ξ)=--f⅛+ 2 -J-+θ(lnDM(l + ∣d)). (2.17)

I *-₽ i .< iОтсюда для σ > 1 получаемr≡⅜(*∙ ≡)≤∣⅞(* ≡)∣≤∑^gr=-⅞ω<⅛∙ <2∙18>
Кроме того, для точек j=l + r+∕7Re—!—>0;

s-pпоэтому для r≤l и для каждого p = β + fγ∈G(r, г), s=l+r+ft, ∣γ-r∣≤l,следует 
откуда
Далее имеем

Re—— = Re S-p
J-PI s-p I’

^(Ξ) . 1 _ 1s-l σ-l r (σ=l+r).

(2.19)
(2.20)
(2.21)Все эти оценки вместе с соотношением (2.17) и доказывают лемму.3. Лемма 2.6. Пусть σ≥2 целое число. Существует последовательность 

чисел Tv=Tv(Ξ) с условием σ<To<σ+l, для которых справедлива оценка j-f∙(σ + >Tβ, Ξ)∣<¾ln4Z>Λ∕Γr. ( —l≤σ≤2). (2.22)
Доказательство. Пусть р(Ξ) = β (Ξ) + zγ(Ξ) = β + rγ означает нули функции Z(5, Ξ), расположенные в прямоугольнике 0≤σ≤l, ®</<®+1. Ординаты этих нулей мы можем расположить в возрастающем порядке Yι≤γ2≤ ∙ ∙ ∙ ≤Y∕∙ Число этих нулей конечное и по лемме 2.3 <lnPΛ∕t>, (D>1, o≥2). Делим интервал (©, ю+1) на /+1 равных частей. Существует по крайней мере один интервал, скажем с индексом у, √=1, 2, ..., /, который не содержит нулей функции Z (s, Ξ). Длина этого интервала 

поэтому > InDΛΛ> ’
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для всех у=1, 2, ..., I. Тогда числом Tv можно считать любую ординату из интервала с индексом J. По лемме 2.44(σ + >Tv, ≡)≈ ∑ -τjL-. + O(lnDMT,)≤

1 γ-rβl≤l≤ Σ I γJrtιI- + O(I∏Z>ΛfΓ,)⅜ X ~laDMT,+ O(laDMTv).)γ-Γf,∣≤l ° lγ-Γp∣≤lЧисло членов последней суммы по лемме 2.3 не превосходит величины <?4 In Z>Λf7ζ,, что и доказывает лемму. В силу симметричности нулей относительно прямой t=0, лемма справедлива и в отрицательной области г<0.Лемма 2.7. Для достаточно малой константы а, 0<α<l, справедливо 
неравенство l⅜(σ<" ≡∙)∣<-4(⅛j-' где σ*=i + ~ta⅛M • (2.23)Доказательство. Еслиа>1, то

zf 
z ≡o)= -∑а Ξ0(α)Λ(<x) <0 

ΛΓ(a)σВоспользовавшись леммой 2.4, получим:⅞(σ. ≡,) = —⅛→Re{ 2 -s⅛-+ΘcβlnOΛ∏, ∣ΘI<1. (2.24)
>σ-pl<l ’Далее при σ > 1 и β < 1 имеем

таким образом (2.25)Из соотношений (2.24) и (2.25) получаем- cβlnPΛ∕≤Re∕ 2∣p-σ∣<lТак как - —(σ, Ξo) неотрицательна, то наибольшее значение для нее возможно —11 + c8 In DM.Если а достаточно мала, тоc8 In DM < -į— In DM.Обозначая σ0 = 1 + -- a , получаем лемму.4. Лемма 2.8. Существует абсолютная константа cβ>0 такая, что в 
области σ> 1 с»In DM∖t∖ (2.26)
функция Z (s, Ξ) не имеет нулей.Доказательство. Пусть p = β-Hγ, ∣γ∣>3 есть некоторый нуль функции Z (s, Ξ) и пусть

σ°≡1+ lnZ)M∣γ∣ ’
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где а—константа леммы 2.7. Имеем:~3⅞(σo> ≡0)-4Re (σ0 + fγ, Ξ)-Re ^(σ0 + 2zγ, Ξ2) =Ξ>(P*)InΛΓ(p) = tf(p)*cσ∙+2,'1rt
Z'_q V ≡o(P*)1∏W(P) iz10λ ST ≡(p*)lnΛT(p) p⅛ ^k°- p,⅜i^<P>fcω∙÷ωpχτn pχ-∏T3+4 cos- Σ

p,Jt>l 
рхтп

+ Re ∑p,fc>l... p×τnI φ (pλ) gmk argp-Λγln ΛΓ(p) }+cos{ 2φ (pfc)^∕nAτ argp-2Aγln N (p) j
N (pjto∙

Hbia-∖a-*N∖v)

∑2∣ l+cosfcmfcφ (р*) argp -*γlnΛΓ(p)) }—1-------------- г--------------------'-LlnΛΓ(p)≥0.p,t≥* рхтпИз леммы 2.4 получаем:-Re у (σ0 + zγ, Ξ)<8∣c10ln DM∣γ∣ + 21n-i- |- Re ^-(σ0 + 2ιγ, Ξ≡)<8 {c10lnPM∣γ∣ + 21n-l-} . |Подставляя оценку (2.28) и (2.23) в неравенство (2.27), получаем 7(⅛Γ+40(^^∣γ∣ + 21n4)-τ⅛>0,

N(p}k*
(2.2Г)

(2.28)
откуда 16(σ0-l)1 -ß >--------------------- ---------------------------π- -(σ0-l) =15+160 (σ0 -1) (clβ In DM ∣ γ ∣+2 In —) _ o f 16■ b^lγ' I 320,ln±15+ 160αclo+ ln2J3f∣γ∣ Последнее неравенство для β дает оценкуß>! bDΛf ∣YΓ ’ что и’доказывает лемму.Лемма 2.9. Существует абсолютная константа c11>0 такая, 
одна из функций Z(s, Ξ) с показателем характера m≠0 не имеет нулей в 
области

-I-

что ни

*>1--⅛' ∣'∣≤5-Доказательство. Проводится аналогичными рассуждениями как и в лемме 2.8.5. Теорема 2.1. Существует абсолютная константа С>0 такая, что 
функция Z (s, Ξ) с показателем характера m≠0 не имеет нулей в области σ≥ 1^ lnDM(l+∣r∣) ’ ^2∙29)
Если m = Q, то существует не более одного действительного характера 
для которого функция Z (s, χ) в области (2.29) может иметь действитель
ный нуль 1—8', удовлетворяющий условию

S'>D~*t D>D0>∖. (2.30)
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Доказательство. В случае m≠0 теорема следует из лемм 2.8 и 2.9. Если m = 0, то теорема следует из лемм 11-17, доказанных в работе [2], стр. 98 — 106.6. Лемма 2.10. При x≥l2 ≡(α) = c12β(Ξ)x + O(DΛΠιιx) + O(x2).

0<N(a)≤x(См. [8], лемма 6.)Лемма 2.11. Пусть x>l, φ1, φ2-вещественные числа, 0<φ2-φ1≤2π. 
Тогда ∑ τ(a) = (φ2-φ1)(c13lnx+c14)x+O(x4 ln2x)∙

0<N(a)≤x 
φ1≤arga≤φ,(См. [8], лемма 18.)Лемма 2.12. Пусть Х>1. Тогда в области σ>γ справедливо соотно

шение
Z(s,E)=jr 2 Ξ («) X(a)-+cu -≡≡HL2- +0<N(a)≤x+ -p-s [ H(μ, a)u~1~,du- ^rH(X, Ξ)X~∖

Xгде
H(ut Ξ) = 2 Ξ(a)-c12gzΓ(Ξ)x.

0<2V(<x)≤x(См. [8], лемма 7.)7. В дальнейшем будем пользоваться следующими обозначениями: Λ(ω, t) — прямоугольникl-ω≤σ≤l-ω+-j-⅛-, H≤-s⅛r, C≤λ≤∣lnZH>, Р>1,где С-константа теоремы 2.1; 7V(ω, г)-количество функций Z (s, S) c ∣∕m∣≤P, имеющих хотя бы один нуль в прямоугольнике P(ω, г).
ll-23ωw = w(ω) = (DP)2θω,-ω+0 , »
7-6ωθ = z√ω) = (DP)4ω*-ω+, ,a(a) = a(a, и) = £ И©’

8/а
ΛΓ(a)>uS(Ξ, х, s, u) = S(Ξ, х, s) = ∑ Ξ(a)a,(a)Λr(≈)^'∙
u<N(a)≤x8. Лемма 2.13. Если функция Z (s, Ξ), Ξ≠Ξ0, в прямоугольнике R(ω, t) 

имеет нуль, то существует число v1 = v1(a)e(u, v) и константа clβ>0 
такие, что ∣S(Ξ, v, ω)∣>Cιβl∏-1DP, 0<ω≤ 1* . (2.31)
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Доказательство. Для достаточно большого DP из леммы 2.12 при Ξ≠Ξ0 следует2 S(a)N(a)-=g'Z(s, Ξ)s f H(y, 0)y~l-ds+H(x, Ξ)χ-'.
l≤N(a)≤x хгде

H(y, ≡)= 2 3(a).
l≤N(α)≤yДопустим, что функция Z(st Ξ), Ξ≠Ξ0, ∣m∣≤P имеет нуль p = β + zγ в прямоугольнике R(ω, t). Тогда из последнего соотношения ввиду оценки леммы 2.10, получаем
® 12 Ξ(a)W(a)^p<∣p∣ [ { DMlny+y2 }y~1~tdy +

l≤N(a)≤x х+ O(≡χ-βlnx) + O(x2^Kπ⅛r{0P [ -½⅛-<fy+f -pj +

<-⅛- < b*∙Тогда ∑ lι(a)≡(a)W(a)-<> ∑ Ξ(δ)ΛΓ(δ)-*∣≤ls"la's" - ι≤*β>≤⅛≤ X AΓ(a)-∣*∣ 2 ≡(δ)ΛΓ(δ)-<>∣≤
l≤N(β)≤. 1≤W(S)≤√4л √x)≤ ∑ M⅛⅛Γ⅛Γ',)⅛I<

l≤N(a)≤u '

_1_≤c⅛P Σ 1+*i^,i Σ
l l≤N(a)≤u l≤N(a)≤H 1

≤ cu {DP)τ { DPuv~1+“ + иТ o^τ+ω } = clβ (ОР)Т uv~,+" + (DP)T u2 о 2Из определения чисел и и v следует, что
t 11 — 23ω________ 7—6ω

m~,+a = (DP) 2<4ω'^ω+l>⅛ -⅛+-и2 v 2 = (DP)Если 0<ω≤-⅛-, то
1О

--τ+ω

4ω∙-ω+> <' 2

24ω1-17ω+3
4 (4ω,-ω+l)

24ω∙-17ω+3 14(4ω∙-ω+l) > 2 ,
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поэтому окончательно имеемI 2 (j-<≈)≡ (“) n (“)‘р ∑ ≡(BΛr(8)--∣<<⅛<<-.

,<sN(a)<“ 1≤ΛΓ(fi)≤-5-
w7V(<x)Подставляя это в тождество∑ μ (а) 3 (а) ЛГ (а)-’ £ 3 («) N(3)-°=g'*,

l≤7V(<x)≤v °1s','mS0имеем в наших предположениях∣S(≡, о, p)∣>clβ. (2.32)Для доказательства леммы предположим, что∣∣S(Ξ, х, ω) I < clβIn“1 DP.для всех x∈(u, v). Тогда из равенства
V

S(Ξ,,v, p) = (p- l+ω)J S(Ξ, х, ω)x~ω^pdx +S(Ξ, v, ω)β1-ω-p
иследует при достаточно малом clβ∣S(≡, о, p)∣≤Cι8c1,.что противоречит (2.32) при достаточно больших D, Р. Этим лемма доказана.9. Лемма 2.14. Пусть 0<ω≤-^-. Существует более чем

c20N(ω, T)a~ωln~3 DP 
характеров S с показателями из промежутка ∖m ∣ ≤P и общее для всех их 
число viε(u, v) таких, что∣S(Ξ, v2, ω) I > c21 In“1 DP. (2.33)Доказательство. Пусть функция Z(s, Ξ), Ξ≠Ξ0, ∣∕n∣≤P имеет нуль в прямоугольнике R(ω, Т) и v1 (Ξ) = v1 - число из леммы 2.13. Полагаем x = t>1±Θt⅛, O≤Θ≤1,©з=va (Ξ) = c22 t>}~ω In“8 DP,где см>0 достаточно малая константа,*ι=t,ι-Θ⅞ x2=tf1 + Θp8, Л»- ∑ τ(<*). (λ>Xι)∙

Xι<2V(a)≤,yТогда имеем:S1≡∣S(S, o1, ω)∣-∣S(≡, х, ω)∣≤∣ % ≡(a)a(a)W(a)~1+ωĮ≤
x><N(a)<xt≤ 2 τ(a)ΛΓ(a)-*+"≤ ∫ F(>)y-j+"⅛>+f (x^xf*+".

Xι<N(a)<xt XiИз леммы 2.11 получаем
_3_

p(y)s= ∑ τ(a)- % τ(a)≤c2s(x2-x1)lnPP + O(x24 ln2DP).
l<ΛΓ(a)<xt ' l≤7V(a)≤xl
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Поэтому 
3 xλ

S1 ≤ I ca (хг - x1) In DP+ О (л/ ln! DP) } ∫ y"*+<∙ dy +

Xi+1 сзз (xa - *1) In DP + О (x24 ln2 DP) | x2-1+ω ≤ c23 (x2 - x1) xf1+ω In Z>P+ .±÷ω
+ O(x2 ln2 Z>P) ≤ c24 In ~1 DPпри достаточно большом DP. В силу леммы 2.13 отсюда следует, что--r+ω

∣ S (Ξ, х, ω) J > c25 In"1 DP (2.34)для всякой точки интервала (x1, x2), длина которого не превосходит величины C2β⅛^ωl∏^2-0Aгде c2β<c24 и c24 достаточно малая константа.Для доказательства утверждения леммы разобьем интервал [и, vj на интервалы [√*+i)f √*)], [√w √*-ιη, ..., [√υ, τ,(oηгде
√P-2-yt>, y=0, 1,2, . ..,fc-l, √*+1>=ι∕.Среди этих интервалов существует по крайней мере один, скажем [√'÷υ, для которого имеется >(fc+l)-1W(ω, Т) характеров Ξ с ∖τn∣≤P и числами τ>1 из этого интервала. Каждому числу c1 соответствует интервал длиныcaβv}~ωln~2DPс указанным выше свойством. Сумма длин этих интервалов >(jt+l)-1ΛΓ(ω, T)c2βσ}-ωln-2PP>c20ΛΓ(ω, t) (©О+иу-® ]n-s dp.Все они расположены на интервале длины ≤√*+υ, поэтому они будут перекрываться хотя бы в одной точке vi в количестве> cw n^+1Γ (oq+u)1-“ hr* DP > <⅛> N (ω> т) In-’ DP,что и доказывает лемму.Теперь мы уже в состоянии доказать необходимую в дальнейшем плотностную теорему.10. Теорема 2.2. Пусть 2V(ω, Т) означает число нулей функции

¾w= ∏ ∏z<i ≡>

∣m∣≤P χ

в прямоугольнике 1 — ω≤σ≤ 1, 111≤Т, o<ω0≤ω≤-^-. Тогда существует 
абсолютная константа А>0 такая, что для любого λ∈Ic, -у In Z>p], D> >P0>l, P>l (С—константа теоремы 2.1),
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Доказательство. Рассмотрим сумму¾= ∑'∣S(≡, ¾, ω)∣*,

Ξгде суммируется по всем характерам Ξ, обладающим свойством леммы 2.14. По той же лемме
[S2>c26N(ω, 7>^ωln-6Z)P. (2.35)С другой стороны ¾≤∑ ∑ ∣S(χξ*m, t⅛. ω)∣t,

X ∣m∣≤Pгде суммируется по всем A (m) характеров χmodm. Имеем:⅛≤∑ ∑ j ∑ χξ∙"∙β(α)
χ ∣m∣≤P u≤N(a)≤vt= ∑ ∑ ∑ ∑ z(a)į(8)5₽»(a)Š^(8)a(a)a(8)M«)-^“M8)-*+“ =

χ lm∣≤P M≤Λ4a)≤υ1 a≤N(δ)≤t>i= 2 2 a(a)a(δ)ΛΓω-1+ω^(8)-1+ω∑χωχ(8)×
u≤JV(a)≤t⅛ u≤tf(δ)≤<⅛ χX 2 ∑ £ τ(a)τ(8) ,Λf(a)-1+" ΛΓ(8)-1+a ψ(a, δ)∙<

∣∕n∣≤P u≤Ma)≤υ, u≤Λr(δ)≤r1<Z> 2 τ(a)⅛(a)-1÷ω ∑ τ(8)ΛΓ(8)~1+-ψ(a, 8),
u<N(a)<vl u≤N(δ)≤v,где ψ (a, δ) - min (p, g(argtt-args))) •

Для оценки внутренней суммы положимφy = argα + -c2∙z^~ , √ = 0, 1, ...,g[P].Тогда, если у>и, имеем
β[PJ-l«) = ∑ τ(S)ψ(a, δ) = £ ∑ τ(δ)ψ(a, δ)≤

u<N(δ)≤> У=0 u<N(a)≤y
φ7<argδ≤φ..1 

f[P]-l≤P ∑ m⅛(l,-7 1 1 π ) ∑ τ(8),
/-о mini/—9-, U,Jr-∕—р-1 ι≤N(β)≤z

' ' Φ∕<argδ≤φy+1Воспользовавшись леммой 2.11, получим
3 3

W(y, a)*ζP]nP∙(-py↑ny+y4 hPyj^(y+Py 4 )lnP∙lnay.Отсюда частичным суммированием выводим∑ τ(δ)tf(8)-l+<-ψ(α, 8) = (l-ω) [ IV(y, a)y~1+*dy+W(v, a)y-l+"<ζ
u<N(d)⅛υ и

3 0 3<(1 —ω)(o + 7⅛ 4 )lnP∙ln2t>∙ [ -^r + (1> + ∕⅛ 4 )lnP∙ln2v∙ p-1+"<⅛
и<⅛(∙i^"+pu ,+a)bi,Dp∙
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Таким образом
__ l_+ö+ 4 ω)ln8DP∙P 2 τ(α)ΛΓ(α)-1+<1∙<

1_____ ⅛—
lnZλP

l≤N(a)≤υ∙≤PA>aln4ΓP∙ 2 τ(≈)ΛΓ(α)"1+"∙
l≤N(a)≤vПрименяя еще раз лемму 2.11 и частичное суммирование, получаем Sa<PPo2ωln6Z>P.Последняя оценка и оценка (2.35) дают неравенствоtf(ω, T)v~ωkΓ5 DP<^DPv2ω]n5 DP. Отсюда

N (со, Г) < ZM⅛3ω In10 DP=
3 7—6ω ω 20ω —14ω*+l

= DP∙(DP) 4ω,~ω+l \аыDP=(DP) 4ω'^ω+1 “in“ ГР.В интервале 0<ω≤-^- функция20ω-14ω*÷l 4ω,-ω⅛l достигает своего максимума Я в точке 1/2347 - 31 ω = —---------------- .66 Таким образом Λr(ω, T)≤(ΓP)w+e,ω ,где ε>0 сколь угодно малое число для достаточно большого DP. Обозначая θ+ε = θ1 и полагая 
имеем ΛΓ(ω, 7)<(ΓP)*'l°"=eβ,x , что и доказывает теорему с Λ=θ1.В случае m = Q теорема совпадает с теоремой работы [4].11. Теорема 2.3. Пусть Р>\ и¾ω- ∏ ∏z(*∙ ≡)∙∣m∣≤∕* χ
Существует абсолютная константа √41>0 такая, что в области1-∏⅛F≤σ≤1∙ ∣∙∙∣≤j°p
функция Z1(s) не имеет нулей при

P>D^e^^ .
Если 

P^D-χe^^, 
то функция Zι(s) в области ≤σ≤l, ∣r∣≤2>P,
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где λ*→ln-8⅛∙ Λ1≤λ0≤-l-lnZ>P,f 5' , если δ*≤-s⅛r,δ°-l А Л,∣ΠΓ5F∙ ecjm δ>-⅛'
можешь иметь не более одного нуля β' =l-δ', который является действи
тельным и удовлетворяет неравенству δ>Z)^4 (если он существует). Доказательство. Если т≠0, то теорема следует из теоремы 2.1. В случае ти = 0, доказательство можно найти в работе [3].3. Некоторые другие вспомогательные леммы1. Лемма 3.1. Пусть ряд

F{s) = ∑a (α) N.(a) s, s = σ + it

абсолютно сходится в полуплоскости σ>σ0>-∞. Для любого действи
тельного числа y>Q и любого комплексного числа w = u + iv имеет место 
равенство

b+l∞

f -lH⅛a <3∙∙> 

а 6—/со

где b>σ0, b>u.Доказательство. Имеем
6+∕co b+i∞1 Г Γ(j-w) 1 f Γ(j-M>) ст (a) J

2πi J у»-* M∙yH∙y 2π∕ J y*~* 2j N(μ)s ds 
b-i<D 4 b—loo α

b—u+iaoу fl (о) 1 f r (j) jZ. jv(α)- ∙ 2πi b J ta (yNWy (3.2)
Перемена порядка суммирования и интегрирования здесь допустима, так как при Res=b-u по условию леммы

∑∣ °(*> I _ γ |д(«)1 cβI W(αy+" I Z∕ N(μ)b

b-u+i∞ со∫ ∣J^-∣.∣Λ∣=-jjLγ ∫ ∣Γ(6-B+ft)∣Λ<cp, b-u>0.
b-u-l∞ —соВоспользуемся теперь леммой 1.3, полагая

Тогда ∕(j) = Γ(j) = ∫ e~×xa~1dx, (σ>0).о
b+l∞

e^'=-⅛ f -^~ds> ь>0’ у>0-

b—lao

3. Литовский математический сборник, III Na 2 
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Так как в нашем случае b-u>0, то из последней формулы получаем 
b-u+iτ.1 г г (t) js = g-,wω2π,' H∙>),что вместе с соотношением (3.2) доказывает лемму.Лемма 3.2. Если y>Q, то для любого действительного аfl7tc -4-

į N(a)~sei*y ds = i↑∕ πу 2 е 4y 
a-i∞Доказательство. Пусть s≈a + it. Тогда

a+i∞ a+i∞
[ N(a)->e*ds = f N (a)~°~" d (а + it) =

•—i® a-i∞

= iN(a)~a f N(a)-°e^+^'-'∙l'dt=
a-i∞

f dt_

(3.3)

(3.4)Обозначим для краткости g = ι (2αμ-In 7V(α)j и воспользуемся известной формулой
р>0.Полагая p=y, получим

∫ e-r-+*dt~ ]∕Ze⅛=]∕Z
Последнее равенство вместе с (3.4) дает 

a+i<x> 1
7 Т -Г- ln∙N(a)J W(a)-.^<* = ι]∕^ е *’

a—tooчто и требовалось доказать.Лемма 3.3. Пусть ряд ^,M=∑a(a)^(a)^x
абсолютно сходится в полуплоскости σ>σ0> — ∞, y>0. Z>>σ0 и w = u + iw. 
Тогда

1 ___  ⅛+i∞
=-нч г

a b — iaoДоказательство. Имеем
⅛+∕∞ b-↑-i∞
f F(s)e^-^'ds= f e<'-'*'∑-gξ⅛-ds~ 

b-i∞ b—iao a 

b-u+i∞
~∑sffir ∫ ιW*fr* (3.5)
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в силу абсолютной сходимости ряда и интеграла при s = b — u + it. Применяя лемму 3.2, получаем

6-f√αo ___ I

b—i∞ aчто в месте с равенством (3.5) доказывает лемму.2. Лемма 3.4. Если y≥l, то для любого b из интервала γ ≤A<1 
справедливо соотношение

„ -г-Ь*Жв)
S(y, 3, Z>)=∑≡(a)Λ(a)ΛΓ(a)*e 4,

а= 2 V πy I e<1+i>⅛ Е (3) - £ efe≡+i,', } + О (In 2DM), 
p≡

где сумма в правой части берется по всем критическим нулям функции 
Z(s, Ξ).Доказательство. Сумма S (у, Ξ, Ь) сходится абсолютно для любого 
b, -γ b < 1 и к ней можно применить лемму 3.3, полагая w-∑-sa^--⅜<∙∙≡>.a σ0=l, w=-b. Тогда

___  2+/®S (у, Ξ, b)≈fj∕-^- J ⅜^(s> Ξ) eb+tt*y ds, y>0.

2-i∞ Вводим обозначение Fl(5)=4 Ξ)eo+M⅛и рассматриваем интеграл
I= f F1(s)ds,c.где Cv есть прямоугольник с вершинами в точках 2±ιTf,, — b + iTv, Tυ- числа леммы 2.6, v >2. По той же лемме

2+∕⅞f F1(5)*<⅞ln2Z>Λ∕Γt,∙e^∙',(7'+otl^→0, Tb→∞.-b+,⅞То же самое получим и на отрезке (-b-iTo, 2-iTv). По теореме вычетов при Tv→ ∞ имеем
∫ F1(s)ds = ∫ F1(s)ds + 2πi £ RezF1(s). (3.7)

2-1® -b-t∞ , -6≤σ≤2Для интеграла в правой части по лемме 2.4 получаем
∫ F1(s)ds<ξf In DM (t + 2)-e~','dt<ξ f 1пПЛ/(—L- + 2) ∙e^ζ'

-b-t∞ о о * y V У∫ ln0M(ξ + 2)∙e-5,√ξ≤∕τin2OM, (ξ = f]∕7). (3.8)
О
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Далее имеем
RezF1(s) = -e<1+^E(Ξ), j=l∕tezF1(5) = v(pJe0,≡+b,∙' ,
5 = Pg

(3.9)
где v(ρs) означает кратность нуля рЕ. Подставляя (3.8) и (3.9) в соотношение (3.7), получаем

2+/®
∫ F1(s)ds=O(y 2 In 2 DM) - 2πι | eα+w⅛ Е (S) - ∑ e<P3+t>‘' |, 

2~i∞ pΞчто вместе c равенством (3.6) доказывает лемму.3. Лемма 3.5. Пусть число у ≥ 1 и числа φ1, φ2 удовлетворяют условию 0≤φa-φi≤2π. Тогда имеет место оценка

_ 4- -^-ln*N(α) m

S(yf z, φ)= X Λ(a)ΛΓ(a)2 е 4y <с„-^е2 ’
N(a)>z

ве§
Φι≤arga≤q⅛

где φ = φ2-<Pi» z≥es∙r и į означает класс идеальных чисел mod m. Доказательство. Введем обозначения
ψ(x. S)= ∑ Λ(a) = ∑G(n,S),

N(a)≤x n≤x
ое$

(3.10)

где
Тогда

ψ(*. 5. φ)= ∑ Λ(β)-∑ G(n, 5, φ),
N(a)≤x n≤x

a∈5 
Φι<arga≤ΦιG(n,S)= £ Λ(a), G{n, S, φ)- ∑ Λ(a).

АГ (а)—л ΛΓ(a)≤na≡∣) ае§
<Pι≤arga<Φι

S(y, Z, <r)≈∑G(n, ξ>, φ)∏ е '
n>tВоспользуемся леммой 1.1, полагая λn = ∏,

(3.11)

(3.12)
0 , если п ≤ z,

G(n, φ), если z<n≤x. x>z,

± -±ln∙ξS(ξ) = ξ2e4' •При z ≥2 получаем
1 1 .. ■—In* л∑ a,n2 e^,","=∑anx÷e^to,χ-∕∑a.(ξ^e^to,ζ)'<'ξ∙ л<х n<x i n≤ξ
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Так как первая сумма в правой части →0 при x→oo, то ввиду определения чисел аЛ i__ Liπ.λ

S(y, z, φ)=^G(rz, φ)n2 е =
n>z” J------ Lto∙ξ

= -f ∑ G(n, ξ>, <f)(ξ2 е 4y )'dξ. (3.13)
z z<n⅛t'ξ.Далее

∑ G(n, ξ>, φ)=Ψ(ξ∙ S. 3')-ψ(z. 5, у).
z<n⅛ξТаким образом ∞ j___ I-ln,ς _i___ L ln∙

S(y, z, <f)≈-f i∕(^, Ь. f)(V e^t,' )'rfξ-ψ(z, <p)z2 е 4' (3.14)
Из асимптотического закона распределения простых идеальных чисел мнимого квадратичного поля следует существование абсолютной константы c28 такой, чтоπ(χ. S. φ)= ∑ ι≤<⅛-¾√q⅛-φι) Аф(*)1пх •N(P)≤x

Р*Ъ φl≤argp≤φ1 Тогда ψ(x, φ)= ∑ lnW(p) + θ( 2 , [-⅛]l≡^P))≈
N(P)≤X N(P)≤*∙Pe5 P≡5φ1≤argp≤φ1 Φι≤argp≤φt

1= π(x, S, φ)lnx+θ(^(φ2-φ1)√) = θp^p-xj. (3.15)Подставляя эту оценку в (3.14), получаем
00 I 1

S(y, Z, φ)<⅛(φi-φ1) f ξ1^ dξ, (3.16)
Для интеграла в правой части, произведя замену переменного ζ = e1> с последующей заменой η = lnz+w, получаем

z In 2

Z---

оПоследний интеграл сходится при lnz≥3y, поэтому окончательно получаем J-lnz-±ta∙z
s(y, Z, 4yчто соответствует неравенству леммы.
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4. Лемма 3.6. Пусть у>1, lnz>3y, φ = φ2-φι∙ Тогда

Sι(j, z, φ)= 2 Λ(α)iV(α)2-e y <
a=Vk, k½2 

a∈f), N(a)≤* 
Φι≤arga≤Φι

Ξ-j, Inr—-J-ln,z 

<c29q>∖n∑∙{e + e y }.Доказательство. ОбозначимGx(n, S, φ) = 2 Л(«).
a=p*. *>2.
N(β)=∕t, аге§ 
Φι<arga≤φl Тогда ÷ -Ль.»

S1(y, z, φ)=∑G1(n, S, <f)n2 е '
n≤zОпять воспользовавшись леммой 1.1, получаем 1___^ln,χ

Sι(y, Z, <₽)= 2 G1(n, 5, φ)z2 е 4,l≤κ≤z? ± -±to∙ζ 
-J ∑ G1(n, $, φ)(ξ2e t' )’<%.1 l<fl<ξ (3.19)Но

Таким образом
∑ Л(«)= 2 Λ(a).

N(≡)=∏. a=p*, N(a)=p4 Ar≥2,
JkSs2, ае§ /=1.2. а€§,

φ1≤arga≤φi φ1≤arg<x≤φ1

S1O,> г, <p)= ∑ Gι(p⅛ S. φ)p2 tе 4,

pkf≤z, k>2 
f-1.2Введем еще функциюθ(xt φ)= 2 σ>⅛*,∙ s∙ φ)∙

pkf≤x ⅛>2 е∕-lt2 wТогда равенство (3.20) можно выразить в следующем виде:
Sl(z, у, φ)=θ(zv, <p)z2 е v

4"v -∫ »(5. Φ){ξ2 e v }'<£•
Если fc≥2, то и ⅛∕>2, поэтомуθ(zv, φ)= 2 ∑ Λ(α)= 2⅛ м“)-рp≤jV a∈δ

Φι≤argβ≤φi

(3.20)
(3.21)

(3.22)
lnj⅝Γ(p)< φ*~φl z2 inz. (3.23)

1
N(p)≤∑v, pεfj

φ1cargp<φt
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ОценимJ1 и вводя

Но

интеграл в правой части равенства (3.22). Обозначая его через новую переменную r = lnξ, получаем
zA∕, j jįytΛ=-∫ φ)(4⅛r-<lnξ)ξ^v^1e--b,ξ<Zξ=
2

1 ,
*∕lnr 1 ., k*f*

= f
In 2

Отбрасывая
WL--Lkt 
2y 2 κ' ≤0, если>0, еслиотрицательные члены, интеграл

(<0->lnz

(V)-1>
(tf)^1io* 1 kf, *7∖i∕ √T'-4H 17(*∕Γ1>

lnz≤∕≤-^,
1>_кГ ‘только увеличим. Поэтому ±v,-^∙ e2 4y dt<į

φa-<Pι 
-⅛ — In z∙

(kf+k*f*)y (A∕)~xlnz 

∕ ÷ ∕ 

(kj^)~1y
(3.24)

(Если lnz>3y, то всегда (⅛÷j⅛>
Обозначая интегралы в через J2 и J3, получаем правой ⅛lnz'части неравенства (3.24) соответственно∕>0∙)

Λ≤ .β(⅛r+w)j,
= P'+k^y{e'iОценим интеграл J8. Если

τy i^y~i 
r — е

(t∕+w)j, _Lt/ ( 
f e'

(kf)~ly
I 4y 1 1 1 1
-y-^Jy+y+τy (V>2). (3.25)

t≥(kf + kγ')y'то -f^-4⅛∕>2!отсюда и из общего неравенства r≤2(r-1) при г>2 следует, что
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Таким образом
λ≤ ∕ 2(^'-τ*≠-1)e 2 4y dt= (⅛)'

(fc∕)~1 In z ∕ 1 \ Л«/« z v--2 f <(Т''iτ^(÷*M-⅞Γ'∙< (⅛⅛)-
< 2е^Т/У~У~Т/У = 2eτ J+77 ≤ 2√' ,Из оценок (3.25) и (3.26) получаемΛ<-2⅞*1-{ eτ'+2eτ'} 1пг<<

(*∕>2).
Так как φr~φl 

h

7 -7-Л 
e Iri z.

(3.26)
'(3.27)

θ(zVι jnz

то для суммы S1(y, zt φ) имеем оценку --ln∙ zS,ι(y, zt φ)<-τ-*7φi z]nz∙e 4y +

при kf≥ 2,
∙*5p-lnz∙e4'<⅞

. 1 , . 7Inz— — In« z —J 
? Ąy + e4 },

h

< φ∙^φι lnz∙{eчто и доказывает лемму.5. Лемма 3.7. Если Р>1, тоS=∑zW∕(argα)Λ(α)^α)2 е v
= ∑ e"Zs(“)A(«)tf(“)2 е 4' i∖θ(P~1y2e2 Л),

∣m∣≤P a

где f (∞ga⅛-функция f(w) леммы 1.5. Доказательство. Из леммы 1.5 получаем
/(argа)хх ∑ ame'",∙''*~ £ am^^+O(P~1).

m--∞ lm∣≤PТогда — L ιn∙ N (a) 
s- ∑ am 2χ(a)ξ",(a)Λ(a)X(a)2 e ,, +I m KP a∕ _ -į --J-ln,W(≡)∖+ 0(p→2λWλγW e 4y ).aОбозначая сумму в остаточном члене через Sį,G(n)= ∑ Л(»)N(a)-≡

(3.28)
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— —In* л

и суммируя по частям, получаемS1=∑G(n)√e^τ'1-"=-∫ 2 GW(ξτe^i7'°'ξ)'rfξ< 
л=1 1 l≤n≤ξ

«√-4'⅛-⅛¼√∙'β4','(⅜--b)÷
1 о

3 ® ∕ η з .į—∖∙ 3 ОО+ e2 ∕ f e~^'~2 Λ1 = O(l) + ca0∣∕7e2 f e~*,dx-

О о

= О (1) + О (у2 еТ°) ≈O(y^2 e^2'r,').что вместе с соотношением (3.28) доказывает лемму.
1. Доказательство теоремы 1.1.1. Воспользуемся очевидным тождеством

_ 4- -r-ln, 7V(α)2 Λ (a)ΛΓ(a)2 e'iy 
aε⅛

Φι≤arga≤φ1

_ 4- -4-ln1^(P)∑ lnΛΓ(p)∙ΛΓ(p)2 е 4' +
N(p>⅞∖ 

Φι≤argp≤φt„ 4- Γ1"W с-ч 4* -Λ>a∙AΓ(α)+ Σ Λ(a)ΛΓ(a)2 ey + £ Λ(a) 7V(a) е 4>
a=P* ⅛≡≈2, ( N(a)>z

«е£>. W(<χ)≤*, <χe0
Φx≤arga≤φi Φι≤arga≤φ,Последние две суммы в правой части есть суммы S (у, zt φ) и S1(y, z, φ), рассмотренные в леммах 3.5 и 3.6. Обозначим_ 4-Φ(y. Φι> Φa)=Λ ∑ Λ(a)JV(a)2 е i,

<χ≡5
Φι≤arga≤φt

— 4- -4-ln1N(p)
S(y)≈h ∑ lntf(p)∙ΛΓ(p)2 е 4'

N(p)≤z
Φι≤argp≤φ,Тогда получаем5(y) = Φfr, φι> φ2)-Λ∙S(y, z, φ)-ΛS1(y, z, φ).Используя оценки лемм 3.5 и 3.6, выводим:

з to*__ i_

S(y)>Φ(y, φ1, φa)-ca,(φa-φ1)e2 v
, 1 1 ■ 7 In z— — ln, z — у- <⅛β (фз - Φι) In z ∙ { е y +e }, (In z > 3y).Пусть теперь

z=ea,.Тогда получаем оченкуS(y)>Φ(y, φ1, <fa)-ca(<ft-<h)yeP. (4-2)(4.1)
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2. Пусть 7V[Λ] + 3, где А —константа теоремы 3.2, η>ηo>O действительное переменное, зависящее от у (η0 точнее подберем в конце доказательства).
9 yУмножим неравенство (4.2) Ha(2]∕πye4 )-1 и проинтегрируем N раз по η. Кратный интеграл обозначим следующим образом

Ч.+ 1 ηN-l+1 η,+ l∫ ∫ . ..∫ Λ1⅛...⅛.1= ∫<∕(η).
71« j 7)ι (7⅛)Тогда из неравенства (4.2) получаем

9 9∫ ^W(2]∕π^e4 )"1J(η)> ∫ Φ(j, φ1, φ2)(2√πye4 )y1d(η)- (τ⅛) (ч.)
1__ 1_^-⅛(φ2-φι) (у2 е 4 J(η).(ъ>Введем обозначения

K1= f 5b-)(21∕^eτrιrf(η). (7⅛)
_ ±у

κi= f Φ(b φ1, φ2)(2'∣∕π>∣e4 )-*<∕(η),
(TJ∙) ± _J_, ^3=<¾2(φ2-φι) (у2* 2 <Z(η).(<υC этими обозначениями последнее неравенство принимает видX1>X2-tf3. (4.3)3. По определению функции Φ(y, φ1, φ2) имеем

_ r~, 4- --!-ln∙N(α) ,  -?->χ∙2= ∫A 2 Λ(a)ΛΓ(a)2e 4> (21∕πye4 )→rf(η)-
(7¼) ае§

φ1≤arga≤φt= ∕ Σ x(5)∕(arg а) л (а) N(af еГу 1°' (2]∕^ eτ')^∙ <∕(η) + R,

(τ⅛) агде /(argą) —функция f(w) леммы 1.5, aΛ = f {φ(y, 91-Δ, φ1) + Φ0√φ2. φ2 + ∆)}(2]∕πje4 )-1<Z(η)∙
(71.)Принимая во внимание определение характера χ(5) и применяя леммы 3.7 и 1.5, получаем

— —-ln1N(α) __  — у
¾ = f Σ <⅛∑≡(a)Λ(a)tf(a)2e v (2√πye4 )→<i(η) +

(η.) I m I ≤p a+ θ(p^1 f у 2 e 2 v, (V7e4 V1^(η)) +Λ<⅛) (4.4)



О распределении простых чисел 43
Так как в равенстве (4.4) двойная сумма сходится абсолютно и равномерно для всякого j>0, а интеграл берется в конечных пределах, то, меняя порядок суммирования и интегрирования, получаем соотношение

κ2≈ ∑ α" ∫ ∑ ≡ (α) λ (α) jy(α)2 e 4y ( (2Vπye4 )^lrf(η)+
I m I ≤p (η0) а+ θ(p-1 f eτy,~τ,d(rl)y∣+R.

(4о) .__  -→Сумма под интегралом без множителя (2]∕πye )~1 совпадает с суммой
S (у, S, Ь), рассмотренной в лемме 3.4 с b=γ∙ Используя для этой суммы выражение из леммы 3.4 и обозначая для краткостиΛ1 = θ(p→ f eτy7~'d(-η)),(η0) выводим соотношение

¾- ∑ am ∫{2V^(Λe(Ξ)-∑∕p≡+^) +
I m I ≤P (η0) Р=

+ О (In 2DΛ∕) I (2]∕^ еТ У1 <∕(η) + ,R1 + R =

= ∑ am ∫{f(Ξ)-∑∕p≡+÷y'^÷,,+O(j>^÷e^÷j,ln2PJW)p(η) + 
I m I ≤P (ηβ) pξ

+ R+R1 = all f d(η)-atEχ'(5)
(По) (4o)- ∑ <⅛∑Ζ(S) ∑ ∕Λx+÷y'÷<∕(η) +

)"4≤P χ Pm,χ<≠β'H,J∙)+ o( ∑ l<⅛l fy~e^τl,la2DΛf-d(η)] + R + R1. (4.5)
I m I ≤P (η0)В этом равенстве β' означает ,,исключительный“ нуль, Е= 1 или 0 в зависимости от того, существует ,,исключительный“ нуль или нет, χ'(5)-характер, соответствующий „исключительному“ нулю и pm∕χ-нуль функции 

Z (st Ξ) с фиксированными m и χ.4. Далее имеем: T)β+l η2V-l+1 ηι+1 
faM≈f f ∙∙∙ f Λ)⅛∙..⅛-1=1∙ (4.6)

(4o) 4o 4jy-j 41Пусть далее Pm,x=β,n.x+∣γ,n.x=β + ιγ. β= 1-δm,x= 1-δ, β' = l-δ'. Тогда (p™, x+ 4-)2j, - Т У=(1 - δ+⅛+у)’ У - т У== -{(3-δ)δ+γ*-fy(3-2δ)}y,(β' + 4)2y=-δ'(3-δ')z (4-7)
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J= d(-ti)≈ ∫e-<(3-∙>∙+^-<r(3-2<0>^ω

01.) (⅜)Обозначая для краткости∕(δ, γ)=(3-δ) δ+γ8-rγ∙(3-2δ), 5(∕)=∕(δ. γ)ln^,.получаем J= f *^'ωη J(η) = (^) V^Wx∙(l -e→<∕y. (η∙)Так как при δ≤l, (3-δ)δ + γ2>0, тоĮ1 _ е~в ω I ≤ 1 + е~{ (3"8) δ+γ**ln dp ≤ 2.Замечая, что (3-δ)δ≥2δ>0, (δ≤l), имеем:
ι e-B(/) 71. I = e-{ (3-δ) δ+γ*} 7J. In DP < β-(2δ+γa) т). In DP Наконец∣B(∕)l = lnZ>P∙∣(3-δ)δ + γ2-∕γ(3-2δ)∣≥ln DP∙∣2δ + γ2+iγ∣. Из оценок (4.10), (4.11), (4.12) и равенства (4.9) следуетI ∣2δ+γ3+⅛∣-.Подставляя (4.6), (4.7), (4.8) и (4.13) в равенство (4.5), получаем

(4-8)

(4-9)
(4.10)
(4.11)(4.12)
(4.13)

¾>fl,-β,Eχ'(S) fβ-s-<3-^toθ^(η)-
(71.)-⅛Γ Σ ∣α-∣∑ Σ ^2'-+^’-toDf|28m.x+YJ!,.x+rr„.x|-''+

∣m∣≤P X рт> χ(≠β9
__ 1_+ θ( 2 l‰∣ln7>Λf∙ fy 2e 4 yrf(η)) + J{1 + Λ. (4.14)

I m I ≤P <7⅛)Введем обозначения̂ o=¾'(S) f e^s43^δ'>,n"'<∕(η),(71.)*P-(b⅛T ∑ ∣α"∣∑ ∑ e^t2^χ+γ"∙χ,,∙,,,1,,∣Xx+⅛x+⅛"∙.x∣"w∙
∣m∣≤P X pmχ(≠0^ _± -Λj,
^ = C33 2 ∣‰llnZ>Λf- f у 2 е 4 d(η).I m I ≤P (ηβ)Тогда соотношение (4.14) представится в виде

K2>a0- a0 JC<'> - K<v - к™ + R, + Ä. (4.15)Оценим отдельно все величины, входящие в правую часть неравенства (4.15).5. Интеграл оценивается следующим образом:
∣^(∣)∣≤ f e-ΓV-r)ιibDp j(η)≤ Γe-^lnDPdω

(71.) (TU)
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Так как η≥η0∙ τo

∣χ(l)Is^-28',l.lnPPДалее имеем: ♦ (4.16)
г —5^ —Γy —5" —∣∙∙∏0lnDP r
f У е J(η)≤(η0lnDP) 2e fd(η) =

(η.) (ηβ)

Тогда
__= (η0lnPP) 2 9 

—— η0 In DP

K^≤c∞(^∖nDP) 2 e 2
I m ∣ ≤P (4.17)

Для последней суммы по лемме 1.5 получаем:∑ ∣αm∣lnDM = α0In2Z) + 2 £ ^-ln7>M≤
∣ml≤P l≤m≤P≤α0ln2D + c34lnD∙ ∑ ≤ я0 In 2D + c34 In D ∙ln2P≤c36ln D ∙ln2P.

1 ≤τn≤PВ таком случае из неравенства (4.17) следует
—т —τη∙kl2,p∙^2,≤c3β(η0lnDP) 2e 4 lnD∙ln2P=___1_ 1 2. 2-— = ca,η0 2 In 2 D ∙ ln2P ∙ (DP) 4 ” < catP~1 (DP) 4 .9 1Если η0>2, то 2--ξ-η0< -у η0. Кроме того, в теореме 2.3 имели неравенство ylnDP>λ0. Поэтому¾β,<cωP-* (Z>P)^^2^,' = ¾, 4 «“’"‘"'’'’лез, 4е_М' • (4-18)6. Оценим Rl и R. Имеем:¾ = 0(p-* ∫e^7-÷'rf(η))-θ(p→

(71∙) (η∙)
— -7- ηβ In DP / i — 4 i)β In DP ∖ ∕ 1 ∖

≈O(P~1e 4 ) = θ(-7* ) = θ(4-*-x∙,k) (4∙l9)(ввиду 41aT>P>λ0).Так как по определению
- ( — 4 ~la∙N(a) ' -j-у*= ∫∣A 2 Λ(α)ΛΓ(α)2 е 4' (2]∕πye4 )→ +

Ф1—∆<argα<φf

_ 4 -4ln* λγ(≡) ____ 4р 1
+h ∑ Λ(α)ΛΓ(α)2 с 4' (2√πye4 )→ rf(η),

a≡5 ,
φl≤arga≤φi+Δ 
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то, применяя те же самые методы, что и в доказательствах лемм 3.5, 3.6 и 3.7, для обеих сумм получим оценки_ -į- —An*2V(α) 4- 4-У 7∑ Z(≈)Λ(α)7V(α) е , = O(Δy е2 ),
а

φj-∆≤argα≤φ,_ 4 -Л*«**« 4 4>,7∑ χ (а) Л (а) ΛΓ(a) 2 е *’ ∙=O(Δy2e2 ).
а

φ1≤arg a≤φl+ΔТогда для R имеем:

т. е.
(δ ∫A^,∕≈∕*⅛)=o(∆ fe~2''~<'d(η))≈ 

(ηj Cn∙)
3 3 , __ 

(г —τ-> \ —т 4∙ln-W*Δ fe 4 J(η)] = O(Δe 4 ) = O(Δe→∙*),
(τ⅛) ∣Λ∣≤c37e λ*7j∙. (4.20)7. Займемся теперь суммой Ар. Для ее оценки разобьем полосу 0 ≤ σ ≤ 1, в которой лежат все критические нули функций Z (s, Ξ), на четырз области G<1∖ Gp, Gį3), ср, при этом они могут между собой перекрываться:

п = 0, 1, 2, ..., n1 = [In Z)P].

(<¾,,)= 0≤σ≤ 1, n≤∣∏≤n+l, n= 1, 2, 3, ...;(G®): 1 λ0+∏+l
in DP ≤σ≤l- λo+n ^ In DP !d≤ gλ*+n+1 In DP ∙л = 0, 1, 2, . • Л0 == [lnlnZ>P]j(G®): 1 λ0+∏+l
in DP ≤σ≤l-~ in DP

eλβ+n 

’ in DP
1 1 gλ< + ∏+l≤∣'∣≤ ι∏ω>n=0, 1., 2, .. • > Л0»(G«)): 1 In In ДР+л+11 lni>P ≤σ≤l - In In DP+л In DP ∣f∣≤l,

Если число нулей всех функций Z(s, Ξ), ∣m∣≤P, расположенных в наших областях, обозначим соответственно ΛJυ, N®>, N&>, N"∖ то по лемме 2.3 и теореме 2.2 получим:
N^<cx,∖aDMn,
jy(2) <

27») < eA Qφ +л+1),

27(4) < eA (lnlnDP+π+lξ

(4.21)л=1, 2, 3, ...;O≤Λ≤no∙,0 ≤ п ≤ л0; 0 ≤ п ≤ n1.Далее, если для краткости введем обозначение∕‰. γm,χ) = F(δ. γ) = e-'2fi-".x+⅛x,,∙k,βf ∣28n,x-⅛x+∏4xΓ" то в областях ср, j= 1, 2, 3, 4 будут выполняться (»ответственно неравенства£(8, γ) ≤ e~rf"τi*ln dp n~2N в Ср∙F(δ. «.“(’XT в СрJr(8, γ)≤-(⅛Γ в СрF(δ, γ) ^c-2(inbDP+n>‰ (o In In DP+л j n в G<4)

(4∙22)
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Ввиду леммы 1.5 получаемJφ≤(φi-φι+∆)(-κ⅜irf 2 2 '∑ f‰∙χ-r<».z)=

∣">∣≤-p X Pm,κ<≠P'>= (4⅛-φι + Δ)(-⅛f X e-<α+rt^mPP∣28 + γ.+ fy∣-~P(≠0')где суммируется уже по всем нулям всех функций Z (s, Ξ) mod m c 1 m ∣ ≤ P. Последняя сумма разбивается на четыре суммы соответственно по нулям в областях (¾n, У=1, 2, 3, 4:
1Φ ≤(φa-φ1 + Δ) ⅛r)"{ ∑l+ ∑2 + ∑3+ ∑4[ • (4-23)Используя оценки (4.21) и (4.22), находим:⅛r)"Σl-(-h⅛p-)^r∑ ∑ e-<∞÷V),.>oi,P∣2δ + γ8 + l∙γl-w<л=1 peσ<1>

< ( 1вОР )" Σ e^",η,*° df n^a"ln DPn ≤
л= 1

л=1 ≤¾(-i⅛^)N«^’•1°D^,I∏^<¾^^T’⅛I°£,/'≤⅛e-λ'η■ (N>3). (4.24)Далее(∏κVΓΣ2-(⅛-)w∑ ∑ ∣2δ+γ≡ + iγ∣→<
Л_1 ₽бСд2)<(τ⅛)^∑(⅛Si)^"=

л=1л.
= C^~2λ*τ)o+Λ (λβ +1J g"~(21)o-∙,4) л ≤ g—2λ0 ηo÷∙<4 (λ0+1) g—2λβ ηβ+∙<4λβ —

л=0
= C42 e-λβ7lo-λ0(η0-^> ≤ c42 e-∖rιt (4.25)так как ∑(λ,+a)→-∑λ0-w+O(l)=O(l), ηβ-√>0∙

л-0 л=0Для третьей суммы имеем:(⅛)n ∑3 = (-bVΓ Σ Σ e-^>,.to^∣2δ + γ≡+,∙γ∣→< 
л=0 peσ(3)4τ⅛r∑(⅛S-)

л= 1

eλ0+n \ —/V
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Наконец(τ⅛)'∑.-h⅛)"∑ Σ .-*"-∙^-∣2.÷,-÷r,∣→< И=0 pec(4)
< I 2 \N У √(tataDP+n+l)β-2(tataDP+n)η. ∕θ ⅛ ⅛ PP÷∏ У2*— ∖ In DP I 2j er c ∖ In DP ) ~

л=0
л»

_ e-2τ⅛ Inta DP+A (Inin DP+1) e-0¾-^)n (1∏ 1∏ DP+ ∏)~ff ≤
л=0≤ c44 e-f2,⅛-xjlnln dp ≤ c44 e-^2r*∙-β-λβ7⅛-(т),—л)х, < e-λβι⅛ j если только η0>Λ и λ0≤lnlnDP. Если же λ0>lnlnZ)P, то для n≤λ0- -lnlnPP-l в области G<4) по теореме 3.3 нулей не существует. Таким образом для λ0>lnlnZ>P имеем

∕o lnlnDP+л ∖*×(2 In ПР ) -≡ g—(2τ⅛-Λ) (Inta DP+πj+Λ (1∏ 1∏ ZλP+∕l)-i^ < β^λ∙η∙

fl>λβ-ta In DP-1
л>0т. е. опять получаем оценку типа (4.27).Подставляя оценки (4.24), (4.25), (4.26), (4.27) в (4.23) для X<2>, выводим окончательную оценку < (<P≡- Φι÷ δ) e~κη∙. (4.28)Собирая теперь оценки (4.16), (4.28), (4.18), (4.19), (4.20) и подставляя в (4.15), получаем:

K2>a0-a0e~2s'τ^DP _(φ2_ φ1 + Д)с<5e→∙ и. _ Cse _Le-⅛и.-
- Си у- β-λ∙η∙ - c37 ∆e-λ∙r*=a0-a0 e-2r η∙hl 2,p - (φ2 - φ1+∆)c45 e~λ∙* -- с«? -у e~*∙* - C37 ∆e-λ∙71∙, (c47 = c3β + c4β). (4.29)8. Оценим интеграл К3. Из неравенства (4.3) ввиду ηι≤η≤ηx+l, ... ηo≤ηw-ι≤ηo+1» имеем η0 ≤ η ≤ η0+#• Тогда1__ 1_^*8=<⅛2(φ2-φ1) f y2 e 2 <*fr) =(%)= ^(φa-φ1) f (Ч1пРР)Те_Т’,1П^(т|)< Gh)≤c33(φβ-φ1)ln2 DP∙(η0 + Λ∏2 f e <f(η) =(¼)

“X* ^4^ / 9 \ ff —į- Th ta DP —5- ta DP= ⅛(φ.-φJta2Z>P√¾+tf)2(ls⅛r) e 2 (l-e 2 )n≤
—4* D∙ ta DP≤c48(φ2-φ1)e ≤ c48(φa-φ1)e-λ∙η∙ (4.30)для достаточно большого DP.
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Оценки (4.29) и (4.30) вместе с неравенством (4.3) дают следующую оценку

K1 > a0 - a0 e~∞ ^dp_ _ ψl + д) c45 e"λ∙ -“ ⅛7 4^ e~λ*η° “ c≡7 - c48 (φ2 - φ1) e-^r>o. (4.31)Пусть P=Δ~1, ∆=y(φ2-φι), где а>1 любая константа. Ввиду леммы 1.5 и подбора числа Δ имеем

4. Литовский математический сборник, III № 2

ao~~^ (фат91 + Δ) — 27τα ) (*P≡~~c*β(?2“∕Pι), Тогда
K1 > cso (<Ра - <Р1) { 1 - г“2*7,0 ln dp - <⅛ι e^λβ 7,0 } •Далее, если η0>Λr1, rAe Λ1-константа теоремы 2.3, то (4.32)

-28'ln dp 
β-2δ'ηβlnDP≤e Л1 ≤e

■25. In DP 
Al

Тогда
(δ'>δ0 по теореме 2.3). Положим теперьη0 = max{Λ 3, -į, ⅛∙ln¼1j.

cae-^cne~^^≈

-^η.^^ηβ,nδj⅛p -A1τlo ∕ δ0l∏ DP \А^
==c^β =c<*e ( • Ä'--)-^ιпо определению числа λ0 в теореме 2.3. Из той же самой теоремы следует δ0lnZZP≤Λ1, а из определения числа η0 получаем Λ1η0>l. Таким образом для достаточно большого DP имеем

InDP

с e→∙*<c c-b4c ¾ In DP rr δtl In DP c61e ^*fi≡^c51e λ - 4a^и для K1 получаем неравенство fi ,n DP *ι><⅛o(<Ps-<Pι) 11-е Л' —8*ln^~
Воспользуемся очевидным неравенством }•4А

l-e^ξ-4-ξ>τξ∙ θ≤ξ≤1∙Полагая ξ=S0 1".0f .имеем (4.33) С другой стороны
-L —-ln, 7V(D) __  — у

K1= ∖h 2 lntf(P)∙W(P)2* 4' (2]∕π∕e4 )→rf(η)<
(⅛) Λr(p)≤zРеЪ

Φι≤argp≤φt
1 __ 1_ 9<2V^A 2 lnW(p)∙ΛΓ(p) 2 fy 2e i,d(-η),

N(p)≤* Gio)p≡0
φ1≤argp≤φt ,
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Для интеграла в правой части получаем:
_± ^-y -± --∣∙ηebDJ* f

f У ~e d(τb≤(-ryfaDP) е f d(η) =(¾) (lb)_ i 2.= (η0lnθpf2 (ßP) 4 VПринимая в расчет оценку A<Z), выводим__ i_ 1~2, i K1<2V^(η0lnZH>) 2 (DP) 4” 2 lnW(p)^(p)2.
N(p)≤∑ 

P6S 
Φι≤argp≤91Сопоставляя последнее неравенство с неравенством (4.33) и принимая во внимание оценку δ0>c52Z)-4, окончательно получаем

1 9 _5∑ ln^p)∙ΛΓ(p)2 >⅛(φ1-φ1)(βP)4,u ,
N(p)≤* 

ре£
Φι≤argp≤φ,где -∣-ηo-5>O, если η≥3∙Максимальное значение z найдем из равенства (4.1) и неравенства у= = ηln DP ≤ (η0 + N) In DP:

z = eV≤g4(η.+Λ01nDP .Из определения чисел Р и Δ следует, что
4(ib+N)ln(^) 4(ib+N)lno∙ln (γ) ∕ р ∖4 (ib+N) in а

z<e <e =(v) ’ <P = <P*-Φ1*что и доказывает теорему' с константой B=4(η0 + N)lna, так как из неравенства
1 9 s2 ln∕√(p)-N(p)2 >⅛(φ,-φ1)(DP)4lu >0

ре$)
"Φ)<(f)β 

Φι≤argp≤φiследует, что π((γ)f, S, Φι. Φs)>l.
где π(x, ξ>t φ1, φ2) означает число простых идеальных чисел ре£ с M(p)≤x в секторе с раствором величины φ = φ2-φ1 и вершиной в начале координат.9. Из доказанной теоремы можно сделать некоторые выводы относительно квадратичных форм. Пусть J,(x, у) положительно определенная примитивная квадратичная форма дискриминанта —d. Для каждой такой формы в мнимом квадратичном поле К с дискриминантом d существуют два целые идеальные взаимно простые числа α1, o⅛, принадлежащие некоторому классу ^modτ∏, такие, что линейная форма Цх, y) = a1x+o⅛y, где х, у — целые рациональные взаимно простые числа, так же принадлежат классу § и

L(xr y)∙L(χy y) = (a1x+<⅛y)(a1x+≡2y) = ax2+6xy + cya = F(x, у), где β = o⅛a1 = M(c⅛), b≡a1o⅛ + a1o⅛, . c = o⅛o⅛ = M(aβ) 
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целые рациональные числа. Если обозначим

μ,=L(x, y)eξ>, то получим
n = N(μ) = F(x, у),т. е. число п представимо квадратичной формой F(x, у). (Подробнее об этом см. (7].)Неравенства φ1≤argα≤φ2 в общем случае означают, что число a находится в неэвклидовом угле w (μ) — w (v), где w (ω) — функция, входящая в показатель характера Гекке первого рода:λ(ω)=(⅛Γ=eftd",ω∙В этих условиях из нашей теоремы следует, что для каждой квадратичной формы F(x, у) дискриминанта —а существует пара целых рациональных взаимно простых чисел х, у таких, что форма F(x, у) представляет простое число р, при этом точка с координатами (х, у) принадлежит сек-тору, радиус которого не превосходит величиныж где φ = φa-<Pι - величина угла.

Вильнюсский государственный университет им. В. Капсукаса
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APIE MENAMO KVADRATINIO SKAIČIŲ KŪNO PIRMINIŲ 
SKAIČIŲ PASISKIRSTYMĄ SEKTORIUOSEJ. VAITKEVIČIUS

(Reziumė)Darbe nagrinėjamas menamo kvadratinio skaičių kūno pirminių idealinių skaičių pasiskirstymas sektoriuose. ĮrodomaTeorema. Tegul K yra menamas kvadratinis kūnas, d—jo diskriminantas, m—bet kuris 
sveikas šio kūno idealas ir į) —idealinių skaičių klasė mod m. PažymėkimD=∣ J∣ΛΓ(m)>l,
kur N(yn} reiškia idealo m normą. Tegul toliau 0<Δ<-ξ-, φb φ2-bet kurie realūs skaičiai, 
tenkinantieji sąlygą 0<φ1-φ1≤-^--2Δ.
Tada egzistuoja konstanta B>0, priklausanti tik nuo kūno K, tokia, kad sektoriuje, kurio vir
šūnė yra koordinatų pradžios taške ir kampo dydis lygus φ1- φ1=φ, rasim bent vieną pirmini 
idealini skaičių p∈δ, kuriam

Teorema įrodoma J. V. Linniko metodu, suprastintu pagal K. A. Rodosskį.
ÜBER DIE VERTEILUNG DER PRIMZAHLEN 

DES IMAGINÄR-QUADRATISCHEN ZAHLKÖRPERS 
IN DEN SEKTOREN

J. VAITKEVIČIUS
(Zusammenfassung)In diesem Artikel wird die Verteilung der idealen Primzahlen des imaginär-quadratischen Zahlkörpers in den Sektoren betrachtetSatz. Es sei К der imaginär-quadratische Zahlkörper, d—sein Diskriminant, vn,-ein beliebi

ges ganzzahliges Ideal dieses Körpers und ⅜-die Klasse der idealen Zahlen modττt Dabei 
bezeichnen wir

D='d∖N(τn)>∖,

wo Λf(m) die Norm des Ideals m bedeutet. Es seien fernerhin 0<Δ<-^-, φ1, φβ-beliebige re

elle die Bedingung 0<φi-<Pι≤-^--Δ
erfüllende Zahlen.

Wir betrachten nun den Sektor, dessen Spitze im Nullpunkt des Koordinatensystems sich 
befindet und dessen Winkelgröße φ.-φ1=φ ist.

Dann existiert eine nur vom Körper К abhängige Konstante B<Q, und zwar eine solche, 
für die in diesem Sektor wenigstens eine ideale Primzahl pe§ vorhanden ist. Für diese Zahl 
gät die Bedingung

"M÷Γ∙Der Satz wird mit Hilfe der Methode von Ju. W. Linnik (vereinfacht von К. A. Ro- dosski) bewiesen.


