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ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 
LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS

19 6 3

ДВЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ О БОЛЬШИХ УКЛОНЕНИЯХ В МНОГОМЕРНОМ СЛУЧАЕЛ. ВИЛКАУСКАСВ работе рассматриваются большие уклонения типа Ю. В. Линника [1J для α < -j- в многомерном случае на некоторых областях.Введем следующие обозначения:
X, У, U, ... — 5-мерные векторы-строки, компоненты которых будем обозначать малыми буквами с индексами X=(x1, ..., xs), | У | —длина вектора, О = (0, ..., 0), α0, a1, a2, • •. — некоторые положительные константы, В —ограниченная функция рассматриваемых параметров, не всегда одна и та же, pl∙ (и) → ∞ при п → ∞ и

i /• -4 ∣*∣'—b- f е 2 dX=Φ(s, β).
(2π)v eРассмотрим последовательность независимых, одинаково распределенных случайных j-мерных векторовξ^=(ξ<4 ..., ξ<*>), к=\, 2, ... (1)с Eξw = O, Е ξjfc> ∙ ξ<λc> = δzy, где δy- дельта Кронекера.Пусть, далее,y<")-случайный нормальный 5-мерный вектор с

где

.где
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{Qn}, л«1, ... - последовательность областей в 5-мерном эвклидовом пространстве с расстоянием R (л) от начала координат соответственно, причем *w6[0'7‰]' α,c⅛∙Будем говорить, что для последовательности (1) имеет место интегральное нормальное притяжение (и. н. п.) на последовательности {Qn}, если
Теорема 1.
Если при a < у

1ΦU Öi) Л → оо.

Eexp(∑ I ξ<*>∣ 1⅛) < ∞,/=1 (3)
то для последовательности (1) имеет место и. н.п. на последовательности {Č.}, Л=1...............гдеCn = {xr∣X∣>Λ(n) Į, Λ(n)∈[θ,^-].

Доказательство. Нетрудно заметить, что уже последовательность {ξw}, k= 1, ... имеет ограниченную непрзрывную плотность вероятности и для нее выполняется условие (3). Докажем несколько лемм.Лемма 1. Если теорема 1 верна для последовательности { ξ<*>}, к = 1,..., 
то она верна и для последовательности (1).Доказательство. По формуле полной вероятности

PI S<") ∈ Cn ∣ = P J I F") I > n<,-'>β j P Į S<")∈ Cλ IĮ F∙> Į > лО-o« ∣+ +p{ ∣rWj≤n(i-O∙∣ P I St">eC,∣∣n">∣≤Λ<1-n∙∣.ПосколькуP ĮI Г” I > λ<'-0∙ }----- Ц- f e^τ'r',<∕y=o(l)Φ(s, č),(2π)7 IΓ∣>"*P∣S<")ε⅛∣∣F">∣≤n<l-'>*}=P∣i'">eC.∣+o(l)Φ(Λ ČJ. (4)
Из очевидного неравенстваP { e č. J > P Į Š<’) e č: } ĮI F"> I ≤ n<> -о ∙ } . (5)где C⅛=∣ X: ∣X∣* > [Ш+лО-О« ]’} ,
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(4) и из условия леммы 1 получаемP∣SW∈C,∣ > Φ(s. <⅛(l + o(l)).Но Φ(,, <7,-cj)=Λ-⅛-Φ(5, С.).Поэтому p{sw∈CnJ>Φ(s, ⅛)(l+o(l)). (6)
Заменяя в (5) выражение _К(л) + л(1~/)се выражением Л(л) —Λ0~0α и знак неравенства > знаком ≤, получим, чтоp{sωeq,}≤Φ(j, Č.) (l+0(l)). (7)
Из (6) и (7) получаемР { SMeČ„[ = (1 + 0 (1)) φ(5, Č„). '

рЛемма 2. Пусть C** = ∣ X: ∖X∖>n* где p>2(l + α), тогда

P I S<”> ∈ (⅛* J = о (1) Ф (j, Q. (8)
Доказательство.Имеем p{∣jw∣>n2 j≤p{∣s<">∣>-^ J+pj∣yw∣>-^-Iи

p. „ Lр jι∙s<">ι>-⅛-∣≤pj ∑ ∣ξ<t>ι>-τ-Į.
l , , ⅛=ι ,

Для оценки последнего требуется оценить
( f½~l I r -∑∖χi∖ττ^ Σ∣χ∕lτ+**P{∣ξwl>-2-4-)= J е -1 -е" dF(X), (9) 

где F(x) — общая функция распределения последовательности (1). Из неравенства Гельдера имеем, что
з 4g s 2(l+⅜t) з 1∑ l√+2' > (∑ х?) l+2∙ ( ∑ <'+2∙ 

/-1 /-1 /-1

(10)
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Подставляя (10) в (9), получим ■(.?/)’....... 1 l+2α X/=1
, *3t×exp(2 ∣xi∣1÷2a )dF(X)

(~Σ χf),+2a eχp (Σ ∣*<∣1+2a) λγw≤/=1 (=1
⅜g≤exp [--!⅞i] ,+2* =o(l) Ф (j, Č„).

Последнее и доказывает (8).Из указанного о последовательности { ξw}, Az=l, ..., [2] и β] следует формула обращения
f с"11±("~,t,∣)-**ω∕iwω¼S'iσ∣)P I S<">eJζ,}----- ≡L- J -----2:------------ <f∙(U) du,(2π)2 ⅛ I σ∣2где Rs- 5-мерное эвклидовое пространство,Jζ,=∣ X∙.κ(n)≤ ∣χ∣ ≤n2 ),

φ (СТ) — характеристическая функция последовательности { ξw }, fc≡⅛ 1,..., 7j — функция Бесселя.2^ Из (11) и (8) имеем
- r^i 1∙ t"~l tz∣>-*y<n>Ą (Λ(")l∕r^I σ∣) pjs<")ecJ=-⅛- Į ---------------------х(‰)2 ⅛ |ü|2×φ<">(σ)√σ+o(i)φ(j, ⅛). (12)Заметим, что при | CT∣ > ε

»Т1Д (n~ I σ∣)-Λ¼) Z, (S(n)√τI σ∣) j,fj-l,-1—2-----------------------r-2------------------------Вп~—.iu∣2 (13)
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2a-1и при п 2 ≤IČ7Į < ©
?ц (n'÷Iσ∣)-∙R⅛)Ą (Я(Я)Vn I σ∣) ,,,.1,-2β+0.w,
—2------------------------—2.вп i∣σ∣2 (14)

В дальнейшем, учитывая (13), (14) и следуя [2], получимдр p^l^ι sn4∕i(Λ2 I σ∣)-R2 (Я) ∕i(Λ(n)i∕7∣ σ∣)
2 2----- f---------------------------- £----------------------  χI и\*

Pp<")∈cn[=⅛ у(2π)2 J г«~1 |О|<» 2X φW (Ц) du+В exp (- a0 n≡∙).Обозначим «-Ш- 
lnφ(tf) = tf(σ).Из [2] (см. (9) и (14)) получим .

κ(u)~-⅛ (i+n-2fa)∣σ∣s + ∑ ∑
r≡3 Z1+...+∕s=r+Bexp (-α1-^-5-lnp1(n)).

(15)

(16)
71I...Z,I

Обозначим
m*3(t0=Σ

r=3
∕1!...∕,lΨ∕t...∕ , /

∕l + ...+∕,= r

^+1 • Ą (»~1 σ∣)-∙R2 («) /,(Л(») 1/7 I С/|) д(2+й+2
------?--------------------- .-------- ?------------------------- Bn~~*~~.∣t∏τПодставляя (16) в (15), получим

Л . X4 7, (» 2 ∣U∣)-Λ2W∕i(Λ(π)-∣∕n I σ∣)P Į S<">ecn} = ⅛ j —2----------------------- ----------------------— х(2π)2 2<x-l ∣tfj2a ∣tf∣<" 2×exp [-∣ (l÷n-2∕≡)I <7∣≈].eχp (⅛(U)) <W+Bexp (-β⅛-Jgr). (17)
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Из [2] (см. (16) и (19)) имеем, что
К I. ,∙-'> Ulf

U...lsl 1 ••

mexp(nlfa(U)) = l + 2 ∑r=3 ∣l+...+∣s≈rИз (17) и (18), после замены переменных интегрирования^∣∕rt(l + n-2fa) ui=zh ι=l, .... j,
.u^exp(-α,7^-). (18)

получаем
пР

p Į ---- lτ(2π)2 ∣z∣<n*l∕l+.-te
×exp(-l∣Z∣2)(l + ∑ ∑r=≡3 ∕*+...+∕f=r+jM-β*τ⅛)∙ll∖...ls∖ ∖]∕n(l+∏~vβ)∕ ∖V∏(l+∏-tz,x)∕

(19)Интеграл в последней формуле распространяем на все пространство ∕ζ.( - - 1 (!+β-<÷ f ^⅛(Vτ⅛',zi)-jllw⅛(Vτ^⅛izl) *P { Sw е С. } = '-⅛-π-7 I -------2-------------------------------- - -------- 2--------------------------- ×(2π)2 ∙ IZp
x'l∙ zι,. .. z'*1 dZ+Z1l...∕,! zι×∞p(-4∣z∣')(ι+∑ [n(ι+Λ-2h)]2 2 

г-3 ∣ι+...+∕j-r+H-'<7⅛i∙ (20)Первый член (20) j⅛eτ

1(2π)2 f
-^2--<∣x∣<i∕ΞΞΞ 1/1+«-“« V l+∏-

β~⅛=-Lr у e-^ttχ+(2π)2 IJΓ∣>ΛGO
÷-÷(2π)2 e-^x,'<O--- 1-τ f ,e^*'xl'dX. (21)<2π,τ -V=Sf

vffi≡⅛-'''-"
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Очевидные оценки

е 2 w* dX=o(l) Φ(s, Č.)

Л (Я)V1+--= <∣Af∣<Λ(Λ)
“ r' <"> 

er 2

/_
и

дают для (21) Φ(j, Č.) (1 +o(l)).
Остальные члены (20) дают

в(l+n~*fa)(2π)τ ∣Z∣2'
×exp(-l∣Z∣≈) ∑[n(l+n-2fc)p 2 ⅛⅞Γ4∙∙∙4<≡-r=3 ll+...+ls=r= Σ г-3 Br[∕ι(l÷Λ-,fc)] 2 Σ∕l+...+∕i-г ∕1! . . . /,! X

f £ ∏fM⅜)e^*'α,Vl+.-*te Vl+.-∙"Оценим
(22)

" r Д Λ∣∙..∕,1г-3 [п(1 + »-•(«)] 2 Z1+...+Z,-r∕ i i!','(⅜H'a'∙
∕w -<∣XI<.. ” —V∣+.-∙to V∣+H-∙toгде К — некоторая постоянная.В этом случае для полиномов Эрмита возьмемff√τ⅛)=2⅛∙ ,=‘.........1∙
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Тогда f , π⅞(w)^"-
у,- "2 '^,Vl+n-*to Vl+.-*te

=βj"e2 'x', √1∙.. .х; dX+B J* е 2 '*,' ’ x' d*

⅝ —⅞∣jr∣⅞⅞(∣>)V∣+n-∙to
(23)

Рассмотрим первый интеграл в правой части (23). После замены переменных интегрирования
xl=R(n) yh i=l, ..sполучим

оо
Г 1 mz м v∣∙ Г *1(∏) '+* f

BRs+r(n) je 2 n y∖'...yl* dY=B je 2 “и2 du =

∣y i i

В дальнейшем мы будем считать, что R(ri)>l, и для последнего выраженияполучим оценку
Легко проверить, что

x'∙...xy<0r=o(l)Φ(j, Č,).
(24)
(25)

Для оценки второго интеграла в правой части (23) используем неравенство(√x⅜JUill(⅛)i где r=∑ll.
(-1
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Тогда

/ ■—-===≤ιx∣ <«<»> l/i+»-"« (26)
Из (23), (24), (25), (26) и оценки для

(27)получаем
≤AR,"2 (n) е

£ κ+*{n} 
a Δ nW+r)a 

г=3-{«•о» 1
Для оставшейся суммы

m

Σ
г-К

х

~4 R* in) 
е 2 ≤

р4 (л) л«(/-1)

Br[п(1+»-"«)] 2
/----- ,.⅞ιx∣⅞1/1+»-"«R(n)

Р_
2 л

требуются более Имеем (см. [4])
Рассмотрим

X

к∑ p>-4n) = o(l)Φ(j,Cn).
г=3

Σ
ιi+...+ιs=∙

Vl+n~ilaточные оценки.

f. -..<IXI<1/1+»-"»RW

Σ ⅛]
j ' ∕≡1 L|J-∏4> Σ

f≡l kl+...+ks-0

Я (л)
------------- ∙≤l*∣≤∙ 

l∕l+∏-lta

Р_
2 л 

l∕⅛F"s

⅞∙∙∙⅛z1ι... z1ι х
∏ ⅛ ( у 2 ) е'e2~ dX (28)
f=l

(-1Λ(√2√,~2s∙
ki∖ {li-2kt)∖

∏ ⅛(v⅛)-
/=1

(29)
4

,2 dX

Σ ⅛ 4 ∑ tt∣~ai, (-l),- 2 ,-1 χ∏ *ι∣ Π(Z∕-2*,)I
/-1 i-1

Γ÷,jr,'. √∙-2<.. √f 2k∙ dx.
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Из [5] по формуле Каталана следует
f 12 Λs~*(n)^√,wVl+.-∙ta

xr-^]⅛σ'-2tp
∏Γ(t≠-)
i=l

s ×Γ[∣∑('<-⅛)+⅛]
1=1

×∫-(>÷≈-⅛s⅛^i∙'"4∙r*-оИспользуем неравенство,ll 2(i÷n-^jΛ∣,¾W⅜-l≤
( + й*(л) У)

(31)

Тогда интеграл в правой части формулы (31) получит следующую оценкуΣ (⅛-2*i> 
B2t~' (1+r[4 Σ (4-2fe<)+l] [-

i=lИз (30), (31) и (32) получаем
- ⅜ (⅛-2⅛)+⅜-l

¾PΓ'", )∙ <32>

g(.)
**~* (”) e 2(l+,→to> 

ж—2 eВ
(l+π-tfa)^2^П гx-⅛----------

Σ⅛]
l l-ll∙jΣ*1+...+*,≡o

Σ fei Σ <∣i-^(-I)'“1 2'=l- ----- ----------------------------- х
П Ы ∏ Ur-Ui)l 
i≡ 1 i-1

Г W 1 LVι+n-ιzβJ r[l∑tt-2*,)÷⅛)
/-1

_ JL **<")
+ Be 2 1+"'

Σ[⅜]
i≡l l 1 jΣ

*l+...+k,-0

Займемся вторым членом (33). Пустьгде

Σ (⅞-2fcP i=l +
<√∕V^∏r(^)------------------ ;---------- γj=l---------------------- • (33)

∏ ∏ (//—2Λ.)∣

/-! 1=1

¼=4p∕>0≤p,≤4' ' = 1∙ •• , 5.
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Тогда получим для него следующее выражение
_1 -± v (Л+1)

Be 2 .—•/а

я* (л)
1 +n~ila . e (34)Из (28) и (34) следует_Л Я*(я) m

Be~ 2 >÷"-1'β ∑l+n-^β a∙-1 ∑ (∕f+l)ln∕,∑ ⅞...∕, e '~,Br
r

t2 (l+Λ-8fa)2 l' + -+l3=r

-m- ” Г (1 In г+в-α In л) 21e
r≈KПри г ≤ [ -~ny ] (35) будет равняться

Be 2 1+""a'σ

r=κ n

(35)
-4----------o(1) ∙Φ(λ Q.

Pι2 (я)Перейдем к первому члену (33).> Имеем Г—]t≡Λ2fc',
11/ 1 + »->'« J

1
----TV J + Pi (л) /Кроме

где
того, пусть

pιWj Σ Ap< (tar-21n √⅛) = ∑ /'₽'• (lnr-21n√⅛)>
О ≤ p∙ ≤ у, i = 1.............3.Но, так как первый член (33) отличается от второго только множителемf RM____ ]⅛,''^2t'*

I V 1 + »-'«J
1

3r[4∑
1=1то оценка для него получится следующая

з
— r in р (л) 4--~ ∑ р* (2 In р (л)-In р, (л))

b 2λ e ,~λ
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Возьмем In pi (п) > 2 In р (л).Тогда для последней суммы будем иметь оценку0(l)Φ(s, Q.Теорема доказана.Назовем последовательность областей {£„}, л = 1, ..с растоянием R(∏) от начала координат соответственно, последовательностью типа N, если для нее выполняются следующие условия:
Ф (j> Ся ∏ Q∏)∙ ? Q 
Ф (∙s> Cn ∩ Qn)

п → оо, (2.1)
(2-2)где ΛW∈[ψW. ^⅞-].≈<⅛∙

c.={*=∣*∣≤7‰}' 

ёл = {х:|Х|>-^},

Ln, л = 1, ... — область, взятая вдоль поверхности контура области Qn шириной по обеим сторонам, ψ (л) — сколь угодно медленно возрастающая функция.Что множество последовательностей типа N не пусто, нетрудно убедиться (см. [6], [7]).Покажем, что существуют последовательности, для которых условия (2.1) и (2.2) не выполняются.Рассмотрим последовательность углов, лежащих на оси абсцисс, с расстоянием от начала координат и величиной угла Θn соответственно. Пусть _ 1 »“ ∕1 p,w∖
Θf,=e 2₽’("М ₽«(")< где р(л) = 0(1)Р1(л).

Из [6] имеем
Φ⅛c1∩β√→ 
Φ(*,G∩βl,)

n→oo.
Условие (2.2) и подавно не выполнено.Заметим, что для нарушения условия (2.1) потрзбовалось даже экспоненциальная скорость убывания угла.Теорема 2. Если выполнено условие (3), то для последовательности (1) 
имеет место и.н.п. на последовательности областей типа N.Доказательство. Доказательство начнем с обобщения леммы 1.Лгмма 3. Если теорема 2 верна для последовательности { ξw }, к = 1, .... 
то она верна и для последовательности (1).
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Доказательство. Заметим, что в силу условия (2.1) и теоремы 1p{ s<">∈en}=p{5w∈en∩cJ+0(i)Φ(jj, е„). (2.3)
По формуле полной вероятностиP j S<">eβn Л С„ |= P I I У| >«<'-'>« I p{ S<">eβn ∩ Сп Į I У| >»«-'>« | + 

+ P∣ I YI ≤Λ<1-'>∙ J р| S<">eβn ∩ c,∣ I r∣≤n<l-'>∙ I.Поскольку P { I У| > л" -'>≈ | = Ä J e^2 l*', Λr=o(l)Φ(s, ß„),
I Λ7∣ >nαP I S<n,eβn ∩ C„ ■ Г И| ≤ n(7⅛-∣ = Pp<"⅛βn∩cJ + o(l)Φ(i, β,). (2.4)

Из очевидного неравенстваP į S<">eβ, ∩ Cn } ≤ P { S<">e (ß„ ∩ Сл) и Ln j | Y∣ < n<"-'>- J (2.5) 
(2.4), (2.3) и (2.2) получаемр {s<"⅛a j≤(ι+o(i)) ф(«. е,)- (2.6)
Взяв в (2.5) вместо (Qn ∩ Cn){jLn область (Qn ∩ Cn)-Ln и заменив знак неравенства ≤ знаком ≥, получимpjsw≡βj>(l+o(l))φ(,, ß„). (2.7)
(2.6) и (2.7) доказывает лемму.Пусть ρπ(X) обозначает плотность вероятности случайной величины S^. Имеем

f р„(Х) dX — f pn(X)dX + f p,(X)dX. (2.8)°» с»п°» ς,nonТеорема 1 и (2.1) дает
į P.W dX≤f Р„(Х) <a=(l+o(l)) Φ(.v, ⅛)-p(l) Φ(s, Ql,)- (2.9)¾∩ς, ¾Из [2] ‘следует, что f pn(X) Λf=(l + o(l))φ(j, β,∩Cn).

cn∏0,

5. Литовский математический сборник. III № 2

(2.10)
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В силу (2.8), (2.9) и (2.10)
I p,(A,) rfX= (1 + о (1)) Ф (j, ρ,).

QttВ заключение автор благодарит В. А. Статулявичуса за советы и указания.
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DVI INTEGRALINĖS TEOREMOS APIE DIDELIUS ATSILENKIMUS 
DAUGIAMAČIU ATVEJUL. VILKAUSKAS

(Reziumė)Nagrmėjama nepriklausomų atsitiktinių s-mačių vektorių sekaξ(*)=(ξ<*∖ ..., ξ<sky) (k= 1. 2, ...). (1)-
Tegul EξW=O, Eξ}*>∙ξj*>=⅜ (<,y=l, ...» *),

Лs*",=4= Σ ξ,t'v*kur 8y — Kronekerio simbolis.Sakome, kad yra integralinė normalinė trauka (i.n.t.) sekai (1) s-mačių aibių {Q∏} (n≈l, 2, ...) atžvilgiu, jeigu
_________ p<sw⅛)__________ →∙ 1 (n→≈).

Į f - I Σ X?» I e ^ ,", <fc, . ..<fc, (2ff)2 įDarbe įrodytos dvi Ln.t. teoremos s-mačių aibių sekoms { Qn} (s≡l, 2, ...), patenkinančioms (2.1) ir (2.2) sąlygas.
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TWO INTEGRAL THEOREMS ON A LARGE DEVIATIONS 
IN THE MULTI-DIMENSIONAL CASEL. VILKAUSKAS

(Summary)We consider the sequence of independent 5-dimensional identically distributed random vectorsLet ξ<4>=(ξi'0..............⅛*,) (⅛=l,*2, ...).
E ξ<*>=O, E ξ<t> ∙ ξ!t,=¾ (∕, j= I, ..., s), (1)

n

where δly - symbol of Kronecker.We say; that for sequence (1) take place an integral normal attraction (i.n.a.) on the sequence of 5-dimensional sets { Q„ } ( n= 1, . ..), if 1 (n → ∞).

In the paper are proved i.n.a. theorems on the sequence of 5-dimensional sets { Qn} (π=l, 2, ...), satifying the conditions (2.1) and (2.2).




