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ПОВЕДЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ ПРИ БОЛЬШИХ 
ЗНАЧЕНИЯХ ЕЕ МОДУЛЯШ. И. СТРЕЛИЦСодержаниеВведение§ 1. Предложения о возрастающих функциях§ 2. Функции с однозначным модулем§ 3. Соотношения для функций класса Во в точках максимума ее модуля§ 4. Поведение целых трансцендентных функций при больших значениях их модулей § 5. Соотношения для производных целей трансцендентной функции при больших зна­чениях ее модуля и модулей ее производных§ 6. Обобщения§ 7. Мероморфные решения с дефектными значениями одного класса дифференциаль­ных уравнений

ВведениеВиман и Валирон (см., например, [2]) разработали метод, с помощью которого они изучали поведение целых трансцендентных функций (а также голоморфных функций в круге) при больших значениях их модулей. Этими авторами были найдены предельные соотношения для производных в точ­ках на концентрических окружностях ∣z∣ = r, в которых значение модуля функции близко к значению его максимума' на соответствующих окружно­стях. Эти соотношения с успехом были использованы для установления порядков роста целых трансцендентных решений определенных классов обыкновенных дифференциальных уравнений. Иные соотношения в методе Вимана — Валирона были применены при изучении вопросов покрытия кру­гов значениями целых трансцендентных функций. В исследованиях таких вопросов удобен подход Макинтайра в обсуждаемой теории. Виман и Вали­рон, затем Заксер исходили при построении и развитии теории из степен­ных разложений рассматриваемых функций в окрестности начала координат. Важнейшими понятиями в этой теории являются центральный индекс и максимальный член тейлоровского разложения функций. Инструментом в этих исследованиях есть стандартный ряд, на основании которого строятся мажорантные ряды для сравнения с данными (см., например, [2]). Макин - тайр в своих работах, как правило, не возвращается к исходным рядам Вимана - Валирона (см. [7]). Островский в работе [И] применил метод Ви­мана — Валирона к решению новых задач, использовав при этом идею Макинтайра.В предлагаемой вниманию читателей работе метод Вимана - Валирона выводится по новому. Вместо центрального индекса мы вводим новую функцию, не связанную со степенными разложениями, а непосредственно связанную с максимумом модуля изучаемых функций. Изучение функции при больших значениях ее модуля мы проводим локально. Это позволяет
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перенести ряд результатов, известных в теории Вимана - Валирона в случае целых трансцендентных функций, на функции других классов (например, на функции, регулярные в углу, в полосе и др.). Заметим, что функция, кото­рую мы вводим с помощью максимума модуля, о которой сказано выше, встречается уже в работах Макинтайра. В настоящей работе эта функция является центральной и используется систематически.Преимущество метода, принятого нами, заключается, на наш взгляд, в его простоте, в возможных обобщениях, а также в его годности к иссле­дованию целых трансцендентных функций многих комплексных переменных. Результаты, полученные этим путем в теории целых трансцендентных функ­ций многих комплексных переменных, мы намереваемся изложить в отдель­ной статье.
§ 1. Предложения о возрастающих функциях1.1. Р. Неванлинна, обобщая известную лемму Бореля о возрастающих функциях [6], доказал следующее предложение [10].

Лемма Р. Неванлинны. Пусть h(x)>0 неубывающая и непрерывная спра­
ва на полуоси х>0 функция, стремящаяся в бесконечность вместе с х. 
Пусть, далее, φ (t) — убывающая и непрерывная функция на полуоси t>0.

Если

f φ(t)dt<∞, (1.1.1)
r∙

то, за исключением некоторого множества интервалов Е на полуоси х>0 
конечной меры (число исключаемых интервалов на каждом ограниченном 'от­
резке конечно) верно неравенство:a[x+9(a(x))]-h(x)< 1. (2.1.1)

Если же

f φ(∕)Λ=oo, (3.1.1)
Г,

то можно найти такую возрастающую и непрерывную функцию h(x), для 
которой неравенство (2.1.1) не будет иметь место ни в одной точке полу­
оси х > 0.Для удобства дальнейших ссылок мы приведем доказательство этой леммы. Доказательство леммы Р. Неванлинны. Предположим, что имеет место неравенство (1.1.1) и что в точке x = ζ0 имеет место неравенство, противоположное соотношению (2.1.1), т. е.⅛[ζ0 + φ(Λ(ζ0))]-A(ζ0)>l. (4.1.1)Рассмотрим последовательность точекζ,=ζ,-ι+ ф (*‰))l Cι = ζo + Φ (λ (ζo)) ■ (5.1.1)Мы сейчас покажем, что во всех точках последовательности (5.1.1) нера­венства .a(č. + 9(a(Č,)))-A(ČJ>1 (6.1.1)
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невозможны. Допустим, что это не так. Тогда A(ζ∏)≥A(ζn-1)+l≥A(ζn,a)÷2≥ ...>A(ζ0) + Λ. (7.1.1)Из (5.1.1), далее, вытекает в силу убывания функции φ(∕), что ζ--G,-ι = Φ (A<ζ,-1))≤<p (Λ(Co) + n-l); п=1, 2, 3, ...
И

N N A(ζ0)+NΣ (ζn-ζn-ι)≤ X φ (A(ζ0) + ∏-l)<φ (a (So)) + f <p(t)dt.
л=1 л—1 Λ(ζ0)Поэтому по (1.1.1)∑(ζn-ζn-1)<φ (*&)) + f <f(t)dt<00,

τt=l A(ζ0)так что limζn = η<∞. Но по (7.1.1) limA (ζn)=A (η-0)= оо, что противоре- 
n→∞ л-*оочит условию, наложенному в лемме на функцию h(χ). Следовательно, среди точек последовательности (5.1.1) найдется одна ζπβ = η0, в которой имеет мес­то неравенство (2.1.1). Так как функция h(x) непрерывна справа, то найдется правосторонняя окрестность точки η0, в которой справедливо (2.1.1). Пусть ζ1-первая точка на полуоси x>η0, в которой имеет место неравенство(4.1.1) (с заменой ζ0 на ζι)∙ ∏0 предыдущему, среди точек последователь­ности ⅜0=ζ<12,+√*«”,)); ζy>=ζ,+φ(∕<(ζl))найдется такая, в которой верно (2.1.1). Обозначим ее через η1∙η1 = ζ^∙ Затем мы находим точку ζ2, первую на полуоси x>η1, в которой справед­ливо (4.1.1) и т. д.В итоге этого процесса мы выделяем последовательность сегментов [ζ7-, *ф]; У=0, 1, 2, ..., в точках которых неравенство (2.1.1) не всегда имеет место. Далее, на основании (7.1.1)VI - wι~" = ? (a <¾'∑’’))< φ [А <ζ'→> - "∙'→1

И
ny-ι nJ-ι .

'Qj ι - ζ∕-ι ≤ ∑ φ [А (ζy∙-ι) + w] ≤ 2 φ [h (η∕-2) + m] ≤
m=0 Л1=О

πj-l Лв+П1+...+л^_2+лу_1≤ ∑ φ[A(ζ0) + '⅛ + >⅛+• • ■+w∕-2 + >h]= ∑ φ[A(ζ0) + m].
m≡0 m≡πβ+n1+...+Hy-2Отсюда

N nlt+nl+...n^∑⅛-⅛)≤ ∑ φ[A(ζn) + m]
7 = 0 m—0

И
N ∞∑(¾-ζj)<φ(A(ζo))+ f φ(l)Λ<∞- (8.1.1)

√=0 A(ζβ)Очевидно, можно несколько расширить исключенные сегменты, не нарушая при этом неравенство (8.1.1).
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Этим доказана первая часть леммы Р. Неванлинны.Допустим теперь, что имеет место неравенство (3.1.1). Функция
X

v=h(x)= f <f(t)dt (9.1.1)
возрастает и, кроме того, непрерывно дифференцируема (φ (t) — непрерывная функция). Обратная к h(x) функция x=g(v) также возрастает и непрерывно дифференцируема, так как А' (x) = φ(x)≠0. По теореме о конечных прираще­ниях (функция g'(v) = возрастает; x=g(^)jg[® + φ (g (o))]~g (») >g' (о) φ (g (о)) —• ф (х)= 1. Лемма доказана.Замечание. Вместо неравенства (2.1.1) мы могли рассмотреть нера­венство A[x + Λφ(A(x))]-A(x)<c0, (10.1.1)где c0, Λ — произвольные постоянные. Отличие при доказательстве таким об­разом видеизмененной леммы заключалось бы только в том, что вместо неравенств (7.1.1) у нас сейчас было быΛ(ζn)≥A(ζ0) + Λc0∙ При этом для меры исключаемого множества мы нашли бы верхнюю границу 

00Λ{φ(⅛ω) + ^- f φ(t)<ft}. (11.1.1)
l βA(j⅛) ’2.1. Пусть функции h(x) и φ(r) удовлетворяют условиям, перечисленным лемме Р. Неванлинны, и условию (1.1.1). Функция g(f)=h(et) также- удовлетворяет условиям названной леммы и поэтому, вне некоторого множе­ства интервалов E'(t), полуоси t>t0, мера которого не превосходит ве­личины х<p[g(⅛)l+ ∫ f{t)dt, 

g(∕∙)Возвращаясь к переменному х, получим:A[xZ(*w)]-A(x)<l, (1.2.1)причем
00

∫ dt= j ~^<φ[A(x0)] + J v(t)Λ> (2.2.1)
S’(г) E(x) A(xt)где £ (х) — множество интервалов, соответствующее множеству E,(t) полуоси 

t>t0. cИтак нами доказано следующее предложение:Лемма 1.2.1. Пусть h (х)> 0—неубывающая и непрерывная справа на 
полуоси х>0 функция и limΛ(x)=αo. Пусть, далее, φ(г)>0 — убываюищя 

x→∞
и непрерывная на полуоси г>0 функция, причем

φ(t)dt< ∞.
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Тогда, вне некоторого множества интервалов Е полуоси х>0 конечной ло­
гарифмической меры (число исключаемых интервалов на каждом конечном 
сегменте конечно), справедливо неравенствоΛ[xe,4*(*w)]-Λ(x)<c0, . (3.2.1)
где cq, А —произвольные постоянные. Множество Е от чисел с0, А за­
висит.

Заметим, что логарифмическая мера множества Е меньше, чем число, 
определенное в (11.1.1).Ниже всюду под множеством интервалов мы подразумеваем совокупность интервалов, число которых на каждом конечном сегменте конечно.τСделаем замену y=xe2 , где τ = 2φ^Λ(x)j. Тогда из (1.2.1)

Λ(ye2)-⅛(ye 2)<e0∙τНо y = xe2 >х. Поэтому h(x)≤th(y) и φ[h(x)]>φ[А(.у)]. Следовательно,A^βφ(*ω)j-A(j,)+A(y)-Λ (je^5,<*w>) <c0. (4.2.1)Таким образом справедлива следующая
Лемма 2.2.1. В условиях леммы 1.2.1, наложенных на функции h(x) и 

φ(r), вне множества интервалов Е конечной логарифмической меры, верно 
неравенство ∖h^)-h[y)∖<c9, (5.2.1)
где ∣τ∣≤φ[A(x)]. Логарифмическая мера множества Е меньше, чем3φ[A0⅛H + -∣ f <f(t}dt.° Λ(λ)Неравенство (5.2.1) следует немедленно из (2.2.1) всюду на полуоси 
y>y0 за исключением множества интервалов Е, соответствующее множеству 
Е* на полуоси x>x0 из леммы 1.2.1 при замене j>≡χeΦ∣*(*M.Пусть {(xj, х')}- последовательность интервалов, составляющая множе­ство Е*. На оси у точкам интервала (x'j, xj) после замены j, = χe*∙iΛ<*Λ соответствуют точки, лежащие в интервале (y'j, у]), rjut

yj=xje^>1-, yj=xje*v∙⅛>1,так что 0≤∑i"-≤ =∑hl^ +∑{'p[Λ(*pi-'p[*W))}≤≤ f v + ? tA <jco)1 - ∑ I φ[λ W-∣)l-φ }≤
X* J≤ J 4 +ф[А (χo)]<3φ[A(⅞)] + -^- f φ(f)d∕.

e- , K⅛iЛемма доказана.Замечание. Пусть Е есть множество интервалов, исключенное из по­луоси x>x0 в соответствии с леммой 2.2.1. Из доказательств лемм
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(6.2.1)
(7.2.1)

Р. Неванлинны и 2.2.1 вытекает, что если (x,, х") — составляющий множе­ство Е интервал, то
x"-x'≥x'{eWW-∖}.В частности, если

Ф (0 —-----r∑τ~ ; α = ∞nst > О,γw zln1+a∕то
x"-χ,≥χ,[------Д----- 1 •

L Λ(x01n1+βΛ(j0 J
Лемма 3.2.1. В условиях леммы 1.2.1, наложенных на функции h(x) и φ(t), вне некоторого множества интервалов полуоси E с (8.2.1)

Е
верно неравенство ∖h{ye^h(y)∖<c0 (9.2.1)
при ∣τ∣≤φ[Λ(x)]lnx.Доказательство этого предложения мы легко получим, применяя к функ­ции h(ef) лемму 2.2.1, заметив при этом, что e*w>l+φ(f) и e^φω<l- -φ(0 (,>0).Здесь следует такое же замечание, какое мы сделали к лемме 2.2.1: если (x', х*)—составляющий интервал множества £, определенного в лемме3.2.1, то ^>χ∕eφ[Λ(x'>],nx'j (10.2.1)в частности, если φ(t) =----į—, то

γ' ∕ln1+ z tax'
x">x'e Λ(*')in1+aΛ(xo . (11.2.1)

Лемма 4.2.1. В условиях леммы 1.2.1, наложенных на функции h(x) и φ(r), вне некоторого множества интервалов E сf—*-
.1 »In»

Е
< ∞,

верно неравенство
h{yeτ)<qh{y),

постоянное, множество Е зависит от q и 0≤τ≤где q > 1 — произвольное≤φ[lnΛ(x)]lnx.
И здесь следует сказать, что если (x', x")εE, то при φ (г) = (г ln1+^ r)^1

1
ln*' > e !n1+0⅛(x)
lnχ,

(12.2.1)3.1. Мы сейчас переходим к выводу нескольких предложений, подобных изложенным в предыдущих пунктах, при дополнительных условиях, нало­женных на функцию h(x) при специальном выборе функции φ(r).Пусть функция Λ(x) удовлетворяет всем условиям леммы Р. Неванлинны и дополнительному условиюlim ln*h — = р < оо, р ~≥ 1, χ→ao I0*где lnpa = ln (lnp-1a) и ln1o = lna. (1.3.1)
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где

τ = Į A (x) In A (x) ... lnp.1A(x)J 1.Мы сейчас покажем, что существуют точки на полуоси x>x0, в которых A(xeτ)-A(x)<p', (3.3.1)где р'- произвольное число, причем p'>p.Допустим, что в точке х0 неравенство (3.3.1) не имеет место, т. е. A(x0eτ∙)-A(x0)≥p',τ = [A(x0)lnA(x0) .,. lnj,-1A(x0)J 1.Построим, как в п.1 последовательность точек^ = xj-1exp∣A(x7∙-1)lnA(x7∙.1) ... lnA(x7.1)∣ \ x1 = x0exp∣A(x0)lnA(x0) . . . lnp.1Λi(x0)} Х; j=l, 2, 3, ...и покажем, что среди точек этой последовательности найдется одна точка, в которой справедливо неравенство (3.3.1). Допустим, что это не так и что A(x7)-A(x7∙-1)≥p', j=1, 2, 3, ... (4.3.1)ПоложимТогда
И

Поэтому
g (х) =h (х) lnh(x) ... lnp~1 А (х).

h (xj) ≥ h (x7∙~1) + р' ≥ h (xj~1) + 2p' ≥ . . . > A (x0) +√p'
g (xj) ≥ (a (x0) +√ρj In (h (x0) +√pj ... lnj,~1 (h (x0) +yp') . (5.3.1)(5'.3.1)

и
In—≤ XJ-1 1(л ы+и-d p,)in (* (j⅛)+(∕- dp')... h⅛-1(* w+σ- о p,)

N-l1≡^l≤∑
-*0

1 <
о (h (x0) ÷∕P') In (h (x0) +yp') ... lnp-ι (ħ (x0) +∕p') 

Λ(x0) + M>'
<^- + 2, f ________ Ė_______ =

A(x0) p' J ∕lnr... lnp-1r 
A (x.)= 7⅛⅛+7 ι⅞(⅛0⅛)+M>')- ⅛r4*W∙Следовательно, если x0 — достаточно большое число, тоIn xn < In x0 + -į- lnp (h (x0) + Ур') .C другой стороны

ln Xn = lnpA(χ7v) ’1ПрА > V1Пр hгде p">p произвольное число, которое может быть выбрано ∣ близко к р, если для этого взять число N достаточно большим. Далее по (5.3.1)

(6.3.1)
(7.3.1)
(8.3.1)сколь угодно •

In А (xn) > In [h (x0)+ Np'].
9. Литовский математический сборник, III № 2
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Отсюда и из (7.3.1) и (8.3.1)į- lnp [h (x0) + 7Vp'] < In x0 + ~ lnp [А (x0) + Λrp']или
L < _ .pl⅛__ +1
р' lnp[A(x0)+ΛΓp'lКак мы уже указали, если N достаточно велико, то -⅛->l, ркак
г p'lnx0 _л^^∏Λ(^)+Λ⅞3 ^υ∙

(9.3.1)в то время,
Это означает, что неравенство (9.3.1) при большом значении N противоре­чиво. Итак, предположение, что неравенство (4.3.1) выполняется при всех j не верно.Нас теперь интересует логарифмическая мера того множества точек Ё, в которых неравенство (3.3.1) не имеет место. Точно также, как это сделано в доказательстве леммы Р. Неванлинны, мы находим последовательность интервалов (ζy, ηz)j j=0, 1,2, ... содержащих точки, в которых неравен­ство (3.3.1) не имеет место. При этом концы каждого интервала ζz и τijсвязаны соотношениямиζy=ζ0ωj ζω=.ζωιexp{ _________________1________________

h (ζp21) in h (ζ∞ 1)... h⅛ _ 1 h 1) VНеравенство (6.3.1) показывает, что при значении N достаточно большом в соответствии с (5.3.1)∑>i≤7=0
Λ.+n1+ ∙ ∙ ∙ +nNΣ

;=о

1(а (x0)÷7P,)1∏ (а (x1)+√p') ... 1πp-1(a (xβ)+7p')

. z \ 1 (l+od))p<—1пДА(хо) + (Ио + И1+ ∙ ∙ ∙ +^)pJ<-^lnpA(η^ <------ -------- lnη.v.Таким образом, мы показали, что логарифмическая мера множества то­чек, в которых неравенство (3.3.1) не всегда выполнимо, содержащегося в (1+o(1))p———-—1пх. Отсюда следует, что лога- 
Е (х) = [х0, х] - Ё ∩ [х0, х] не меньше чемпромежутке [х0, х], меньше чем рифмическая мера .дополнения г (1+o(1))p 1į 1-----}lnx, т.е. H>{'-

К(х)

(1+o(1))p )
где o(l)→0 при k→∞ (напомним, что р' > р). Так же, как это сделано в п. 2, легко показать, что неравенствоI h (xτ) -h (х) J < 2p', (10.3.1)при

I τ I < A(x)ln A(x)... lnp-ι A(x) ’



Поведение аналитической функции 131
имеет место на множестве интервалов Е, обладающем тем свойством, что его пересечение с промежутком [x0> *]£(*) такое, что

емСформулируем полученный вывод в виде леммы.
Лемма 1.3.1. Пусть h (х) > 0 — неубывающая и непрерывная справа функ- 

ция на полуоси a >λ0, причем limΛ(x)=∞ иlhn JM£L=P<OT. 0>≥l),jr→OC Ш Л
Имеет место неравенство

при
∖h (xeτ)-h(x)∖<29,

I τ ' h (х) In h (а) ... In 0_i А (х) ’
на таком множестве интервалов Е, что логарифмическая мера той его 
части Е(х), которая содержится в любом промежутке [х0, х], если х0 до­
статочно велико, больше, чем

4.1. Лемма 1.4.1. Пусть h(xo)>O-неубывающая и непрерывная справа 
на полуоси x>xq функция с lim∕z(x)=oo. Пусть, далее, существует такая

последовательность точек {xj}', xj∙↑∞, что

Тогда найдется такая последовательность точек {*/}; xy↑∞, что ∖h(xi<r)-h(x,)∖<⅛> (2.4.1)
при ∣τ∣≤⅛r≡pz > р - произвольное число.Доказательство. Рассмотрим последовательность точек {⅛} = = {x7∙^αK гДе a: 1 > a>0 —произвольное положительное число такое, что p'(l-a)>p. Очевидно, что при достаточно большом j
и поэтому In/г (χy)≤ In ∕ι(xz)

Покажем, как мы это сделали неоднократно, что среди последовательности точек
найдется такая точка, в которой неравенство

_ h(xjke^τ')-h(xjk)<29 справедливо. Допустим противное. Тогда
h (xjk) > h (xjk -1) + 2p' ≥ . . . ≥ А (xj) + 2fcp'.

(3.4.1)

(1.4.1)
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Как и в п. 3 мы легко придем к неравенству (см. (6.3.1)):lnxy v < ln.∖yo+-ζ ln[Λ(xy) + 2WpJ--^lnA(xy) + -^-^ . (4.4.1)Посмотрим теперь, для каких W будет xjn<xj. Согласно (3.4.1) доста­точно решить неравенство
или In xj. + -ζ- In [A (xj) + 2 Ур'] —17 In h (xj) + — -L < In xj ? r P v ” ħ(xj) j

-V In [Λ(⅛) + 2Vp'] —l- In h (iy) < In -⅛------ L- < √- In Xj------- U .
i1 ₽ ' ⅞ A(x∕) , A(5∕)Отсюда

, 2p⅛
A(*√)∣x∕ ae A½)-1J

N< 2ς'Если xj достаточно велико, то можно взять2p⅛jv-g ⅛⅛)¾l — 0≤⅛<l.4р (5.4.1)Будем считать, что N в неравенстве (4.4.1) удовлетворяет соотношению(5.4.1).  Выберем из последовательности xj такую последовательность xjq, что
lim 1da(¾) _ р*

ta¾β) - 1-<и положим в (4.4.1) и (5AΛ) .xj≈xt. Как и в предыдущем пункте, мы при­ходим к неравенству (см. (8.3.1)) [1 +0(l)]-LAln[Λ(⅛ς) + 2tfp1 <lnxiς + ± ln[Λ(x,p + 2tfp-]-lnA (⅛). (6.4.1)Подставив N из (5.4.1) в (6.4.1), разделив на 1пх/(? и переходя затем к пре­делу при q→∞, найдем неравенство 
pz(l-ос) <t

Р*

или
Последнее неравенство противоречит выбору числа а, сделанному выше. Это противоречие и доказывает сделанное нами утверждение. Пусть {xz}-после­довательность точек, в которой справедливо (3.4.1). Положив в неравенство(3.4.1) xjeτ≈yj, точно так же, как в п. 3, завершим доказательство, леммы.5.1. Применим лемму 2.2.1 к функции
если g(χ)=V h(*) 

ln1+aA(x)
О < α = Const,

φ(0 = 1
rln1+β∕ ’
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Функции g(x) и φ(z) удовлетворяют условиям леммы Р. Неванлинны при λ*>x0, если .v0 достаточно велико. По лемме 2.2.1 из оси х исключается множество интервалов, логарифмическая мера которого меньше чем
3 - 2 f dt 2flt÷ζ+l 1 С(«, c0) ∕1cn

g(x9) ln1+α^(x0) c0 J rln1+αr αc0 lnβΛ(x0) lnaΛ(x0) * ' ' ’ '
g (χ∙)Вне этого множества11∕Z⅛SZ _ 1∕LΛ⅛)ZZ I < Сп (2 5 1)I V ln1+≡Λ(xeτ) ∣∕ Jn1+≡A(x) I 0.при

2i+a(l+o(l))∣τ∣≤-r 7 .
V A(x)ln1+aΛ(x)Неравенство (2.5.1) будет тем более удовлетворено, если взять

∣τ∣≤(ä(x) ln1+∙A(x))^γ .Пусть сейчас τ>0. По теореме о конечных приращениях÷ (j=⅛⅛FΓ (li⅛i5 ÷ li⅛⅛) (‘ <“’» М) < ■
Отсюда (вне множества интервалов Е ограниченной логарифмической меры) при 0≤τ<- -1 .V А (х) ln1+a Λ (х) верно неравенство

h (x^)-h (х) < 2 (l + О (τn-⅛r)) С. ]∕A(x)ln1+,A(x).
Аналогичное неравенство мы нетрудно найдем и при τ>0.Итак справедливалемма 1.5.1. Вне некоторого множества интервалов Е на полуоси x>x0, где х0-достаточно велико, с

rdt 2«+ч-1 1
J t ac0 lnβA(x0)

E
верно неравенствоIА (хе’) - А (х) | < 2с. (1 + О ( lnj^w)) V A(x)lnl+-A(x)
при I τ Į ≤ — - ■ ----- .

у Λ(x)ln1+aA(x)Таким же точно образом из леммы 1.3.1 следуетлемма 2.5.1. Пусть h (х) > 0 — неубывающая и непрерывная справа функ­
ция на полуоси x>x0, причем lim h (х) = ∞ и

x→∞lim Inp h (х)
x→∞ 1пх

= р < оо;
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В этих условиях на некотором множестве интервалов, логарифмическая 
мера подмножества которого на сегменте [х0, х] при х0 достаточно боль­
шом и любом х не меньше, чем∕ (1+od))p
где р' > р — произвольное число, o(l)→0, справедливо неравенствоĮ h (xeτ) — h (х) Į < C ]/ h (x) InA (x) ... lnp-1 h (x) 
при

I τ, ≤------- 7===L==- ,
Cl∕A(x)lnA(x)...lnp-1A(x)

где C=2]∕p' при p>2 и C=]∕2p' при р = 2; p'>p.Наконец справедливалемма 3.5.1. Пусть h (х) > 0 — неубывающая и непрерывная справа функ­
ция с limA(x)=oo. Пусть, далее, {xy}, xj t ∞ такая последовательность,

что

J→∞ ln xJ r 00.

Тогда существует такая последовательность точек {xj}', ×j↑ оо, что в∖h(xje)-h (x1) I < V 2p' h (X)) 
при

I τ I ≤ —■ .
V 2p' h (×j)Замечание. При выводе леммы 2.5.1 и 3.3.1 надо иметь ввиду, что вне некоторого множества интервалов конечной логарифмической мерыIn h (xeτ) — In Л (х) < 0 (1),при ^7⅛∙6.1 Лемма 1.6.1. Пусть lnA(x)>l —неубывающая, непрерывная и 'выпук­

лая по Inx функция на полуоси x>x0. Пусть, далее,±"w=±4⅛l=∞= *ω=j⅛l'∙ о-6»Предположим наконец, что на последовательности точек {xj}', xz ↑ ∞lim ln,ln.*^ = λ≤oo. (2.6.1)7∙→βo 1°¾∙Тогда найдется такая последовательность точек {х>}; xz∙↑ оо, чтоlim = λ'≤λ. (3.6.1)
j→∞ lnxr∙

Наоборот, если на последовательности точек {x7}j χy∙ ↑ ∞ имеет место 
предельное соотношение (3.6.1), то найдется такая последовательность то­
чек { xj}, xyf оо, на которой справедливо предельное равенство (2.6.1), при­
чем λ≤λ'.

h, (х) — производная справа от Л (х) по х.
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Доказательство. Так как функция lnA(x) выпукла по 1пх, то, как известно (см., например, [16]),

Н (x') In ≤ ≤ In h (.v") - In h (x') ≤ H (x") in ≤ . (4.6.1)Пусть имеет место (2.6.1). Положим в (4.6.1) x,' = xj и x, = (1 - α) χj, где 
ау-постоянное число, причем 0<α<l. Мы находим:Я((1 -α)χy]ln-r^rИз (5.6.1) вытекает, чтоlim

J→∞

≤1∏Λ (xj).

In in λ (⅞∙) In ×j

(5.6.1)
(6.6.1)Последнее неравенство и доказывает первую половину леммы.Предположим теперь, что имеет место соотношение (3.6.1). Положив в(4.6.1) x" = xj, x, = x0, найдем:In h (⅛) - In h (i0) ≤ H (xj) In ⅛ . (7.6.1)Отсюда, точно также, как мы это сделали выше, вытекает и вторая поло­вина леммы.Следствие. Справедливы предельные равенства:

и lim
x→∞

In In λ (х) = ]jm 1D Я(х) 1∏* lπ*
(8.6.1)
(9.6.1)Эти равенства — простые следствия неравенств (5.6.1) и (7.6.1), которые, если их объединить, принимают следующий вид:ff[(l-α)x]ln -rl-≤ln⅛(x)≤lnΛ(x0) + J∕(x)ln-. (10.6.1)

1 —a XqНеравенство (10.6.1) и доказывает следствие.Замечание. В неравенстве (3.3.1) число р' нельзя заменить на число меньше р. В этом можно убедиться на примере функции expprp, где expprp≡ = exp{ expp-1rP } и exp0r* = rp.
§ 2. Функции с однозначным модулем

1.2. Рассмотрим класс Во функций f (z) (∕(z)∈B0j в области D.z≠∞, обладающих следующими свойствами:1. f (z) - регулярная в D функция, за исключением, может быть, некото­рой последовательности,точек bj∖ у=1, 2, 3, ... с единственной предельной точкой в бесконечности.2. ∣∕(z)-ecτb однозначная функция во всей области D.3. Какое бы ни было замкнутое множество Δ⊂Z), найдется такая посто­янная C=C(Δ), что при z∈∆ ∣∕(z)∣≤C(Δ,∕).Мы сейчас покажем, что из этих свойств вытекает ∕(⅛∙) = 0 и что в до­статочной малой окрестности точки bj справедливо разложение:∕(z) = (z-⅛)V(z), (1-1.2)
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где а, — некоторые действительные, числа, а f(z)- голоморфная функция в некоторой окрестности точек bj.Функция ∣∕2 (z) | = м2 (г, φ) + ε>2(r, <р); f(z) = u(r, φ) + iv(r, φ) есть одно­значная функция в области D. Поэтому будут однозначными также функции
ди , ∂υ

и -5-----bv -5-
∂φ ∂φ n 

u1+v∙ ИЭто означает, что вне точек последовательности ⅛∙, j = 1, 2, 3, ... функция
(

ди 1 ∂v \ , ./ ди 1 ∂v \____________usr+°-∂rMu^+v-^) ,, l
∕(z) - u∙+t>1 ’ tz∙1∙z'однозначна. Для функции - точки bj являются изолированными осо­бенностями, т. е. либо являются полюсами, либо существенно особыми точ­ками. В самом общем случае в достаточно малой окрестности ∆o точки bj, в которой кроме самой точки bj нет других точек последовательности bi, имеем разложение:

∕zω r, v β,∙ • . 
∕(z) (z-¼∙y

/=-00

(3.1,2)
Возьмем в ∆o какую либо точку z0 и проинтегрируем тождество (3.1.2) от z0 до z. Имеем: ∞, 1 βf7(z) = C<,(z-⅛)s∙e- ∙°'+1 fc-4∕, (4.1.2)где Со-некоторая постоянная, а Σ' означает, что из суммы исключено слагаемое при i=l. Заметим теперь, что по условию 2 определения класса *oßi — число действительное. Функция^(z) = [∕(z)]÷ = cF(z-⅛)exp{⅛- ^-⅛- -(7⅜Γ-} (5∙1∙2)

является таким образом однозначной функцией в ∆o и для g (z) точка bj есть существенная особенность. Но по условию 3 определения класса Во это невозможно, так как, если bj была бы существенной особенностью, то в ∆o функция gε(z), ε= ± 1 была бы неограниченной. Следовательно, в равенстве(5.1.2) все βm = 0, /и = 2, 3, .... Этим доказано представление (1.1.2). Число βι√βι>O мы будем называть кратностью нуля bj (β1>0 по условию 3).2.2. Пусть ∕(z)∈B0 и {aj} — последовательность нулей, расположенных в порядке возрастания их модулей ∣ay∣, функции /(z) с кратностями az-. Среди точек этой последовательности имеются и особевности функции /(z). Опре­делим функцию n (г) следующим образом. Установим в круге ∣z∣<r все нули функции /(z). Пусть это будут нули a1, a2, ..., ap^γ Тогда, по опре­делению
Р(г)''('-) = ∑ «у
7-1

(1.2.2)
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функция п (г) есть, очевидно, обобщенная функция плотности j. Нетрудно видеть, что для функции f (z) имеет место теорема Пуассона - Йенсена. По этой теореме, положив
г 2π
f l∏l∕(^φ)l<⅛-<⅞ta'∙-lnΛ>6 о .(см., например, [5]).Легко, далее, установить, что, если f (z) ≠ Const, то справедлива теорема максимума: max∣∕(z)( в любой замкнутой ограниченной области Δ достига­ется только на границе. Это доказывается обычным путем, исходя из соот­ветствующего локального свойства: в достаточно малой замкнутой окрестно­сти Со произвольной точки z функция ∖f(z) I достигает максимум на границе. Это очевидно, если z≠aj∖ j = 0, 1, 2, .... Если же z = aj и aj есть особен­ность функции f (z), то соответствующее свойство максимума верно для 1 . • функции [∕(z)]α> , а затем и для f (z). Положимmax∣∕(z)∣ = Λf (г). " (3.2.2)!*l = rИз теоремы о максимуме функции ∣∕(z)∣ обычным приемом (рассмотрением функции ~⅞-) легко показать, что In М (г) есть выпуклая функция от ln г. Введем еще функцию (4∙2∙2) где под М'(г) мы подразумеваем производную справа (которая всегда суще­ствует; см., например, [12]) функции М (г). Как известно, функция К (г) возрастающая (как производная справа выпуклой функции In М (г) по ln г) и справедливо неравенство

К (,') ln ≤- ≤ In М (r") - ln M (r') ≤ K (r") ln ~ . (5.2.2)Ниже всюду мы предполагаем, что limA'(r)=oo. Отсюда на основании не- r→ooравенства (5.2.2) вытекает, что
1 ⅛M(r) =оо (6.2.2)
r→00 ln гМожно утверждать нечто большее: функция ln - есть при r>r0, где г0 достаточно велико, возрастающая функция от г. В самом деле, справедливо неравенство (лг (г) - производная справа) :

гМ' (г)
∕ lnΛf(r) У = _1_ Г M(r) _ lnΛf(r) 1 = К (г) ln r-In М (г) θ 
∖lnr∕ - r Į In г lnar] r ln® г ’если r0 достаточно велико, как это следует из соотношения (5.5.2), если там положить г" = г, г' = r0 > 1:In М (г) < In М (r0) + К (r) ln г — К (г) ln .r0 (7-2.2)
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ИЛИ
К (г) In г - In М (г) > К (г) In r0 - In М (r0),так как limK(r)=oo. Наше утверждение будет доказано, если заметить, что r→x функция InМ(г)-непрерывная.3.2. Вернемся к равенству (2.2.2). Из него следует, что при г>1

reτw(r)τ≤ f ^p~dt≤t∖τi.M(rez)-In 40 = lnreτ∙ ым(гег) -11 Л,- (1.3.2)
In re~Обозначим:

lnΛf(r)
In r =m(ι∙).

r

В предыдущем пункте мы показали, что функция m (г), возрастая, стремится в бесконечность вместе с г. По лемме 3.2.1, положив там φ(t) = —, —,т ' ’ t ln1÷α t где a > 0 - произвольное постоянное число, вне некоторого множества Е, для которого 
найдем при 
неравенствоИз (1.3.2) тогда следует, что' при r>r0, где r0 достаточно велико, вне неко­торого множества интервалов Е' сf —;—< ∞

, J rln t
E'верно соотношение:

n (r) < q' In re^ ■ t*lζ*~ < qm ln*+* m <r>' ^2'3'2^где q > q' — произвольное число и E' = Ez(a).Пусть {(ry-, r'j) } — последовательность интервалов, составляющая множе­ство E,. При r>r, где 7 —достаточно большое число, по замечанию к лем­ме 4.2.1 выводим, что
°°>Σ f ^7toT=Σln-fo7Γ≥Σ lnl+≡m(rp >Z m(rz)ln1+≡m(ry) ‘ (3'3^ 

√=Zo fj j=j, j'=jt J=J∙Пусть, по прежнему, ay,J=l, 2, 3, ... нули функции ∕(z)eB0 и а, их кратности. Предположим, что подпоследовательность { λz' } = { | а] | } последо­вательности { [ a j I } покрывается множеством Е', а подпоследовательность { λ∕ } = { I ai i }’ оставшаяся после исключения последовательности { λ7' }, им не покрывается. Пусть кратности точек dj равно aj. Построим для последова­тельности { λy'} функцию кратности Р(г)''('∙)=∑≈y∙√-∣
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где суммирование проводится по всем j, для которых λj<∕∙. Очевидноn(r)≤n(r).На каждом интервале полуоси ∕>r0, который покрывается множеством E,, функция h (г) постоянна. Вне множества Е' имеет место неравенство (2.3.2). Отсюда вытекает, что на всей полуоси r>r

n (r) < qm (г) ln1+α m (г).Из каждой точки λ7', как из центра, проведем окрестность длины
Имеем: m(λy)ln1+3m(λj) ’

X 00

а;________= Г dn(t) ___ = n(t) ____ г
m (λy) ln1+a m (λz) Į m (∕) ln1 + 0 m (t) m (∕) ln1 + β tri(t) -

В последний интеграл введем замену.
m (t) ln1+β m (t)Отсюда m(i)<-γ и 

огде Λ0 = [m(r)ln1+βw (г)]-1. Итак нами доказано, что ряд
X

Займемся теперь последовательностью точек {X/ }, которая покрывается мно­жеством "E'. Пусть (rj, rj) - составляющий множество Е' интервал - покры­вает точки X?, λj+1, ..., х;+р.. Из точки х; влево на полуоси r>r отложим полуинтервал длины m(λ∕)ln1+β w(λ∙') ’ а от точки λ'i+p. — вправо полуинтервал длины
zn(λ"+p)ln1+βm(λf+p.)Очевидно r'∙<λj. Поэтому

'w(λ'+,)ln1 + βw(λC'+∕) < m(rpin1+a m(r'j) ’при любом /. Из (3.3.2), далее, следует, что ряд
Σ{ m(λ,')ln1+∣im(λi') + m(λJ+,ι)ln>+9m(λJ∙+j,f)
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сходится. Таким образомλ∕exp I [m 1*y}XΣ f ~+∑ f 4+ 

λyexp^-ay.[∕n(λ^)ln1 + e∕n(λy)]-ιj l~,∙ λ[exp∣ [π>(λl')ln1+^rr. (∕J)]-ι)co λ'+^eχp{",o7+pz>,nl+β'"(λ7+pp}-1 ÷Σ ∕ 4√⅛<">-
,~t' ⅛+Pi *min(a7, l) = βy∙. Из (7.2.2) вытекает, что m{r)<K(r) при r>r,Обозначимесли г достаточно велико. Мы исключаем из полуоси r>f множество ин­тервалов Е, являющимся теоретической суммой последовательностей интер­валов

{(λ∕e ⅛(*<λ∕>ln,+e***∕>] \ χj∕∏*<λ>l",+s*<≈⅛>]~1)} ;

{(λ,e-k<λ'>ln-^>]-∙ λ,)}. 

{(v+,,,и множества Е'. Множество Ė, как мы выше показали, такое, что
г dt.1 7toΓ<∞∙

ЕБудем считать, что множество Е состоит из последовательности интервалов {(<•;. о')}-4.2. Пусть гфЕ и r7'<r<r7'+ι, где (r7, r7'+ι) интервал, заключенный меж­ду двумя соседними точками ∣a7∣ и ∣ aj+11. Покажем ∣η(<τ, где теперь, что в круге
γ√τ = 2 tf(r)ln1→tf(r)и γ7=min(βz, β7+1), функция ∕(ζe71) в нуль не= 1/1(0; ∣ζ∣ = r∙ По построению¾ 

обращается. M(r) =

__________________________ ________________ ь____________  r∕=∣a,∣ertl'∕>b*+β,n'>', ; r,+1-∣a,+1∣e '<'⅛+-'>1"1+b'<'⅞+.'>Оценим разности
_________ Т/ V____

m 2JΓ(∣r I)ln1+Pχ∙(r) ... . I м 2Z∙(r)lol÷pχ∙(r)
re - ∣a7∣, la7+1∣-reПо (1.4.2) имеем:

_ ^17 _______________y!__________________re. 2rwb*+s,w -∣ay∣>rje ≡x<7>>"x+β<<√>
≥'aj'l eχP { ^(∣o,7)Tn>+eκ(∣o,∣) - 2XT< I ay j > ln>÷β I <⅝ t) ^ } -1 ⅛ ∣ ≥ 0 (γ∕=min(β,, β,+1)j ; XL

Y/XL
I √ - 2tf(r)ln1 + 3*(r) _

≥∣α√+ι∣-'√+ιe
β√+l

<∕=∣a,+1l-re 2jfwto,^'rw= I o?+l I ( i - exp j ~2K(Pyj^+eκ(r) - X(∣a7+1∣)ltf+eκ(∣a7+1t) } ) ’
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] aj+11 < τex , (2.4.2)получим:

d> *°j+11 (1 “ exp { ~2K(r)b∏-βχ(r) ^ *(reW+⅛(reη } ) *Но по лемме 2.2.1 вне некоторого множества интервалов Е* ограничен­ной логарифмической меры справедливо неравенство
K(rex)-K(r)<C0.

β√+lЕсли rφE", то
d> I aj+ι I (1 - ехр { 2X(r) ln*+β К (г) 7 ∖ βy+1 / Г~ }) =

• [x(r)+C0]ln*+β (e(γ)+C0] j
∣α>+ιl(1 exP∣ 2X(r)hP+βE(r) E(r)ln1+βtf(r) j)-

/ ( γ√-2(l+θ (l))β√ + l

= lfl>+ιi (1 ~eχp∣ 2χ∙(r)ln1+3E(r) j) •Так как по определению γj≤βy+1, то⅜-(l +o(l)) β,÷l<0.если J достаточно велико. При таких j d> 0 и ∣ aj+1 ∖>re~. Но последнее противоречит предположению (2.4.2). Итак предположение (2.4.2) невозможт но. Мы доказали следующее предложение (сохраняем все термины, введен­ные в настоящем параграфе).
Теорема 1.2. В круге ∣η∣<τ, где

1
τ~ 2K(r) ln1 + β К (г) 

rφE = E∖∂E", E=E(β), причем f-A_ 
J tin f ,функция (∕(ζeη) ∕(z)∈B0j в нуль не обращается.

§ 3. Соотношения для функции класса Во в точках максимума 
ее модуля1.3. Напомним введенные в предыдущем параграфе обозначения для функций f (z) класса Во: {α7}-последовательность нулей функции /(z); { α7 }- кратности соответствующих нулей, М {r) = max ∣∕(z) |; К = К (г) = 

= K(r, рИ'(г) - производная справа j. Кроме условий 1, 2 и 3(см. п. 1.2), определяющих класс функций Во, мы ограничим класс рассмат­риваемых нами функций еще двумя дополнительными условиями:4. lim К (г) = ∞
r→∞(это условие было наложено на функцию ∕(z) уже в § 2; напомним, что 

К (г) — функция возрастающая) и
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+ 1
lim

J→∞

Y√ln*(∣o∕l) = 0.Последнее условие выражает тот факт, что кратности α7 не должны очень быстро стремиться к нулю. Это условие, например, всегда выполнено, если f(z)- целая функция.2.3. Пусть гфЕ, где Е— множество интервалов, определенное теоремой 1.2. и Į aj I < г < I aj+1 J. Обозначим через ζ-точку, в которой функция ∕(z) достигает максимум на окружности [z∣ = ∣ζj = r,∙ так что I∕(ζ)I = М(г). Вве­дем оператор D по определению2>∕(z) = z-^j D>f≈D(Di→f).Рассмотрим ряд
00ln∕(ζe') = ln∕(ζ)+∑7rP'ln∕(ζ)r∕, ∙∕i = τ+∕σ. (1.2.3)

7=1Ряд (1.2.3), как показано в теореме 1.2, сходится в круге
2tf(r)ln1+0X(r) ’ ’в котором нет нулей функции f (z). Оценим теперь коэффициенты ряда(1.2.3) по действительной части функции

L=L (η) = ln∕(ζeη) - ln∕(ζ) - D ln∕(ζ) η(см. ниже). Заметим сначала, что ζ можно выбрать так, чтоD)n∕(ζ)^----- = K(r).Соответствующее утверждение для целых функций доказано Макинтайром [8] в предположении, что функция К (г) в рассматриваемой точке непрерывна; нами (см. [14]) это равенство было доказано без этого ограничения. Это доказательство сохраняет силу и в случае функций класса Во. Поэтому мы на соответствующем доказательстве не останавливаемся. Имеем:L-Re∣ta^^-jr(r)η]=ln^^^-i-JC(r)τ≤lnM(reη-lιιM(r)-⅛(r)τ.По неравенству (5.2.2) I≤[X(r∏-X(r)]τ.В круге
I I < ________Y/________
iη,^ 2tf∙(r)ln1+βΛ∙(r)(в котором ряд (1.2.3) сходится: [γ7 = min(β7-, ß7+1); βy = min(a7, l)j по лем­ме 4.2.1 при

<t ω = ⅛U; κt∙r eτ> - κω <' ∙ (3∙2∙3)По условию 5 настоящего параграфа— ≤[∕r(∣ay∙+1∣)] ; γ7 ≥ ~∕pa)(lφ+li) > Ar-d)(r) ’ 



Поведение аналитической функции 143так как r<∣αz∙+1∣. Отсюда следует, что неравенство (3.2.3) будет иметь ме­сто также в круге I η I < j⅛7+0(i) (r) • (4.2.3)Как известно (см., например, [17]), справедлива следующая оценка: если действительная часть ряда 
в круге Į z I < R удовлетворяет неравенствуRe h (z) < U,то

I I 2(σ-Rea0) .
1 π 1 ff" ’ и=1, 2, 3,В нашем случае ряда (1.2.3) мы получаем:

jγ I Dilπ∕(ζ) I < 21 τ∣'"1 = 2(Kl+0<1ψ→, у=2, 3, 4, ....Нами доказано следующее предложение.
Теорема 1.3. Пусть rφE=E(β)i где Е—множество интервалов, опреде­

ленное теоремой 1.2. Пусть, далее ζ-точка, в которой достигается макси­
мум функции |/(z) Į; ∕(z)∈B0 на окружности ∣z∣≈(ζ∣. ТогдаI Z>>ln∕(ζ) I < 2j∖ [X1+0<1> (r)p-ι; ;=2, 3, 4, ... (6.2.3)3.3. Наряду с рядом (1.2.3) рассмотрим также ряд∕(ζe'>)=∕(ζ)+J-i.Z)√(ζ)√. (1.3.3)

7=1Нашей целью является выразить функции Z>>∕(ζ) через Z)'ln∕(ζ). Из (1.2.3) имеем ∕(ζeη) =∕(ζ) exp | į D'ln∕(ζ)-^ [=∕(ζ) į Amηm. (2.3.3)

l7=ι j w,=0Здесь коэффициенты Лт следующего вида:
* чЛ„= X ¾...,j∏(zxin∕(ζ))'' + ^X"(r), (3.3.3)

i1,h,-∙,ig . Р=1где суммирование проводится по всем целым неотрицательным i1, ii, ..., iq, для которых ∑pip = nr, p<m∖ постоянные числа. С другой сторо­ны методом полной математической индукции легко показать, что
7-1P'∕(ζ) = γ-,'fj' (ζ) +∕! ∑ Ck (ζ), (4.3.3)
fc=0где Ck-постоянные. Из (1.3.3), (2.3.3), (3.3.3) и (4.3.3) вытекает следующее тождество:

q m - 1~7⅞no = Σ ¾...⅛∏(^w(ζφ+^ω-∑ ct-2M-, (5.3.3)
∕1,∙∙∙,⅛ P=l * = 0

∑pip = m∙, L < т.
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С помощью полученного тождества (5.3.3) мы теперь докажем следую­щее предложение.
Теорема 2.3. Вне некоторого множества, интервалов E с

справедливо соотношение

Г dt—5----- < ∞J rln г 
Е ζ√ω(ζ) 1 АО (5.3.3)Доказательство. Тождество (2.2.3) показывает, что соотношение(5.3.3) верно при j = 1. Допустим теперь, что соотношения (6.3.3) имеют место при √=1, 2, ..., m—1. Покажем, что предельное равенство (6.3.3) верно и при j=m. Для этого разделим тождество (5.3.3) на Km(r). На ос­новании теоремы 1.2 найдем:

я∏ ∣P"ln∕(ζ)∣'i> < у4от(/Г1+0Ш]1;о> |’i7> = H~m [X1+"<1>)ot^e⅛ <
где Ат — некоторая постоянная. Следовательно, из (5.3.3)

⅜r-÷oω∣ yl∣ct∣^*,g>- 1 >о r→∞I /© л“ ! m +Zι ιe*l ∕<ζ) γ 'что и требовалось доказать.
§ 4. Поведение целых трансцендентных функций при больших 

значениях их модулей1.4. Результаты предыдущих §§ 2 и 3 можно уточнить и улучшить в случае целых трансцендентных функций. К изложению этого мы и перехо­дим. Для оценки (6.2.3) мы пользовались разложением (1.2.3). Определить радиус сходимости последнего в случае функций класса Во и была основной трудностью. В случае целых трансцендентных функций эта задача разреша­ется сравнительно легко. Мы ниже рассмотрим более общий случай.Пусть f (z) — целая трансцендентная функция, а и—точка на окружности ∣z∣ = r, в которой ∣∕(H>)∣>JC-β(r)M(r), (J<4∙ (1.1.4)Рассмотрим ряд = η = τ + ∕σ. (2.1.4)
/=1'Имеем: i I⅛22- e~*'* ■ ≤ Кй (г) 4^2 e~*^≈, ∕(w) v , М(г)

= Kfi (г) ехр { In М (reT) - In М (г) - К (г) τ } ≤ К& (г) exp {]K {re') — К (r)] τ }. Заметим, что по лемме 1.6.1 limtf(r)=oo. По лемме 1.5.1 при jτ∣≤ 
1 r→αo≤[Xln1+aΛ] 2, K=K(r), вне некоторого множества интервалов Е конечной логарифмической меры на полуоси г>0,IК (re~) - К (г) Į < Vxin1+"ir
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И I ∕>eη)I /(*>) e~κ^<eK^r). (3.1.4)По теореме Коши мы получаем следующие оценки коэффициентов ряда(2.1.4): 2_ μ∕≤2eXβ(r)[7f(r)ln1+∙Jf(r)]2! ./=2, 3, 4................ (4.1.4)
Теорема 1.4. Пусть ∣w∣ = r и|/(и>)|>^-в(г)Л/(с); β<4 •

В этих условиях вне некоторого множества интервалов конечной логариф­
мической меры Е функция f(we^) в круге——-β —αiη∣<⅛ΛT 2 In 2 К-, K=K(r),

где q: 0 < q < 1 — некоторая постоянная, в нуль не обращается.Доказательство. На основании оценки (3.1.4) мы из (2.1.4) выво­дим, что при
-±-β L±≤∣η∣<⅛Λ 2 In 2 K∖ K-K(r),i f⅛gL e-κω∏ К 1 _ 2eKi, į (Jf lnlτ* κf I η |> = 1 - 2e 1J,χ4s- > 0, (5.1.4)

если qk~^ < 1 и q — достаточно малое постоянное положительное число.Теорема доказана.2.4. Приводимые ниже в этом параграфе результаты были в том или ином виде получены МакИнтайром [7] и Островским [11]. В нашем изложе­нии все эти результаты получаются единым образом и легко распространя­ются на функции других классов (соответствующие обобщения мы далее приводим).Теорему 1.4 мы сейчас сформулируем несколько иначе.
Теорема 2.4. Пусть f (z) —целая трансцендентная функция; w: ∣⅛>∣ = r- 

точка, в которой ∣∕(H-)∣>tf-β(r)Λ∕(r)j β<4∙ (1-2.4)
В тождестве

f(we^=f(w) (1 + ω (η)j (2.2.4)
при

—L_ß !+«∣η∣≤χ∙ 2 In 2 К ; K=K(r) (3.2.4)
справедливо неравенство

±+β ⅛∙∣ω(η)∣<∕C2 In 2 7f∣η∣. (4.2.4)
Если w = ζ, где ζ- точка, в которой достигается максимум функции ∣∕(z)∣ на окружности ∖z∖ = r, тоI ω(η) I <(l∕∕fln*+^∣η ∣ )2. (5.2.4)Неравенства (4.2.4) и (5.2.4) верны для всех г за исключением, быть может, некоторого множества интервалов Е ограниченной логарифмическей меры, причем Е зависит от a:E=E(a).

10. Литовский математический сборник, III Ns 2
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Кроме того имеет место предельное соотношение (6.2.4)где, переходя к пределу, следует, быть может, пропустить множество интер­валов £ конечной логарифмической меры.Доказательство. (4.2.4) есть простая перефразировка неравенства(5.1.4) (замена постоянных в (5.1.4) на единицы возможно за счет увеличе­ния числа а). Неравенство (5.2.4) выводится из того же ряда (2.1.4), если заметить, что при w = ζ = К (г), Λ1 = 0 и β = 0. Перейдем теперь к до­казательству соотношения (6.2.4). Коэффициент Al ряда (2.1.4) равен сле­дующему выражению: λ=j7⅛γ-*w∙ (7∙2∙4)Но по (4.1.4)
Последнее неравенство и выражает наше утверждение (следует заметить, что β+-i-<l).3.4. Некоторое уточнение возможно, если изучать функции, удовлетво­ряющие дополнительным условиям ограничения роста.Теорема 3.4. Пусть f (z) —целая трансцендентная функция, причем⅛ 1pp+im<γ*∕) =р< оо. (1.3.4)r→∞ lnr v
Пусть, далее, в точке iw∣ = r

lf(w)∖>K-*(r)M(r)-, β<4∙ (2-3.4)
На некотором множестве интервалов Е, обладающем тем свойством, 

что логарифмическая мера множества Er = E∩ (0, г) удовлетворяет нера­
венству 
в тождестве

при

(3.3.4)
f(we'*)≈f(w)eκkri'rι (l+ω(η)j

l 1_________J_______________________
z3 < 4ec' χβ ]/ ... k⅛1tf (4.3.4)

функция ω(η) удовлетворяет соотношению∣ω(η)∣<4e]∕ с' К»]/ К1пК ... ln,.1∕C ∣η∣.
Если н> = £, где ζ-точка, в которой достигается max∣∕(z)∣, то 1*1-гI ω (η) I < -y≤- (V^*ln*... ln,-1Λf ∣η∣)s

(5.3.4)
(6.3.4)
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при (7.3.4)1I η I < —~=---- aV с' Vκ↑nK ...]∕l+8e-l
“9----- —L

Всюду c' = 2]∕ р' при р ≥ 2 и c' = ^∣∕2p' при р = 1, p': p' > р - произвольное 
число.Доказательство. Исходим опять из ряда (2.1.4). По лемме 1.4.1 τ-- lnptf(r) 

r→∞ 1°rПусть теперь р' - произвольное число, причем р > р. В соответствии с лем­мой 2.5.1 на некотором множестве интервалов со свойствами, перечисленными в доказываемой лемме, верно неравенство: 
при 1JI η I < . - - —— - —-,1/ c,K∖nK ... lnp.1Aгде c' = 4p' при p≥2 и c' = 2p' при р=\. Для коэффициентов ряда (2.1.4) __ 1_мы сейчас находим (при ∣ η ∣ = (c' К In К . .. l∏p -1 К) 2 j :

14∣ < 2eK^(c' КЛаК ... lnp^1 К)2 .Отсюда ∣ω(η)l≤∑ 141 i4∣'≤2e^∑[(c^κtaκ... top-lJ9τ∣η∣]'= 7=1 7=1= 2^V^1n^...1⅞-^∣η∣-ι,vc,jchι^=⅛⅛ *eVκiΓF.^ ∙Tιξ^Λ∣ η I = 4¾⅛ < 4e V79,
1

если
I „ I ?________________η βl∕c1tflnχ∙... lnp-1tfи г достаточно велико. Если ą <------=-, то 4e ]∕ c' q < 1 и найденное нера-4e]∕ с'венство будет тем более удовлетворено, если. . 1______________________К~&_____,η (< 4e]∕77 * ]∕c'tflntf... lnp-1x Если w = ζ, то

оо∣ω(η)l≤∑l4l Ы'<)2=-⅛Γ>
7 = 2если

∣∣^___________?__________
iηi ]∕c,KlnK... ∖np-lκЕстественно требовать, чтобы < 1, т. е. q< •Совершенно так же доказывается и следующее предложение.
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Теорема 4.4. Пусть f (z)-целая трансцендентная функция. Пусть, да­
лее существует такая последовательность точек { ~rj}, rj↑∞, что

r In In M (jį)hm----- , , ,-- = p < oo.
J→x Jn 0 r

Тогда найдется такая последовательность точек {r7}; rj↑∞, что в 
тождестве 

f(wter') =f(wi) eκ'r>'∙ ( 1 + ω (η)j ; 
при условии, что в точках wj∖f(wj)∖>K-*(rj)M(rj),

справедливы оценки (5.3.4) с (4.3.4) и (6.3.4) с (7.3.4).
4.4. Теорема 5.4. Пусть f (z) —целая трансцендентная функция. Пусть, 

далее, {w}-множество точек, на которых∖f(w)∖>K->(r)M(r)∙, ∣w∣=r, β<4 • (1-4.4)
Тогда вне некоторого множества интервалов Е ограниченной логарифми­

ческой меры ±+9 ⅛iz»ln/(w)|<cyl(№ In2 κyin^. (2.4.4)
В частности, если w = ζ, где ζ-точка в которой достигается максимум 

функции ∖f(z) I на окружности ∣zj = r, то| zyin∕(ζ) ∣< Q'! (JClnl+∙ А)2 , (3.4.4)
где С—некоторая абсолютная постоянная. Доказательство. Оценим коэффициенты рядаln∕(wη)-ln∕(w)-^(r)η = 2 2>7hι∕(w)η-' + η [D ln∕(w) - Ä (г)]. (4.4.4)

7=2Как показано в теореме 1.4, ряд (4.4.4) сходится в круге
J,β 1+« __ L∣η∣<(∕C2 In 2 К) 2 ,если |и>| не принадлежит некоторому множеству интервалов Е=Е(л) огра­ниченной логарифмической меры. При ∣η ∣ ≤ VASln1÷αX имеем:

L = Re{ln∕(we-∣)-ln∕(w)-.K(r) η∣≤ln Λ∕(reτ)-lnM(r)-tf(r)τ+βln tf≤≤ [X (r<r) - К (г)] т + β In К ≤ 1 + β In К < β' In К,где β': β' > β - некоторая постоянная. Из (4.4.4) при
—+β 1+a∣η∣ = (^2 In 2 X)“1мы затем получаемjγ 1 ZPTn∕(¼0 I ≤ 2β' (К2 In 2 ∕Q'Tn∕C ./=2, 3, 4, ...Точно таким же образом с помощью теорем 3.4 и 4.4 доказываются следующие теоремы.Теорема 6.4. Пусть f (z) —целая трансцендентная функция, причем lim = р< оо ∕>≥1.

lnr r rr→∙∞
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Тогда найдется такая последовательность интервалов Е со свойством

Г
где Er = EΓ∖(O, г), что для этих гI D> ln∕(ιv) I ≤ 2β∕! (4ec' ]∕X1∏K... h⅛.1K ∙ K∣ψln К ι(5.4.4)
и I O>ln∕(ζ) I ≤ 2/1 (3c' V Я In К ... 1п,_, ку,
где c' = 4p' при p≥2 и c, = 2p' при р=1, р':р'>р — произвольное 
точки, в которых

[f(w)∖> K~s(r) M(r); ∣m,∣=γj β<±,
ζ-точки, в которой ∖f(ζ)∖ = M(r).Теорема 7.4. Пусть f (z) —целая трансцендентная функция 
гj↑ ∞ — последовательность точек, на которой

1. lnlnΛf(r,∙)11Ш----- - j = р < 00.
7→oo ,П Г J r

Тогда найдется такая последовательность точек {ry}∙, rz∙↑oo, что,

[f(wj)∖>K-*(rj)M(rjy, ∣H⅛∣-r,j β<y.

(6.4.4)
число, IV —

u (M∙
если

то I D'ln∕(w,) I < 2β'√! (6p' У К У In К, β' > β (7.4.4)∣^ln∕(ζi)∣<2∕!(6p'V^,
где р' :р' > р—произвольное число.5.4. В этом пункте мы ставим себе целью оценить в тождестве л iΣ ∙jj∙ D7ln∕(w)√ ∕(wη)=∕(w)^1 (l + ωn(η)jфункцию ωn(η) при . условии, что∣∕(w)∣>K→(r)Λ∕(r)j |W|=r; β<-g-.Для этой цели мы обращаемся к неравенствам (2.4.4) и (—+β —(4.4.4). Имеем при ∣η∣≤q(K2 In 2 X)~1, q<∖I In (1 + ωπ)∣ = Į ln∕(weη) - ln∕(w) - £ -~- Di ln∕(w) √ Į = 7=1∞ 00 —+β 1-

= | Σ 4-^ln∕0v)ψ∣≤Cln∕r ∑ (K2 In 2 ∕r)>[η∣> = 
√=λ+1 √=λ+1

—+b !±5 " -+3 —α
= C(K2 In 2 K)"+1∣η∣"+1lnK∑(K2 ln2tf∣η∣)'<

į-0

< C-r^- (√2^+β l∏~rXIηI r+llnК.

(8.4.4)
(1.5.4)
(2.5.4)(3.4.4) И ряду

(3.5.4)

и
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Аналогично мы находим при ω = ζ, что∣ In (1 + ω1,) ∣ < ~- (Kln1+∙ K)~ I η ∣"+1. (4.5.4)Если в случае (1.5.4) положить
-L+β 1+? -±l±r∣η I <(№ In 2 X)~1ln "+1 К, где γ > 0 — произвольная постоянная, а в случае (2.5.4)

л+1Iη I<(Кln1+∙' К) 2, α'>α,то отсюда и из (1.5.4) ∣ln(l+ωn) ∣ = o(l) и±+β∣ω,(η)∣<(JC2 In 2 X)"+1lnX∙∣η∣"+1, a'>a,а из (2.5.4)
л+1I ω. (η) I < (tfln1+*, K} 2 I η ∣"+1, .> а.Итак нами доказанатеорема 8.4. Пусть f (z) —целая трансцендентная функция и пусть, да­

лее, на множестве точек { w }; | w | = г∣∕(M-)∣>tf-∣>(r)Λf(r)! β<±.
Тогда в тождестве

∑ Z√ln∕(κ-)√∕(we>>) =∕(w)√-, (l+<⅛(η)), (3.5.4)
вне некоторого множества интервалов конечной логарифмической меры 
E=E(a) ±+βI ωn (η) I < (К2 In 2 X)"+1 ln КI η p+l (6-5-4)
при

±+β !+≡ __L∣η∖<(K2 In 2 tf)~1ln "+,tf. (7.5.4)
Если w = ζ, где ζ-точка, в которой ∣∕(ζ)∖≈M(г); ∣ζ∣ = r, тоI о>. (η) I < (tfln~ K}~ I η ∣"+1 (8.5.4)

при ι∣η∣<(A∙lnl+βX)~τ (см. [11]).В более частных предположениях теоремы 6.4 на множестве Е, опреде­ленном в этой теореме, в тождестве (3.5.4) оценка функции ωπ(η) произво­дится следующим образом. Допустим сначала, что удовлетворено условие(1.4.4).  Тогда в .точках множества Е верно следующее:∣ln(l+ω,(η))∣< ∑ 2βlnK(lP*+4n If ... ln,.1 JC)τ(4ec)>∣ η∣> = У=л+1
л+1= 2βIn tf(K*+, lnК ... lnp.1 К) 2 (4ec)"+* ∣ η ∣"+1 х× ∑ [(Λ*+4nΛ ... ln,-1ir)r4ec∣η∣P

7-0



Поведение аналитической функции 151

и при I η I < ((K*+1 In к ... In, .1 К) In"π tf]→мы получаем:I In (1 + ωn (4)) I < - [(K*+1 In к . . . ln,_! К f ∣ η | ]«+Чп*.
1 — q In л+1 КПоследнее выражение меньше -i-, когда q < —. Далее, если

16βn+1 всI In (1 + ωn (η)j I < А < -į- ,то, как легко подсчитать, ∣ωfl(η)∣<4Λ, и следовательно,I <■>, (η) I < 16β (4ec)"+1 [(№»+' In К ... ln,_t К)2 ∣ η ∣]∙+l при
∣η∣<—Л+г-------- !—-л _į_ ■

64escs 1/ β (rsβ+ι ιn κ ... lnp-1 К) 2 lnn+1 К где c = 4p' при ^≥2 и c = 2p' при р=1.Аналогичную оценку можно вывести и в том случае, когда ι∣> = ζ. Итак справедлива
теорема 9.4. В условиях теоремы 6.4 найдется такая последователь­

ность интервалов Е со свойством

где Er = Er∖(0, г), что в тождестве (1.5.4) при условии (2.5.4)I ω. (4) I < [(*«'+« In к... in,-1 К)Т I 4 I ]"+1 
при ∣η∣<--------------------!--------г-j—; β'>β∙

(K,3'+4nК ... ln,~1K)2 ln"+l K

Если w=ζ[∣∕(ζ)∣ = M(r)j ∣ζ∣=r), тоI ωn (4) I < 8 (1 + 12с) { Зс ]/ Klntf ... ln,.1X,∣ η ∣ }"+1 
при

lηl l÷12c * 3c]∕ tflntf ... l∏7-∑Γκr ’

где c = 4p' при р>2 и c = 2p' при р=1, где p'.,p'>p- произвольное число, 
E=E(9'))Точно также справедлива

теорема 10.4. В условиях теоремы 7.4. найдется такая последователь­
ность точек {rj}, rj↑∞, что при выполнении в точках wj∖ ∖wj∖≈rj условия(2.5.4) в тождестве (1.5.4) р' +v∣ω,(η)∣<(K 2 I η ∣ )"+1 In K∖ K≈K(rj)
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при -β'--L —-∣η∣<X 2 In "+1 К,

где β': β' > β - произвольное число, rj > r0 (β')∙
Если wl=X,i (∣∕(ζy) I = Λ∕(ry)j , тоI “»(η) I < 8 (1+24p') {θp' V I η I }"+1 

при ^∣<-H⅛r∙V⅛; κ^κ^∙
где p': p, > р — произвольное число, rj > r0 (p')∙6.4. Заканчивая этот параграф, мы хотим еще вкратце остановиться на оценках функций DiInf(w) в зависимости от плотности нулей функции /(z). Пусть f (z) — целая трансцендентная функция и {aj } последовательност ь ее нулей, причем

Iη I< ьх+«х:(г) ’а тогда при (2.3.4) по лемме 4.4.1In ∖f(we*) Į - In ∣∕(w) Į - К (г) τ ≤ (reτ) - tf(r)] τ < qK*+11 τ ∣.Следовательно-д-1 Z>>ln∕(n-) I < 29tf3+11 τ ∣∕-*=29A^+1 (ln*+, K)∣~1.При w=ζ (∣∕(ζ)∣-M(r)) 1 D'ln∕(ζ) I < 2qK(ln1+* K)i→.В частности, эти неравенства верны для функций, вообще не обращающихся в нуль.Можно получить и другие оценки при иных плотностей распределения. Например, можно показать, что, если
со
∑l 1

*λ(∣o,∙iT < °°; х< 2 ’ 
7=1

ТО

Σ ⅛÷*⅛q, IГ < ∞- i <l> I ≠0’ 0 ∙6∙4)7=1где а > 0 — произвольное число. Если исключить из оси г последовательность интервалов E,: {(∣αy∣e-ta-0+wjr<l⅛l∖ ∣αy∣e,°-0τα,jr"'⅞l,)} ограниченной логарифмической меры, то в силу (1.6.4) в интервале' (re-<"-<1+*⅛<r)ι reb-O+*>xwj.не будет нулей функции ∕(z) (см. п. 4.2. § 2), где при этом приходится, быть может, дополнительно исключить некоторое множество интервалов Е” конечной логарифмической меры. Если г$Е, то ряд (4.4.4) сходится при(2.6.4)
q> 1.

-i-1 D∣∖af(w) I < cχβ+1+λ⅛-a ln1+* К (3.6.4)
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и
-L I D'ln∕(ζ) I < C∕C1+λ⅛-2>ln1+∙ К (4.6.4)(неравенство (3.6.4) будет иметь место в точках, в которых ∣∕(h')∣> 

> (r) М (г); в обоих рассматриваемых случаях из полуоси г > 0 следует, воз­можно, исключить множество интервалов конечной логарифмической меры) . Отсюда, также вытекают оценки для функций ωn(η) в тождестве 1.4.5.Замечание. В оценках теорем 3.4 и 4.4 функций ω(η) улучшения возможны только за счет уменьшения постоянных множителей. Это можно, например, проиллюстрировать на примерах функций exppz".
§ 5. Соотношения для производных целой трансцендентной 

функции при больших значениях ее модуля и модулей 
ее производных1.5. Целая трансцендентная функция принадлежит, очевидно, классу Во и удовлетворяет дополнительным условиям 4 и 5, наложенных на функции этого класса в п. 1.3. Поэтому справедливы для целой трансцендентной функции f (z) соотношения (6.3.3). В обсуждаемом сейчас случае эти соотношения мы получим в более общих предположениях. К изложению соответствующих результатов мы теперь и переходим. Отметим, что эти соотношения полу­чены в методе Вимана - Валирона при тех же предположениях, что и у нас. Наши рассуждения имеют порой то преимущество, что они могут быть об­общены на функции, определенные в областях, отличной от конечной пло­скости.Покажем теперь, что соотношения (6.3.3), имеют место на множестве точек { w}, в которых справедливо неравенство∣∕(κ<)∣>^→(r)Λ∕(r)1 β<±.

Предельные соотношения (6.3.3), которые мы сейчас выведем, будет верны на всей полуоси г>0, за исключением, быть может, некоторого множества интервалов конечной логарифмической меры. В теореме 2.4 нами было дока­зано предельное равенство 
Соотношения ∏∕,(w) 1

/(*) ^ (1.1.5)
lim—!______ = 1
,→≈ ^m(r) fW

m = 2, 3, 4, ... (2.1.5)
доказываются буквально также, так в § 2, на основании оценки (2.4.4), ко­торая лучше соответствующей оцрнки (6.2.3). Так как оценки (2.4.4) верны на всей полуоси г>0 за исключением множества интервалов конечной лога­рифмической меры, то и соотношения (2.1.5) будут верны на том же* мно­жестве, что и неравенства (2.4.4).,Заметим, что в частности, формулы (2.1.5) имеют место в точках макси­мума функции ∣∕(z)∣, т.е. в точках ζ, где ∣∕(ζ) ∣ = M(r); ∣ζ∣ = r.
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2.5. Докажем теперь, что соотношения (2.1.5) имеют место вне некото­рого множества интервалов Е конечной логарифмической меры, в точках { }; I w I = r∙ в которых
i∕'WI>-β<y.Для доказательства рассмотрим ряд

Имеем (∣f(ζ)∣ = M(r)) : ;=1
g1-⅜(r)j⅛CR) I h∕'(h>) I 

l∕(∏,)l /(») IТогда, положив η = τ + ισ, получим:
I√⅛-e-*∙<r>η∣<__ LĮ ∕(x>) e I tf1-n∣

1 \ *Г M I лп,

1____ < I /М i1/MI JT-0(r)M(r) •
I У» I Λf(reη g(r)T< ! /М I M(r)

(1.2.5)
(2.2.5)

(3.2.5)при

и

τ∣≤----- 1____]∕tflD1-≡K(последнее неравенство имеет место вне соответствующего множества интер­валов конечной логарифмической меры, вне которого разность К (reτ) - К (г) __ £ оценивается по лемме 1.5.1). Далее, по теореме Коши при ∣τ∣ = (A'ln1+α∕0 2 ∣4∣< s⅛∣j^r∣(*lnl+α*)f∙ >=1∙2∙3.............. <4∙2∙5>
Нетрудно подсчитать, что = К(г) и в соответствии с (4.1.5)__ 1_ 1+яI w∕'M ^tS 2 2 rJ wf'(w) Į\~П^Г-к^\<еК lπ *l~7wH∙Отсюда

wf' М /М — 1 <е 1 +а
и, так как β < у , то lim

г-

wf' (w) I /(и-) ’ К (г)
(5.2.5)На основании (5.2.5) оценка (4.2.5) сейчас принимает следующий вид:∣Λy∣<(l+O(l))eKβ(,∙)(κ]ιιi+<∙Λ)2. ./ = 2,3.4.............. (6.2.5)Полученная оценка с точностью до множителя (1+O(l)je совпадает с оцен­кой (4.1.4). Но с помощью этой оценки была получена теорема 1.4, а затем и оценка (2.4.4). Те же рассуждения, что и в предыдущем пункте, приводят нас сейчас к соотношениям (2.1.5). В частности эти соотношения будут вер­ны также при w = ζ*, где ∖f, (ζ*) [ = М (г, ∕')> ∣ζ*l = r∙ В самом деле, как
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нами было доказано, в точке максимума ζ, где ∣∕(ζ) ∖ = M(r) = M(r, f), 
К (г) = • Следовательно

rM{ryf') r∖ff(^)∖
M(r,f) M(ri∩λT(r)≤И

f).Последнее означает, что в точке ζ* верно неравенство (1.2.5) с β = 0. Таким образом, по сказанному выше,limГ-
ζ*∕z(ζ*) 

∕(ζ*)
1

K{r)и
С другой стороны
и

(6.2.5)
гМ(г, П 

К (г) > М (г). (7.2.5)

= 1

Из (6.2.5) и (7.2.5) вытекает следующее неравенство, верное вне указанного выше множества интервалов E=Ef:

M(r, ∕') = (l + 0(l))-^-Λ∕(r,∕). (8.2.5)3.5. Допустим, что нам известно следующее: если для произвольной це­лой трансцендентной функции f (z) {h>}-такое множество точек, чтоl∕'∙0WI>Ю-Цт)М(г, /); |w| = r; β<-g-. (1.3.5) где j :j ≤ m - 1 — любое целое неотрицательное число, то на этом множестве вне некоторого множества интервалов
Em~χ = Ef∖J Ef, U U ... U Ef(m-ι)ограниченной логарифмической меры (/ул - множество интервалов, исключа­емое при оценке разности K(reτ, fiJγ)-K(r, f®) по лемме 1.5.1 j, верны со­отношения (2.1.5) и, кроме того, вне Em~1-W('∙.∕w) = (l+o(l))(4y^('∙-Λ K=K(r)∙ j=l,2................. т-1 (2.3.5)(как показано в п. 2.5, наши предположения действительно удовлетворены при т = 2). Мы сейчас покажем, что если { w } — множество точек, в которых 

∣∕fa>(w)∣> κyω M(r.fY. β<4-J l*l=<∙, (3.3.5)то на этом множестве вне соответствующего множества интервалов Em~1 имеют место соотношения (2.1.5). Кроме того вне Ет1

M(r, ∕<"<) = (l+o(l))(A)raм(г, f).Для доказательства заметим, что по предположению индукции 
М(г, /<">) = (1 + о (1)) М(г, /<”-«).

(4.3.5)
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Если ζ-точка, в которой ∣∕0n-υ(ζ)∖ = M(г, ffm~υ), то по условию жестве {ζ} вне Em~1 справедливы соотношения (2.1.5), а тогда ζw∕fw>(ζ)
' *(r) = ζΛ">(⅝ ∕,m^1,(ξ) = (1+o(l))κ(r).

на мно-
(5.3.5)/(ÖНеравенство (3.3.5) тогда принимает следующий вид:∣∕,m> (»’)) > (1 + о (1)) (г, ∕0"-ι>) (6.3.5)и, следовательно, имеют место соотношения вне Em~i'. y→⅞ °(1+о(1))^(г); р=о. 1. 2..............■ Тогда (P∣⅛fra-1)∣y<"-ι>(R∙) | = (1 + о (l)j U ∖fb*∙> (и,) I > (1 +о (1)) К-» M(r, /<-»-•’) == 0+o(D)Мы убедились, что предположения индукции удовлетворены на множестве { й }, а поэтому верны соотношения (2.1.5) на нем. Формулы (4.3.5) доказы­ваются буквально так же, как выводятся соотношения (8.1.5). В самом деле, в точке ζ, в которой I∕(ζ) ∣ = M(r)t справедливо неравенство (3.3.5), так как-----(l+o(l))x"(r)и M(r,∕<">)>(l+o(l)) (-½)"λ∕(γ, Л (7.3.5)С другой стороны в точке ζ*, в которой |/(ш) (ζ*) | = М (г, У4"0),^^  ̂= (l+0(l))∕P>(r)

М (г, ≤ (1 + о (1)) (-≡-)" M(r, f). (8.3.5)Неравенства (7.3.5) и (8.3.5) доказывают наше утверждение.Сформулируем полученный вывод в виде теоремы.
Теорема 1.5. Пусть {w}-множество точек, на котором модуль целой 

трансцендентной функции или модули ее производных удовлетворяют од­
ному из неравенств∣γ⅜>(H>)∣> jc,^J^ Λ∕(r./); ß<4; ∣w∣=r, √=1.2............. m. (9.3.5)
Тогда вне некоторого множества интервалов Em-1 ограниченной логарифми­
ческой меры справедливы соотношения --2.3..............

Теорема 2.5. Вне множества Em~1, указанного в теореме 1.5, справед­
ливы равенства

M(r, Λl) = {l + o(l))(4)'M(r, f); 7=1,2..............т.Примечание. В силу теоремы 2.5 условие (9.3.5) при любом постоян­
ном j эквивалентно условию ∖f(w)∖>K→(r)M(r).
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4.5. В этом пункте мы выясняем вопрос о связи функции фициентами тейлоровского разложения рассматриваемой целой ной функции f (z):
∕ f(z) = a0 + a1z + a2z2 + . . ..Максимальным членом этого ряда называют функцию μ (г) = max I ai zi |; I * | = г,

К (г) с коэф- трансцендент-(1.4.5)
(2.4.5)центральным индексом v (г) — наибольший из коэффициентов, для которых достигается равенство (2.4.5). Таким образом∣αvωrvw∣ = μ(r). (3.4.5)Нетрудно видеть, что μ(r) и v (г) функции неубывающие. Кроме того 

и г lnμ(r0)-lnμ(r) = ∫[см., например, [2]).Для коэффициентов степенного разложения (1.4.5) сейчас имеем:
Очевидно и, если τ>0,

∣α∕∣≤j⅛λ∙> >=0’ 1* 2’ •••• 
μ(r)≤Λf (г, /)

оо ∞

М (rt ∕) ≤ 2 I αy I rJ' ≤ μ (rβτ) ∑ e~'τ = μ (reτ) ∙ 17=0 7 = 0

(4.4.5)
(6.4.5)

(7.4.5)Далее, при τ→0 1 — e^τ = (1 + о (l)j τ. По лемме 1.2.1 в применении к функ­ции v (г) мы находим вне некоторого интервала ограниченной логарифмиче­ской меры Е, что v(re’) = (l + o(l)jv(r) (8.4.5)∏PH τ = -v⅛-.Из (7.4.5) и (8.4.5) мы сейчас выводим, чтоμ(r)≤M(r,∕)<Cμ(r)v(r)*, где С> 0 — некоторая постоянная.По (4.4.5) функция lnμ(r) выпуклая функция от ln г иv (г) τ ≤ In μ (rβτ) — In μ (г) ≤ v (reτ) τ.По (9.4.5) — I ln C Į — ln v (r) + In μ (reτ) — In μ (r) ≤ M (refτ^f) — M (r, f) ≤ ≤ I ln CI + ln μ (reτ) - ln μ (r) + ln v (re') или, в соответствии c (10.4.5) и (5.2.2),

(9.4.5)
(10.4.5)

— ∣lnC∣-ln v (r) + v (r)τ ≤ K√reτ) τ (11.4.5)и______________ X(r)τ≤v(reτ)τ + lnv(reτ) + ∣lnC∣. (12.4.5)♦ В методе Вимана—Валирона доказано более точное неравенство (см., например, [2]). 
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Далее, вне некоторого множества интервалов Ео конечной логарифмической меры при 0<τ≤(v(r)ln1+αv(r)) 2v(reη = (l+o(l))v(r) (13.4.5)
и при 0 ≤ τ ≤ ^Λ"(r) ln1+a X'(r)^ 2K(zH = (l+o(l)jκ(r). (14.4.5)Тогда вне Ео, как это следует из (11.4.5) и (12.4.5), если в (12.4.5), а замен __ 1_и в (11.4.5) положить τ = (v(r)ln1+av(r)) 2V (г) ≤ (1 + о (1)) К (г) ≤ (1 + о (1)) V (г),или X(r) = (l+o(l))v(r).Таким образом, как правило^ в приведенных раньше теоремах можно заме­нить функцию К (г) на v (г). Все функции, в степенных разложениях, кото­рых начала около координат, модули коэффициентов (с одинаковыми индек­сами) равны, порождают функции К (г), различающиеся только множителем (1 +0(1)). Поэтому для всех таких, функций f (z) в качестве функции срав­нения К (г) можно выбрать какую либо одну, например, построенную для ряда с положительными коэффициентами-модулями коэффициентов данных разложений.

§ 6. Обобщения

1.6. Результаты предыдущего параграфа допускают различные обобщения которые мы здесь и изложим. Легко видеть, что в теоремах 1.5 и 2.5 целую функцию можно заменить функцией, регулярной и однозначной в области ∣z∣>J⅛j ∑≠ ∞, требуя при этом, чтобы lim K{r)= ∞. Действительно, этоr→xвытекает из того, что оценки (4.1.4) основаны на теореме Коши для коэф­фициентов ряда (2.1.4), который сходится в круге ∣wη∣<r- jR0 r>A0. При больших значениях г: г > 2jR0 ряд (2.1.4) сходится при ∣ weη ∣ < —. При таких
г функция f(weτt) не обращается в нуль в круге ,]η∣<(X In K)~1. Не­трудно видеть, что все дальнейшие выкладки основаны именно на этом заключении. Этими рассуждениями и обосновывается наше обобщение.

2.6. Пусть, функция f (z) - регулярна в углуφ0<argz<φ1, (1.2.6)z≠ оо. Пусть, далее, maxj∕(z)∣ достигается на дуге окружности ∣z∣ = r, φ0<argz<φ1 в точке ζ, так что∣∕(ζ) I = max i∕(z) Į = M (r), (2.2.6)причем φ0 + δ ≤ arg ζ ≤ φ1 — δ,
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где δ > 0 - произвольно малое постоянное число. Если при этом limtf(r)=∞, (3.2.6)'
r→ooто справедливы теоремы 1.5 и 2.5 в точках максимума ζ и на любом мно­жестве точек w; I w | = r с φ0 + δ ≤ arg и’ ≤ φ0 - δ, если на этом множестве∣∕(h>)∣>∕C→Λ∕ (г); β<y! K=K(r). (4.2.6)Для доказательства этих утверждений надо обратиться к ряду (2.1.4) и установить его радиус сходимости, который в нашем случае, как легко ви- sin δ nдеть, не меньше, чем —— ∙ θ самом деле, радиус круга с центром на прямой argz = φ-δ, лежащей в углу (1.2.6), равен rsinδ. Функция

f(we7l) = JΓ (wη — vv)77-0сходится поэтому в области ∣ w 11 e” — 1 ∣ < г sin δ. Но неравенство 1 eri — 11 < < sin δ при I η Į < 1 будет тем более удовлетворено, если∣η∣ + ⅛ + ^+...<∣η∣(l + ⅛ + ...+⅛+...) = ]η∣(e-l)<sin8.
т. е., если ∣ η (≤ —< -~γ- , что мы и утверждали. Отсюда вытекает что ряд (2.1.6) подавно сходится приβ÷4 4еК 2 In - К(следует обратить внимание на условие (3.2.6) j. Именно это обстоятельство нужно для справедливости выкладок §§ 4 и 5. Этим и доказывается обоб­щение, сформулированное в начале настоящего пункта.3.6. Пусть сейчас функция f{z)- голоморфна в углу (1.2.6) иlim К (r) = р < оо.

r→∞
(1.3.6)Пусть, по прежнему, ζ- точка максимума функции ∣∕(z)∣ на дуге окруж­ности I z I = г; φ0 < arg z < φ1, причемφ0 + δ≤argζ≤φ1-δ.Ряд (2.1.4), как было показано в предыдущем пункте, сходитсяI η I < ■ s√p . Имеем (см. п. 1.4): при

I /(fr71)I ∕(Q e-K(r)ιi ≤ gin М(reτ)-In М (r)-Γ(r)τ ≤ g[^(r<^-χ∙(rη τНо λ,(reτ)→p при r→oo(∣τ∣≤∣η∣ чениях I ηI i ∕(ζeηI ∕(ζ)
≤-^y^-)∙ Поэтому при ограниченных зна-

= i +0(l). (2.3.6)Как и в п. 1.4. нетрудно доказать, что функция ∕(ζeη)* не. обращается в нуль в круге ∣ η ∣ ≤ δ . Из ряда (4.4.4) тогда вытекает, что при ∣ η ∣ ≤ -sι^s ______________ Re∣ln-^-e-W'>∣≤[Ar(reτ),κwb(ι+o(i))∣τ∣
♦ При достаточно больших ∣ ζ |.



160 Ш. И. Стрелиц

И ЧТО ∣⅛^ln∕(ζ)∣<2 0(l)⅛)'Λ У=2, 3, 4, ...Следовательно, lim2>>ln∕(ζ) = 0ι 7=2, 3, 4...............
∕,→XУсловие (1.3.6) мы можем переписать следующим образом: ζ∕z(ζ),⅛-f(ζ∏ = p∙ .Предположим теперь, чтоlim ζ7∕⅞)~ = P(P~1) ∙∙∙ (P~7+1)∙ 7 = 1> 2, 3, ..., m.Покажем, что имеет место тождествоζyQζl = Fi [d ln∕(ζ), Z)≈ ln∕(ζ)..............2>'ln∕(ζ)) ,

(3.3.6)
(4.3.6)
(5.3.6)
(6.3.6)где F— полином. Допустим, что соотношение (6.3.6) верно при j= 1, 2, ..., /и. Воздействуя на тождество (6.3.6) при j=m оператором D получим:= ............^b∕(ζ)).

Γm f(m) Zζ)Но функцию на основании предположении индукции можно за­менить по формуле (6.3.6). Это и доказывает наше утверждение.Заметим теперь, что DFj ^2)ln∕(ζ), ..., ∑yin∕(ζ)^ есть полином, в кото­ром нет слагаемых вида Л (Din/)*, где А - постоянная. Действительно, если такой член имеется в полиноме Fi, то
D (D In/)* =p (D Infy-1 D2 In/.Поэтому ис (7.3.6) следует по (3.3.6) и (5.3.6)⅛ =(p_w)to_iwgL=p(p_1)...(p_m+1)(p_w).(8.3.6)Нами доказано следующее предложение:Пусть /(z)—регулярная в углуφ0<argz<φ1,z≠ ∞ функция, максимум модуля которой на дуге окружности ∣z∣ = r, φ0< <argz<φ1 достигается в точке ζ сφ0 + δ≤argζ≤φ1-δ,где £ > 0 — произвольно малое постоянное число. Пусть, далее,lim K(r) = p < оо.Тогда справедливы соотношенияlim = p(р- 1) ... (p-p+ 1); ,p = 1, 2, 3.............. (9.3.6)Просто доказывается также справедливость соотношений (9.3.6) на мно­жестве точек {»>’}; ∣ w ■ = г, при условииφ0 + δ≤argH>≤φ1-δи i∕(*) I >jβ∣∕(ζ)∣ = jffΛf(r),где В>0 — произвольнля постоянная.



Поведение аналитической функции 161
4.6. Пусть область D содержит полосу Н (может быть криволинейную) ширины Л. Предположим, что модуль регулярной функции f (z) в D дости­гает свой максимум на дугах окружностей | z | = г, лежащих в D в точках ζ∈H, удаленных от границы полосы Н не менее, чем на произвольно малое постоянное число δ (δ < -уj . Если дополнительноlim — =λ< оо, (1.4.6)то вне некоторого множества интервалов Е полуоси / >0 ограниченной лога­рифмической меры верны предельные равенства:

ζp∕W) 
∕(ζ)

' XP(r) 1∙ (2.4.6)Докажем это. Ряд (2.1.4) сходится в круге ∣η∣ < (r) lnι1÷g k (г) , ^eficτ-вительно, функция ∕(ζeη) регулярна в области ∣ ζβη - ζ ∣ < δ. Если ∣ η | < 1, то приведенное неравенство будет подавно удовлетворено, если (см. п. 3.6) ∣η∣<-^7. Из условия (2.4.6) вытекает, что r<CK(r)t С=Const, а поэтому ряд (2.1.4) будет сходиться в круге ∣η ∣ < [E(r)ln1^αλ√r)] 1. Отсюда, букваль­но также, как это сделано в § 2, мы докажем наше утверждение в начале этого пункта.5.6. Обобщение, которое мы сейчас приведем, не основано на специфич­ности нашего метода. Пусть ∕(z)=∕i(z)+g(z)мероморфная функция, где h (z) целая трансцендентная функция, для кото­рой верно предельное соотношение
lB⅛M(r,⅜) 156r→oo lnr v 'а g(z)- мероморфная функция порядка р; р < λ. Пусть { aj } - последователь­ность полюсов функции g (z). На оси г исключим последовательность интер­валов Е: {(I aj I - Į aj ∣~p', ∣ aj ∣ +1 aj ∣ )}, р' > р. Эта последовательность Ео ‘конечной меры. Оценим на полуоси г>0, вне множества Ео, максимум мо­дуля функции g (z). Функцию g (z) может представить в следующем виде:*(*)=<,w-⅛⅛. <2∙5∙6)где p (z) — полином степени не выше [р], а g1(z) и g2(z) целые функции по­рядка не выше р. Для функции ∣g1(z)∣ мы имеем очевидное неравенство 1 gι U) i < Cer*', pz>p. Функцию ∣g2(z)l вне последовательности колец Ео оце­нивается следующим образом: ∖g2(z) ∖> С' e~r* (3.5.6)(см., например, [5]). Из (2.5.6) и (3.5.6) вытекает вне Eq неравенство:I g (z) I < (⅛2'p ; Č = Const; p' > p. (4.5.6)Подобным же образом мы находим:I g{» (z) j < Cj e2,p; C, = Const. (5.5.6)

11. Литовский математический сборник, III № 2
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Покажем теперь, что вне некоторого множества интервалов Е конечной логарифмической меры в точках максимума ζ функции ∣A(z)∣ имеют место соотношения:lim -*^- = 1; K{r)=K(r, К), p=∖,∙2,Z..............m. (6.5.6)
В самом деле

√P)(ζ)
/W) _ A'<,>K)+s<rt(ζ) _ Λ⅛>(ζ) l+ Λ⅛)(ζ) ,,rz,,
∕(ζ) Λ(ζ)+r(ζ) а К) ■ , , g(ζ) u∙0∙b,„ АЙ)Но при r>r0 A⅛>(ζ) = (l +0(l)) (fpK); K≈K{r,h),как это следует из соотношений (6.5.6) для целых функций. Поэтому в силу (1.5.6) и (5.5.6) при r>r0 ∙i λz = λz(r0)1 *∞(ζ)1 A∞(ζ) 1HXZ>.- =C,r>np{-A(l-2^->∙)}.Если r0 достаточно велико, то можно взять pz<λz<λ и∣ζ∣^∙Эти соображения вместе с (7.5.6) и (2.1.5) доказывают наше обобщение.

§ 7. Мероморфные решения с дефектными значениями 
одного класса дифференциальных уравнений1.7. Пусть f{z)- мероморфная функция с полюсами в точках последова­тельности {aj} с кратностями {nj}, причем последовательность {ny}-огра­ничена сверху целым числом п.Последовательность {aj} упорядочена в порядке неубывания модулей ее членов. Пусть

AJnJ Į 
(z-aj)nJ

aj nJ-ι i i aJi
(z-aj)"j-' ’ ⅛~⅛)

(1.7.1)главные части функции f (z), соответствующие полюсам aj, и пусть, далее,
lim 

y→∞ ln∣*∕l (2.7.1)= β < ∞ .В этих предположениях справедлива
лемма 1.1.7. Мероморфная функция ∕(z) конечного порядка p с главнымичастями (1.7.1), удовлетворяющими условию (2.7.1), представима в следую­щем виде:∕(z) = A(z)+^ (

y=ι

•¼ (z-oy)"z • +7⅜-Λw)=a+s∙ (3.7.1)
где A (z)-целая функция, а pi∙(z) - полиномы степени λ = [p] + [β]+1 ∙ ([χ]- целая часть х) (ср. с [9]).
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Для доказательства рассмотрим точку z≠aj∖ j= 1, 2, 3, ... и ∣z∣<<Iа„I≤Iа„+„1; р=1, 2.............. Если у»m, то ∣-∣^∣-∣<1 и
<⅛-=<-(⅛r [ι ÷ (7) t÷ rn (^r÷ m (ir÷ 

÷∙∙∙÷C)(ir+1÷-]∙Следовательно,
πj

gj(z'>=∑Но по (2.7.1)∣4*∣<C∣αyf,где α>β' и C=C(a). (p+k j < C1pk, найдем l∣-4∙⅛(⅛r∑r,-,)⅛)'l∙⅛ А-l p = λ
00 Į z IP ~ 0Q

CC1n ST " I aj I c∣ Z ∣λ V nn I 2 lp.∣ay∣1~a ∑Λ P ∣ay∙∣1+λ-a Zλ P I a. Ip=λ p=0

1^=∑<->O^∑('A-= 1 р=0Ąjk

k=∖, 2, 3, . .., nj∖ Поэтому, в согласии j= 1 2, 3, ...с
njΣА = 1

(4.7.1), заметив, что

где hj {z)=∑p" Į ∣p, причем, если ∣ ai 1 > ∣ aj 1, то hi (z) < hj (z). 
p=o j ■Определим сейчас полином pj(z), равный сумме λ-1 первых членов разло­жения функции gj(z) в окрестности точки z = 0. Тогда

N N ®∣2fc(*)-P∕(*)∣ <C∣z∣λ2 ∣gy∣λ1-,+. ≤C∣z∣*⅛√z)∑ ∣flj∣>La+i • (6.7.1)
J=<l i=q J=QНо функция ∕(z) конечного порядка р. Поэтому при λ = [a] + [p]+l ( = [β] ++ [p]+l, если a достаточно близко к β), λ-a+1 =[a]-a + [ρ] + 2>p • и 

со со2 ∣a>∣a-λ~1 < co∙ 0τcι°Aa следует равномерная сходимость ряда 2∣sHz)~ У-1 7=1
—pj (z) I во всякой ограниченной области, из которой исключены кружки про­извольно малых радиусов с центрами в точках aj.Лемма доказана.

2.7. Лемма 1.2.7. Пусть f (z) —мероморфная функция конечного порядка р, удовлетворяющая условиям п. 1.7, так что имеет место представление (3.7.1). Тогда вне кружков Cj радиусов J с центрами в точках aj, где μ> 0- произвольная постоянная, справедливо неравенство∣g(z)∣<Crv+3+p', p'>p, ∣z∣≤r. (1.2.7)
Здесь v = max(nμ, λ- 2, 1), С> 0 — некоторая постоянная.Доказательство. Через л(г)=л(г, оо) мы, как обычно, обозначаем число полюсов* функции g (z) в круге с центром в .начале координат и ра­диуса г. Так как f(z)- мероморфная функция порядка р, то n(r)<Ar*', где p'>p и A = A(p'). Окружим каждый полюс aj кружком C7∙ радиуса ∣a∕∣^μ, 
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где μ > 0 —некоторая постоянная, центры кружков Cz в точках aj. Оценим теперь g (z) вне этих кружков C7∙. Пусть ∕w>0 такое целое число, что I am-11 < 2r ≤ а,„ '. Имеем :
m I зс'g(z)i< ∑ ,g><z)-Λ(z)i + ∑ ig√z)-A(z)l = σ1 + σ2.
√ 1 j=mНо σ2 оценивается по (6.7.1). При этом, если Į z ∣ ≤ г, то

hm+p < ——;—— < c0 = Const и σ2 < c | z ∣λ; c = Const.(1⅛l)"При j<m находим ((z —α7-∣ > lαy∙∣^ll):∣ yV * 1 _ < r i fl ∣g÷"ix ∙∣z-<s∣* <c∣¾∣ >Так как ∣a7∣<2r, то
į ∖gt(z)∖<Cn-n(2r, a0)∖al∖'^<CnAV,+9+^^f'^.

α> ß; c = Const.
(2.2.7)Далее,

+ ∙ ∙ ∙+(*x^ι 2j IV f ^']<"∙"(2'∙. ∞)⅛∣β∕l* 1× × (1+1 ^⅞^ I+∙ ∙ ∙+ i ⅜^ Г”')< Сг 1 °ι ,a*1 zλ+p,^1 < ∙βrκ+ι,'+s^2 • (3.2.7)если г достаточно велико; В>0 — некоторая новая постоянная. Из (2.2.7) и (3.2.7) следует (1.2.7) при wμ>p + β-2.Из леммы 1.2.7 и обобщения п. 5.6 вытекает, что, если в представлении 3.1.7) функции Л (z) —целая трансцендентная функция, a g (z) — мероморфная функция, удовлетворяющая условиям леммы 1.2.7, то в точках максимума функции Į h (z) Į имеют место соотношения (6.5.6), так как оценки вида (1.2.7) будут справедливы и для производных g^(z).Заметим еще, что как показано в [9], неванлинновское среднее значение2πm(<∙,∕) = ⅛ f ln+!∕(re'*)∣rf⅛Оудовлетворяет в случае функции g{z) из (3.7.1) следующему равенству: 
m {r, g) = О (ln г).Как известно, порядком мероморфной функции по Неванлинне называется порядок функции

T(r,f)≈m(r,f)+N(r,f)∙, N(r,f)=f dl.6Дефектным значением по Неванлинне будет значение а, для которого2π •
— mτ(l°ff =8>0∙m(r, а, f)≈± f ln+ - 7⅛-— rffr.r→oo О
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Допустим сейчас, что бесконечность есть дефектным значением для ме­роморфной функции, удовлетворяющей условиям леммы 1.2.7. Так как 
m (rt g) = О (In г), то необходимо функция A (z) —целая трансцендентная функ­ция. Поэтому, в согласии со сказанным выше, в точках ζ, где |Л(ζ)|= 
= M(r, h), справедливы соотношения (6.5.6) (вне некоторого множества ин­тервалов конечной логарифмической меры). Кроме того, порядки функций 
f (z) и Л (z) совпадают.3.7. Рассмотрим дифференциальное уравнение

F (z, и, Z>lnw, D2lnw, ..., jD"1πm) = 0, (1.3.7)где F— полином относительно всех своих переменных. Нетрудно видеть что любое алгебраическое дифференциальное уравнение может быть сведено к уравнению типа (1.3.7). Иными словами: любое уравнениеF* (∙z, w, u'f и", ..., ww) = 0, (2.3.7)где F* — полином относительно всех своих переменных, может быть преобра­зовано в уравнение вида (1.3.7).Если в функции F— левой части уравнения (1.3.7)— переменное и (иско­мая функция) входит явно, то полюсы любого мероморфного решения ко­нечного порядка u (z) уравнения (1.3.7) (в предположении его существования) имеют ограниченную кратность.Для доказательства допустим, что в окрестности полюса решение w(z) уравнения (1.3.7) имеет представление:
u (z) =___⅛2____ i_____⅛L∑1___ +

{ ) (z-aj)m (z-aj)m~1 ψ^∙∙∙Подставив (3.3.7) в (1.3.7), найдем:
4(⅛+-∙ ⅛÷--

(3.3.7)
-≤-+ ,
(z-q,)’ ^∙∙∙,•••■ (-1>"-1-(ζ⅜F÷∙∙∙)=0∙ <4'3∙7'Так как F— полином, то —!— входит в (4.3.7) со степенями λ1∕n + μ1, 

Z — djλ2∕w + μ2, ..., λpm + μp, где λy∙, μz-целые числа, причем λy-неотрицательные. Для тождественного удовлетворения (4.3.7) необходимо равенство двух чле­нов в указанной последовательности показателей степеней. Решая все воз­можные уравнения, содержащие т\

λjm + μz∙ = λim + μ,мы найдем, что наивысшая возможная кратность всякого мероморфного реше­ния уравнения (1.3.7) конечно и не превосходит некоторого постоянного числа, что мы и утверждали.Сравним коэффициенты у одинаковых степеней ∙ z — aj в выражении (1.3.7). Для определения чисел' Ajk нетрудно найти систему алгебрайческих уравне­ний, каждое из которых алгебраически зависит от Ajk и aj.Если при том первое из них содержит из искомый коэффициентов только 
Ajm, второе только Ajm и А]т„ 1 и т. д., то из этой системы можно последо­вательно определить все коэффициенты Ajk. Из первого уравнения системы тогда найдем конечное число решений в окрестности бесконечно удаленной 



166 Ш. И. Стрелицточки вида Ajm = oLmajm (1 +0(1)). Подставив каждое из этих решений во второе, мы опять найдем конечное число решений такого же вида для Ajm-1. Продолжая этот процесс, мы после конечного числа шагов найдем все ре­шения системы, каждое из которых будет видаΛ* = α*α√*(1 ÷0(θ) .где рк - рациональные числа.В сделанных выше предположениях любое мероморфное решение конеч­ного порядка с дефектным значением в бесконечности уравнения (1.3.7) пред­ставимо в виде (3.1.7). Поэтому для определения порядка такого решения могут быть применены соотношения (6.5.6) (Вимана - Валирона).Замечание. О дефектах, по-видимому, имеет смысл говорить только в случае мероморфных функций конечного порядка (см., например, приложение А. А. Гольдберга в [3], стр. 264), так что ограничение конечности роста ес­тественно.4.7. Выясним теперь вопрос о том, какие значения a≠ ∞ могуть быть дефектными для мероморфных решений обыкновенных алгебраических диффе­ренциальных уравнений.Нам удобно рассматривать уравнения в виде (2.3.7). Пусть w=w(z) есть решение уравнения F*(z, h∙, w', .... ww) = 0, (1.4.7)где F— полином относительно всех своих переменных, для которого бесконеч­ность есть дефектное значение. По определению дефекта, равного 8,/и (г, oo)>δ'T(r)∙, δ'<δ (2.4.7)при r>r0. Далее (см. п. 2.7),lnΛf(r, w)≥m(r, oo)>δ'T(r), (3.4.7)где М (г, h) = max | h (z) |.
∣z∣=rЕсли /(z) —мероморфная функция конечного порядка р и {α√}, {bj}- последовательности полюсов и нулей функции ∕(z) соответственно, то^-=P(z)+ į {⅛-Λ⅛)}-∑ {√⅛--⅛<z>} ∙ <4∙4∙7>

где nj, my-кратности соответствующих полюсов и нулей, p(z), pj(z) и <7y(z) - полиномы степени не выше [р] и
Нт

j→∞
In лу 

ln∣α√]
≤ Нтr→αo In п (г, оо)

In г
(5'.4.7)(5".4.7)тг— In m∣ т— In n (f, 0) 'Нт . . i ≤ lιm —1 — ≤ р.

7→0θ ln∣⅛∣ r→00 lnrТаким образом к функции применима лемма 1.2.7, по которойĮ 1 < Clι^∙; р'>р; C1 = C1 (p,) = Const (6.4.7)вне некоторого множества колец E1: r'i ≤ ∣ z ∣ ≤ r?; i = 1’, 2, ... с (r' — n∙) < ∞ (в лемме 1.2.7 полагаем л=1; μ = 2p'). Аналогично • 
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если z не принадлежит некоторому множеству колец Ем- rp'≤∖z∖≤r'p∖ √+l7=1, 2, .. . «'7)-r∕<,) < ∞. Тогда при z‰ = U⅛

(7.4.7)Iгде C,∙ = C1C2 ... Су-постоянные.Пусть сейчас а ≠ ∞ - дефектное значение решения w(z) уравнения (1.4.7). Произведем в (1.4.7) замену ^_а =и или ¼∙ = -^- + σ. Тогда √= —-^-5-j w" = = - -^ + 2 и вообще w{j) выражается как сумма произведений видаΣ∣^-Λ f>∑Λ∙
i i ι zчто легко доказывается методом полной математической индукции.Так как а ≠ ∞ есть дефектное значение функции w (z), то бесконечность будет дефектным значением для функции и (z). Из (3.4.7) видно, что функ­ция М (г, и) растет быстрее любой степени максимума ζ функции ∣ и (z) |: | и (ζ) | = М (г, и) бом постоянном q

от г. Поэтому вне Еп в точке в согласии с (7.4.7) при лю-
■0.Итак, если а ≠ ∞ есть дефектное значение мероморфного решения w(z) урав­нения (1.4.7), то в точках максимума ζ, в которых_______j___________ 1∏a* ∣h√z)-a∖ ~ ∣w(ζ)-α∣ вне множества Е„ справедливо соотношениеlim F(ζ, α, ιv, ιv', . . ., ι√h0) = lim F(ζ, а, 0, 0, ..., 0) = 0.r→αo r→ooМы пришли к следующему предложению:для того, чтобы значение a≠ ∞ являлось дефектным значением для ме­роморфного решения уравнения (1.4.7), необходимо выполнение тождестваF (z, а, 0, 0, ..., 0) = 0. (8.7.4)Если (8.7.4) не есть тождество по а, то это означает, что только конечное число значений могут быть дефектными для мероморфных решений рассматри­ваемых уравнений.Приведем для примера.1. Как известно, уравнение Пенлеве [4]1√' = 6w2 + z (9.4.7)имеет только мероморфные решения, которые все — конечного порядка (см. [1]). В окрестности полюса z = a решение уравнения (9.4.7) имеет следующее раз­ложение H,=-^*--⅛<z-σ>2+∙∙∙∙ <10∙4∙7>Допустим, что бесконечность является дефектным значением для обсуждае­мого решения уравнения (9.4.7). Из (10.4.7) вытекает, что все условия лем­мы 1 Л. 1 л удовлетворены, и имеет место представление (3.1.7), в котором A (z)-целая трансцендентная функция. В п. 3.7 мы показали, что в этих
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условиях применимы соотношения Вимана — Валирона в точках максимума функции ∣A(z)∣. По соотношениям (7.5.6) из уравнения (9.4.7) мы получаем:
и в пределе при r→∙oc 6ζ2-^0, что противоречиво. Следовательно, бесконеч­ность не может быть дефектным значением для решения уравнения (9.4.7).Предположим теперь, что a≠ ∞ есть дефектное значение решения w(z) уравнения (9.4.7). Тогда, как было выше показано, должно быть выполнено тождество (8.4.7), которое в нашем случае принимает вид 6o2 + z = 0, что опять таки противоречиво.Резюмируем: уравнение (9.4.7) не имеет мероморфных решений с дефект­ными значениями.2. Пусть функции pj(z)eqj^≠Const, j=l, 2, ..., п. где все функции 
pj(z) и qj (z) - полиномы, образуют линейно независимую систему. Положим

q.{z) = a^zmΛ-a^zm~1+ ... + αJI>, (11.4.7)где допускается αθ> = 0, но ^∣α^>∣>0. Нетрудно подсчитать среднее значе­ние m (r, w) функции 7=1
п

w(z} = ∑pj(z)el .̂ (12.4.7)7=1В самом деле, пусть aW = A%>eia'. Образуем функциюφ(θ)= max { ∣⅛υ[∞s(mφ + α1), ∣⅛2>∣cos(mφ + a2), ...,I U U ..., I а<л) I cos (mφ + o⅛)Тогда, как нетрудно видеть,
Обозначим еще о

(13.4.7)

Мы сейчас покажем, что кроме бесконечности и нуля функция w(z) дру­гих дефектных значений иметь не может (см. [3]). При этом, если:а) m (г, h,) = (1 +o(l)jm(r, w), то нуль не является дефектным значением функции к (z), если жеб) m (rt w)<m(r, w), r>r0, то нуль является дефектным значением функ­ции w(z).Замечание. В функции iv (z) вместе вычитаемого qj(z) можно взять любую другую функцию qk (z).Условия а и б легко проверяемы.Доказательство. Нетрудно видеть (см., например, [13]), что функ­ция w(z) удовлетворяет дифференциальному уравнению 
Po (z) wm+P1 (z) ιvc"~n + ... + Pn (z) w = 0, (14.4.7)
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где все Pj(z) — полиномы. Если a≠ ∞ было бы дефектным значением функ­ции w(z), то по (8.4.7) было бы . Pn(z)α≡0. (15.4.7)Последнее возможно лишь когда α = 0. Кроме нуля и бесконечности других дефектных значений функция w(z) иметь не может.Допустим сейчас, что qn(z)≡0. Нетрудно построить линейное неоднород­ное дифференциальное уравнение0oω^~n+β1ω^^2,+ ∙ ∙ ∙ + Qn-ι∏w≈Qn(z)f (16.4.7)которому удовлетворяет функция w(z), причем все 0y (z)-полиномы, а gn(z)≠0. Допустив, что нуль есть дефектное значение функции, w(z) (при qn (z) ≡ θ), по-прежнему получим Qn ≡ 0, что невозможно. Перепишем теперь функцию w(z) следующим образом:
w(z) = e4ιf^ w(z).Как мы только что показали, нуль не является дефектным значением функ­ции w(z). Поэтому, так как w (z) — целая функция; то m (г, w) = T(r, w) и
V“ N(r, 0) 1
r→oc m (г, W)Если имеет место случай а, то Г(г, w) = (l ÷O(l)j∕n(r, и») и lim ¾- = 1, что мы и утверждали в этом случае. Если же m (г, w)<m(r, и>), то на осно­вании выражения (13.4.7) для m (r, w)

у— N(r, 0) ^у— АГ (г, 0) у— m (г, w) .
r→00 m (r, w) r→00 m (r, w) r→,00 m (r, w)Наше предложение доказано.Проиллюстрируем доказанное на случае функции

f(z)=∑pj(z)el∕, λ1>λ2> ... >λ,.
• У= 1Если λ1∙λn>O, то нуль является дефектным значением функции f (z); в про­тивном случае λ1∙λ,,≤0-Heτ.5.7. В заключение настоящего параграфа мы сделаем несколько замечаний об определении порядка целых трансцендентных решений с помощью соотно­шений (2.1.5) и (3.4.4).Предварительно докажем следующее предельное равенство: при любых постоянных р и q = (1.5.7)r→oc Λf (г, ∕) v 'где f{z)- целая трансцендентная функция и, по-прежнему,

М (г, f) = M (г) = max ∖f(z) |; К (г, /) = К (г) = -⅛j⅛- ,
∣z∣=-rпричем, переходя к пределу, следует, быть может, исключать множество ин­тервалов ограниченной логарифмической меры. По (5.2.2)X(re-τ)τ≤lnΛ∕(r). (2.5.7)



170 Ш. И. СтрелицПри τ = ln-α+α,AS(r), где а > 0 - произвольно малое число, применяя лемму 2.2.1 к функции In#(г), найдем вне некоторого множества Е конечной лога­рифмической меры, что K(r)> qK(re ^), где q>∖ и E=E(a,, q). Тогда вне Е из (2.5.7) получим
gln1+≡X(r) <lnAf(r)и подавно ]∕∕Γ(r)<lnМ(г); г$Е. Поэтому при произвольном ß :0<ß< 1 0<>^(r).<-.Zg

λ*(') Λfβ(r)что и требовалось доказать.Пусть »v(z)-целое трансцендентное решение уравнения
F(z, »v, Z)lnw, Z)2lnw, ..., Z)"lnw) = 0,

KP (г) ∩—∙ft√.___— →(J, r→ ∞Mσ^pj]∕λ'(r) гфЕ,

(3.5.7)где F—полином относительно всех своих переменных. В точке максимума ζ модуля решения h>(z) имеем:F(ζ, и>, Kf D2lnw, ..., Dn In и) = 0. (4.5.7)Разложив левую часть последнего уравнения по степеням w и разделив за­тем все уравнение на и> в наивысшей степени, в соответствии с (1.5.7), помня, что рассматриваемое уравнение (Г.5.7) алгебраическое, найдем вне не­которого множества интервалов Е* конечной логарифмической меры, исклю­чаемого при доказательстве равенства (1.5.7) и теоремы 5.4:P0(ζ, К, Z)2lnw, ..., Dnlnw) = o(l), (5.5.7)где Ро — полином — коэффициент у w в наивысшей степени в указанном выше разложении полинома F. Для упрощения выражения в левой части равенства (5.5.7) укажем на следующее правило:K>-p⅛--ιlnw(ζ) = (l+o(l)]Λr', (6.5.7)(это соотношение основано на неравенство (3.4.4) в теореме 5.4).Предположим. выражение Ро уже преобразованным по этому правилу и выделим в нем все те члены, которые содержат только переменные ζ и К (если, конечно это возможно, что мы предполагаем). В итоге этЪй операции получим: P(ζ, A') = β(ζ, К, Z)2lnw, .... Z)"ln w) + o(l), (7.5.7)где справа и слева в последнем неравенстве стоят полиномы по всем пере­менным, считая множители вида 1+0(1) коэффициентами. Правую часть ра­венства (7.5.7) можно оценить сверху. Для этого заметим, что Q есть поли­ном, и его модуль не превосходит суммы модулей его членов. С помощью неравенства* (3.4.4) мы приходим к оценке вида:
р∣∕>(ζ, K)∖<∑rmJK>+t (8.5.7)у=1(β>0-произвольно малое постоянное). Если из последнего неравенства можно делать заключение о поведении функции К (г) при больших г, то из равенства 

ГlnΛf(r)-lnΛ∕(r0)= f______________
* Все дальнейшие неравенства верны вне множества Е. Мы этого особо оговаривать 

не будем. 
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можно уже сравнительно легко делать выводы о росте функции In Л/(г), т. е. о росте решения (см. например, [2], [15]).Разложим сейчас на множители в окрестности бесконечно удаленной точ­ки ζ=∞ полином P(ζ, К). Неравенство (6.5.7) преобразуется в неравенство ЛЮ ∏ Į κ-a1 ζ⅛(l + о (1)) I < £ '∙"'*,+s • (9.5.7)
;= i у-1Пусть w = max(zw1, m2, ..., mp). Из (9.5.7) тогда вытекает неравенство∩ ∣^-αyζ⅛(l+O(l))∣<^r"-°JC',+i≡ι Λ = Const, (10.5.7) 7=1если A0(z) степени σ по z.Предположим, что
а = lim lπ *<r>- < Пт -ln jr(f)- = b (11.5.7)

—, ln<∙ r→≈ lnr(возможно и b — ∞). В работе [15] нами были доказаны следующие две леммы(напомним, что К (г) возрастающая в бесконечность функция).Лемма 1.5.7. Пусть имеет место соотношение (11.5.7). Какое бы не былочисло с, удовлетворяющее неравенству a<c<b, найдется такая последова­тельность точек { p7∙}; ρy∙↑oo,' что
Um hl,*to 

r→∞ ln р;
= с. (12.5.7)Лемма 2.5.7. Пусть имеет место соотношение (11.5.7). Пусть, далее, 

вне некоторого множества точек Е оси г, функция на оставшемся
множестве (r0, ∞}-E в интервале (α, β) не имеет предельных значений при 
r→∞. Тогда логарифмическая мера исключенного множества Е бесконечно.Легко подсчитать, что если p<q∖ m≤σ или p = q. m<σ, то неравенство (10.5.7) сводится к неравенству∏ I K-ai.ζ⅛(l +о (1)) j = Q(l).

Нахождение порядка решения (и типа) проводится по известным образцам (см., например, [2] и, [15]).Пусть теперь в неравенстве (10.5.7) p<q, m>σ. Найдем а из уравнения m-σ , - _ α(p+β)
7+Г+“:-----~q— ■о * Лт. е.—~~ л = 'p"'~+β • Обозначим г 4 К=Н. Неравенство (8.5.7) преобразу­ется теперь в ∏ j H-a1 ζv'(l + o (1)) Į < ,

у= iгде λ. + -~t^β a = v.∙. Заметим, чтоj q j∖H-ajφ (1 + о (1)) |>|я-|ау |Л (1 + о (1)) |.
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Поэтому будем иметь f]ltf-∣αi∣A (1 +о (1)) Į < AH“i. (13.5.7)√=∣Отметим, что в нашем случае lim Н(г) не обязательно равно бесконечности. 7.6. а) v1 ≤ v2 ≤ ... ≤ v9 ≤ 0.Необходимо li'm Н (г) = Ь, так как в противном случае из H(rj)=Nj↑∞ 
r→xвытекает № <А'№^, что при больших j противоречиво. Итак, lim Н(г) = 

= b<∞. Переходя к пределу в (13.5.7) при r→∞, найдем & < Ab? — нера­венство, которое всегда можно удовлетворить. А тогда
К (r) < Bγ,~p' b .Отсюда вытекает:если λ1 ≤ λ8 ≤ ... ≤ λ9 ≤ , то порядок любого трансцендентного цело­го решения не превосходит числа —~σ ;

ч-рб) v1≤v2≤ ... ≤vli≤0<vμ-1≤ ... ≤V,∙Предположение limH(r)<∞ приводит к случаю, рассмотренному в а. До- r→∞____пустим поэтому, что lim77(∕∙)=∞. Пусть, далее,
r→xα = lim

r→x

In Я (г)
In г

< lim In Я (г) 
In г

= Ь.По определению Я (г)
1пЯ(Н _ ln*(r) l m-σ 

In r ln г р— ^÷βи, так как —-,σn—постоянное, по лемме 1.5.7 найдется такая последова- « p-<z+pтельность {r7}, r,∙↑∞, что Я(г,-) = г?+0(,)*, где a<c<b. Имеем:∏ I ^+0<ι>_ I а, I г; (1 + о (1)) I < jrJ⅛+∣i>+0<''. (1.7.6)
Если c>vq, то при достаточно больших у, как нетрудно убедиться

ręq < y4,z<(p-r3)+0(,)
« J i

где Л7 >0 —некоторая постоянная. Последнее неравенство противоречиво в силу q>p.Пусть vii+j∙ < С < Vμ+f+1. (2.7.6)В силу (1.7.6)
^c(μ+∣)-t-vμ + l∙ + 1+ . .. +vg < ^rc(p÷β)-0(l) ,

У Учто противоречиво, так как по (2.7.6) должно быть cq<c(y- + i)-‰÷i-ι + 
+ ...+vq<c(p+β). ___Таким образом, в предположении lim H(r)= оо, остается одна возмож­ность, что lim равен одному из чисел vμ41............. vr

y→αc ,n rJ

♦ Так как Е—множество ограниченой логарифмической меры (см. сноску на стр. 1 <0).
‘о, как это следует из леммы 2.5.7 можно считать rj⅛E.
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В таком случае, как это явствует из леммы 2.7.5, существует пределlim

r→∞

In Я (г) In г = Р>равный одному из чисел vμ+1, vμ+2> ∙∙, V В самом деле, предельное мно-’ In Я (г)жество функции —⅞τ~'~ ПРИ r→ 00 совпаДает c конечным множеством vμ+1, ..., vff, а это возможно, если исключить из полуоси г>0 множество точек с бесконечной логарифмической мерой. Наши же все неравенства имеют место на всей полуоси вне некоторого множества точек ограниченной логарифми­ческой меры, вне которого справедлива теорема 5.4. Эти соображения и до­казывают наше утверждение.Резюмируем: Если в неравенстве (10.5.7) q>p и ∕n>σ, причем λ1≤λ2≤...≤λμ≤^<λμ+1≤...≤λ9,то любое целое трансцендентное решение уравнения (3.5.7) будет порядка, либо равного одному из чисел λμ+1, λμ+2, ..., λ9, либо не превосходящего m —σчисла -------- .
я-рЕсли p = q, m>σ, то возможны решения бесконечного порядка, в чем можно, например, убедиться на примере неравенства ∣tf-rλ∣<rσA∖ σ>0.Замечание. Подобные заключения можно делать и в случае функций классов, рассмотренных в § 1 и § 6.
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ANALIZINIŲ FUNKCIJŲ ELGIMASIS ESANT DIDELĖMS 

JOS MODULIO REIKŠMĖMS

Š. STRELICAS 
(Reziumė)Šiame darbe Vimano—Valirono metodas sveikųjų transcendentinių funkcijų teorijoje ([2], [3]) yra dėstomas nauju pagrindu. Daugelį šios teorijos rezultatų, kurie buvo gauti įvairiais būdais ([7], [8], [11]), mes [rodome pasiremiant viena ir ta pačia idėja. Mūsų siūlomas me­todas pasireiškia tuo, kad jis sėkmingai gali būti taikomas ir kai kurioms nesveikų funkcijų klasėms (pvz., analizinių funkcijų kampe). Štai du būdingi gautų mūsų darbe rezultatų pa­vyzdžiai.1. Tegu funkcija f (z) yra analizinė kampe φ0<argz<φ1. Prileiskime toliau, kad max∣∕(z) 1 ant kiekvieno apskritimo ∣z∣=r lanko /(r):|z|=r, φ0<argz<φ1 yra gaunamas taške*. φ0+δ≤argζ≤φ1-8, kur δ>0 yra laisvai pasirinktas pakankamai mažas skaičius. Pažymėkime:

max ∣∕(z) |=M(r); /(r)Tuomet:a) jeigu
X(r)= bmÄ- >+o Jn M {r+h) — ln M (r)ln(.÷A)

tai lim K(r)=∞, 
r→∞

lim
Γ→αc

ζ√ω(ζ) ∕(ζ) ' Ю(г) 1; √=1, 2, 3,
Pereinant prie ribos tenka praleisti pusašės r>0 intervalų aibę, kurios logaritminis matas yra aprėžtas;b) jeigu lim K(r)=o< oo,

r→∞tai ζ√Φ (ζ)lim —7χζ)— = p(p-l)∙∙∙(p-√+D, √=1,2, 3,...(baigtinė arba begalinė riba limΛC(r) visuomet egzistuoja).
v r→∞2. Būtina sąlyga tam, kad diferencialinės lygties

F (z, w, »v'. .. ., >v<,,))=0,kur F yra polinomas visų savo kintamųjų atžvilgiu, baigtinės eilės meromorfinis sprendinys turėtų defektinę reikšmę a≠ ∞, yra lai, kad skaičius a būtų lygties
F (z, a, 0, ..., 0)=0šaknis, kokia bebūtų reikšmė z.Darbe yra gauta ir kitų įvairaus pobūdžio rezultatų. Kitame straipsnyje mes pritaikome išdėstytą šiame darbe metodą daugelio kihtamųjų funkcijoms.
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DAS VERHALTEN EINER ANALYTHISCHEH FUNKTION 
BEI GROSSERES WERTE IHM ABSOLUTEN BETRAGESS. STRELIZ

(Zusamenfassung)In der vorliegenden Arbeit bauen wir das Viman — Valiron*sche Verfahren in der Theorie der ganzen transzendenten Funktionen ([2], [3]) von einem neuen Standpunkt aus. Viele Er­gebnisse dieser Theorie ([7], [8], [11]), die vorher auf verschiedenen Wegen herausgefunden wurden, beweisen wir vollständig einheitlich. Unsere Methode ist noch damit ausgezeichnet, dass sie erfolgreich auf Klassen nicht ganzer Funktionen anwendbar ist (zum Beispiel analy- thische Funktionen in einem Winkelraume). Hier legen wir zwei charakteristische für unsere Arbeit Ergebnisse dar.1. Es sei f(z) eine analythische im Winkelraume φ0<argz<φ1 Funktion. Es seien weiter die Punkte ζ, wo die Funktion ∣∕(z)∣ auf dem Bogen ∕(r)Jz∣=r, φ0<argz<φ1 ihr Maxi­malbetrag erhielt, der Beschafenheit, dass φ0+δ≤argζ≤φ1-δj hier ist δ>0 eine beliebige genügend kleine Zahl. Wir bezeichnen:max l∕(z)∣=Λf (r); /(r)Es bestehen die folgenden Ergebnisse, a. Wenn HmA'(r)=αo, dann ist
λ,(r)= iim

λ→+o

In M(r÷Λ)-Inln(1+A)
lim
r→oo

ζ√ω(ζ) /(0 i
‘ ^(r) _1’ /=1, 2, 3, ..‘wo der Grenzenübergang auf der Halbaxe r>0, möglicher Weise, ausserhalb einer Intervalen- menge begrenzten logarytbmischen Masses, durchzuführen ist.b. Wenn lim K(r)=p< oo, dann ist

r→oo ζ>∕CD(ζ)lim -^^-=p(p-l)...(p-7∙+l), ;=], 2, 3, ...
(eine endliche oder unendliche Grenze lim K(r) gibt es immer) .

r→oo2. Damit eine meromorphe Lösung endlicher Ordnung der Differentialgleichung
F(z, w, w', ... , w<"))=0,wo Feine Polynome auf Bezug aller seiner Veränderlichen ist, einen defekten Wert a≠∞ haben soll, ist es notwendig, dass a die GleichungF(z, a, 0, ..., 0)=0für jedes z erfülle.In der vorliegenden Arbeit ist eine ganze Reihe von Ergebnissen verschiedener anderer Natur erhalten. In einer anderen Arbeit wird unsere Methode auf Funktionen mehrerer Ver­änderlichen angewendet.




