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ТЕОРИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ ПРОСТРАНСТВА 
ОБОБЩЕННОЙ ЕВКЛИДОВОЙ СВЯЗНОСТИ

В. БЛИЗНИКАС

Пространством обобщенной евклидовой связности называется обобщенное 
риманово пространство с аффинной связностью, относительно которой метри- 

f ческий тензор пространства ковариантно постоянный [3]. Общая теория таких 
пространств, теория кривых, теория гиперповерхностей и теория кривых на 
гиперповерхности построена в работах [2], [3], [4].

В этой статье строится теория ти-мерных поверхностей и теория кривых 
r на m-мерных поверхностях пространства обобщенной евклидовой связности, 

причем основным аппаратом исследования является метод Г. Ф. Лаптева 
и А. Μ. Васильева.

§ 1. Структурные уравнения пространства 
обобщенной евклидовой связности

Если с текущей точкой А (и) аналитического многообразия п измерений 
свяжем обобщенное евклидовое пространство Hn(u) с подвижным репе­

ром {А (и), e1 (и), ..., en(u)}, то получим многообразие локальных про­
странств {Hπ(u)}. Пусть в многообразие пространств {Hπ(w)} введена обоб­
щенно евклидовая связность, определенная отображением

А (u + du) → А (и, du) = ωiei (w) + ..., (1)
е. (и + du) → e. (и, du) = е{ (и) + ω* ek(u)+ ...

(/, у, к= 1, 2, ..., л; α, β, γ= 1, 2, . .., /и; а, β, γ = m+ 1, . .., п), 

сохраняющим скалярное произведение любой пары векторов пространства 
Н„ (и), т. е. пфаффовые формы, ωj и компоненты метрического тензора hlj 
связаны соотношениями

v⅛ ≡ dhil - hkj ω* - hlk = 0. (2)
Многообразие ЯКя, на котором определена обобщенно евклидовая связность, 
называется пространством обобщенной евклидовой связности Пфаффовые 
формы ωf и ωj называются формами аффинной связности этого пространства 
и имеют следующую структуру: *

(3)

причем

Dω, = [ω*, ωjj + Ripq [α√,, ω9], 
Z>ω' = [ω*, ωjt] + ¾9[ω*, ω*],

(4)
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При преобразовании репера {Л(и), ei(u)}".

er=⅛el (5)формы связности и тензор кручения-кривизны (2tfft, R‘kl) преобразуются сле­дующим образом: ωr = Al' ω', ωi' = Aik dAj, + Aij' Aj, ωj, ⅛=Λμχ⅞,
(6)(7)(8)(9)причем (Ю)

§ 2. Теория поверхностей

1. Основные уравнения. Если в ⅛, ти-мерная поверхность уравнениями заданаu'=∕'(z>α),где v* — независимые параметры, т. е. предполагается, что матрица имеет ранг т, и пфаффовые формы 0“ образуют базис картановского !R[<fo1, сать в виде:
∣∣jq∣ II ∂vλ ii кольца 

dvm], то дифференциальные уравнения поверхности можно запи-ω, = ΛjtΘa.Формы 0® имеют следующую структуру:DΘ≡ = [0β, 0“],D0» = [0J, 0JJ + [0Jγ, 0γ], p¾ = [0∣γ, Θε≡] + [0≡γ, 0≡]-[0gε, Θγ] + [Θβγe, Θ≡].
СП)
(12)

где
Если введем обозначенияVTl"'p =dτ""'pV <xl...aρ 0⅛...a9

0? 1 = 0. [aι∙..apl
-Yτ1 ∙⅛ 00 + Yτ1 ∙j-ipJt,

La a1...3...aρ ≈fτ∆l o⅛∙..ag j r=l Г=1то продолжение системы (11) дает:vλ4=⅞jθ∣j,V∣4e + Λ^Θ⅛ = ΛχθΛVλUt + Aį, θ°f + A', Θθγ + Λiτ Θ⅛ - Д' Θχ = Л;ето 0’,
(13)(14)(15)где

и λ⅛j Л« ’λ⅛=-∙‰λSλSλ⅞ (16)(17)(18)диффе-.. ap[βγ] - Rkpq ... ap Aß *Система величин Λ'a, Λjtβ , A^βγ иУ образует фундаментальный ренциально-геометрический об’ект третьего порядка поверхности Так как формы 0® линейно независимы, то матрицы ∣∣-^r∣∣ и l∣ΛIJ∣ имеют равные ранги и векторы
«Г..

(19)
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тоже линейно независимы. Эти векторы в каждой точке поверхности ⅛m опре­деляют касательную плоскость Hm(v), лежащую в Hn(v). Метрический тензор этой плоскости имеет вид‰ = ⅛Λ'Λ⅛ (20)и его компоненты удовлетворяют системе
V‰ = ¾,yΘy,где ^αβ, γ = ^1iJ -A⅛γ ÷ ⅛ Л‘а Λjjγ .2. Формулы преобразования форм 0“, 0“ и 0≡γ. В каждой точке А по­верхности ‰ мы имеем два репера {A, et} и {A, Λa}. Таким образом име­ем три преобразования:а) преобразование (5);б) преобразование (21)в) преобразование (5) и (21).В силу инвариантности дифференциальных уравнений поверхности ξ)m мыполучаем, что

θa' = 0а (22)где 3f∙⅞ = ¾. ^'∙βa- = δa∙ (23)Дифференцируя внешним образом (22) и пользуясь инвариантностью струк­турных уравнений (12), т. е. считая, что */>©«■ = [©а-, ©«:],мы получим
[dBį-Bį&»+B?eį., 0«]=о. Применяя лемму Картана мы получаем^∙-2¾∙ΘS+2(β'Θ∙I = ¾Θ∣>,

(24)
(25)где , ¾1 = 0∙ Итак, формы 0“ при невырожденных преобразованиях репера {A, Λa}, это следует из формул (25) и соотношений 

d&B* +BJ'JBJ = O, преобразуются по закону= Θ≈+¾Bg,ΘS.
как
(26)
(27)Так как

то, в силу линейной независимости форм Θa, соотношения (26) дают ⅞⅛ + ⅛¾Aγ, = 0∙Дифференцируя внешним образом систему (25) и считая, что 
D% = [%, Θ^] + [Θ^τ,, Θ∏,

(28)

(29)
мы получим

[rf¾-¾ <¾-∙W+¾ +W~1%⅛ θSy ∙ θsl = 0Θjγ=¾rΘτ,или
(30)где

∙‰ri θ,
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Отсюда и из формул (27) получается закон|преобразования для форм Θj : 
Θ∙Iγ,=5g,Вг (dB*+B'rB?dBy+B?Bg.Br 0∙γ-^.^¾0J- 

-B^B'Θt+BprβfB>B⅛ Θj+^.⅛ (B∙¾¾-¾γ) ©г. (31)

Если считать, что
JÄ“ —Я® Θγ,-5α Θγ,+Bp Θa + Ba Θγ, — By Θa = Ba Ay, a'β' a'γ,uβ' ^√β'4x'^ a'0'½t'β' a' j3β' uβγ 2,a'βYU ’ ,

то, дифференцируя соотношения (29), получаем
⅞r¾+¾¾^+¾¾γ- +¾' ⅛r∙'βr' ⅛ + ¾'¾-¾ = 0∙ (32>

3. Формулы преобразования компонент об’екта (Λjt, Ajtβ, Λ^βγ). Диффе­
ренциальные, уравнения поверхности S)m в новых реперах имеют вид:

ωf = Λ^Θa'.

Отсюда, в силу (6) и (И), получаем закон преобразования величин Aį:
A'-<2ę,Aį, ’ (33)

т. е. об’ект Aį является смешанным тензором, который назовем связующим 
об’ектом поверхности ⅛n. Так как величины Λjt', являются решением сис­
темы

VΛ^ = Λ⅛09',

то дифференцируя (33), в силу (7), (13), (22), (27) и линейной независимости 
форм Θa, получаем #

λ⅛b*'=λ''¾,^λi+ А<;В* Λ⅛. ,(34)

Отсюда и следует, что закон преобразования компонент Λjtβ имеет вид:
A⅛ = 41⅛2⅞A'β + Λ*'¾β,Λjt . (35)

Дифференцирование этих равенств, в силу (7), (13), (14), (22), (27), (29), (31), 
(32), линейной независимости 0® и дифференциальных уравнений

vA⅛ + Λ^0⅛ = Λ^v0Λ

Λ⅛γ,^ = <¾γ.in'⅛Λi9 + <¾Sg.γ,B^Λ'β + 

+ А>;В'В* Λ⅛γ + Aį+<2⅞r Λir,
т. е. закон преобразования компонент Λjtβγ имеет вид

+4‰Λi∙ ' (36)
Если пространство ⅛, является обобщенно евклидовым пространством 

Нп, реперы {A, el} и {At Λa} голономные, т. е.

x ωi=duit Qa = dvat
то

„ . ∂Pvv
ва = ———s—,a*∙∙∙aP ∂vaι...∂vap

,,"∙β', ΛΛ≈...Λ,⅛

Л'_____
«••• ∙⅛ <⅛"*...⅛a',
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и формулы (33), (35) и (36) являются законами преобразования частных про­изводных
∂ui ∂iui ∂3ui
∂vλ ’ ∂va ∂v^ ∂vtt diß ∂υ'f

4. Левый сопровождающий репер поверхности ⅛n. Каждой точке поверх­ности ξ)m соответствует прямоугольная матрицаb=l∣λβ∕ll, λβi=⅛Λ4,которая в локальном пространстве Н„ (v) порождает линейный оператор L (v). Совокупность векторов N=Niei пространства Hn(v)t которые оператор L (v) отображает в нуль:
LιN→0,образует п—ти-мерное пространство %tn-m(v). Это пространство назовем ле­вым нормальным пространством поверхности ⅛m. Линейно независимые ре­шения Nta системы λαl∙Λ' = 0, gijNiNJ=∖образуют линейно независимую систему единичных векторовΛ⅛=*∏ (37)пространства %ln-m(v). Так как$НЛ_Ш(«)+ЯЛ,М = ЯЛМ, 91л-т(»)пЯш(г>) = А, то 5∏n-m(w) определяет оснащение поверхности ⅛π. Компоненты метриче­ского тензора пространства ¾.w(v) в репере {A, Nst} имеют вид

⅝=⅛λ¾λ⅛ <38>и при невырожденном преобразовании репера {Λ, Λrs}ι∖,=BINa (39)преобразуются по закону*
Так как величины N⅛ являются решениями системыVΛ' = MβΘ<j, (40)то ¾=¾,γΘ∖ (41)где
В каждой точке А поверхности ⅞m имеем п линейно независимых векто­ров Λa и Nf, которые будем называть левым сопровождающим репером 

{A, Λa, Λ⅞} поверхности ⅛m. Пространства Hm(v) и 3lπ-m(w) являются ин­вариантными относительно линейных операторов, определяемых прямым про­изведением матриц преобразования (21) и (39). Связность в многообразии касательных плоскостей {Hm(v)} поверхности ⅛n, установленную при по­мощи проектирования вдоль пространства 91л_от(г>), будем называть левой индуцированной связностью поверхности ⅛π.
♦ Предполагается, что

⅛4,=⅛, ⅛4=st
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5. Левые деривационные формулы Гаусса—Вейнгартена. Для поверхности 
⅛m можно составить уравнения, аналогичные левым деривационным уравне- 

4щям гиперповерхности пространства ξ>n. Векторы Λjtβef и N*^ei допускают 
представления в »виде линейной комбинации векторов Λα и Na: 

Λ'.0*i = ⅞Aγ + 3A. (42)
(43)

(44)
(45)%=-tfeγ¾¾- (46)

Ntt = H&h Ni Nj (47)SV = ¼∕J)> au≈f,wl, (48)
(49)

h~‰=⅞. ^°¾1=⅞. (50)

(51)

(52)

где

Величины

удовлетворяют системе дифференциальных уравнений

v⅛→^u^∙,aλwθ,γ- (53)
т. е. образуют систему тензоров (смешанный тензор пространства Hm (v) × 
× %ln-m (z>)j * которую назовем основной системой левых ковекторов поверх­

ности ⅛m. Уравнения (42) и (43) назовем левыми деривационными форму­
лами Гаусса—Вейнгартена поверхности Так как Яар, hij и тензоры,
соответственно, относительно преобразований реперов пространств Hm(v), 
Hn(v) и ¾-m(w), то, в силу (32), (33) и (35), мы получаем* 

> (54)
Z⅛=¾4B∏Jβ, (55)

‰-W⅛∙ (56>
1VW¾+W∙ <57>

т. e. ZΛβ — об’ект аффинной связности, Zjβ и ZJβ смешанные тензоры, относи­
тельно преобразований пространства Hm(v)× *Rn-m(v). Величины образуют 
об’ект аффинной связности многообразия { 3ir,-m(v)}. Если репер левого нор­
мального пространства -m(v) не меняется, то величины Z*β, Zjβ, ZVJβ обра­
зуют системы тензоров, относительно преобразований пространства Hm (v). 
Об’ект Z,jβ будем называть об’ектом левой индуцированной связности поверх­
ности, Zjβ-основной системой левых асимптотических тензоров и 7Vjβ-основ­
ной системой левых нормальных тензоров (ковариантных векторов) по­
верхности ⅛m. Дифференциальные уравнения величин ZΛβ и Z?ß имеют вид

V⅞+¾-⅞,βθβ. V⅞ = ⅛,'oθσ∙ ” (58)

, ♦ При выводе соотношений (57) воспользовались равенствами 0β∣,=B∣,γ Θγ.
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где ⅛,. = + Я- Aι7Λ-peΛ'+ A0Λ⅛Λ>e,
⅛τ= <59>я«6= - Я“ Я- Я„ i 7⅛ = - Hii H⅛ Н„у.Тензор кручения Aį и тензор кривизны Λβjγ об’екта левой индуцирован­ной связности Z√s:. Лт = я»т й R< Л% A« Л' ,

αβ tj pq а β σ ∕β∩∖Де __   тε   Та Та '<'j∕
-αβγ a[β,γ] σ[β^∣a∣γ]будем называть, соответственно, тензором левого кручения и тензором ле­вой кривизны (левым тензором^ Римана — Кристоффеля) поверхности ξ)m.6. Условия совместности левых деривационных уравнений. Альтернируя уравнения (42) по индексам a, β и сравнивая коэффициенты при линейно независимых векторах репера {A, ei}, мы получим связь между тензором левого кручения поверхности и тензором кручения пространства ввиде Ä' Л' А* = Ат Л' + Я85 h,k № R* Д' A« Я£.pq а Р ap γ jκ a pq а 0 рЭти соотношения мы будем называть левыми обобщенными Риччи поверхности ξ>m (они эквивалентны уравнениям (601)j.Уравнения (42) и (43) можно представить в виде:Л' = Lγ Л' + Z^ Ni aß 4βy∖ + zaβ7vγ

(61)уравнениями
(42')и

Ni = lγ Ai + N? Ni 7vaβ z3βγ'γ 7 50Продолжение этих уравнений дает Λ⅛τ=‰Λ-+⅛Λ'oy + ‰t Nij + ⅛ NLr, 
N‘№y='^A‘<,+,№^+wkτ ч+■

(43')
(62)(63)где (64)причем

Ni = -Nk Ri Ар Л*fi[0Y] jyaj⅛pqj∖j∖∙Альтернируя уравнения (62) и (63), мы получим связь между кривизны пространства $л и тензором левого кручения — кривизны поверх­ности ξfm'.¾ AjΛζΛ^=(Λ5jτ-∕^∕r,lτl)Λjι+(vlγ∕faιβl-∕^Λ5γ+∕jlβ я* lγl) Я', (66)
- ^kpq 74 = (v lγ Z°δ l ß] — Λjγ Z°τ + A?[ß Zlσjf l γl) Aį +
‘ +(V1γ ‰ -Λτβγ <+ ^tβ ‰) ⅛ > (67)

Lгде Uy —символ неголономной ковариантной производной относительно об’екта ¾ • Свертывание равенств (66) и (67) с h.. Ajft и h.. №&, в силу (4), (46) и 77σβ⅛ + 7Zs5Z°γ = 0, дает только следующие условия совместности системы левых деривационных уравнений:
h Ri Aj Ар Aq Ar =Н (Aa -Γla )•J pqr 1 р a 71β 1 Y 27σp V aβγ ' a[β l∖ τ ∣ γ]' ’

h Ri Nj^ApAqAr = H^(⅛ l5 — A5 A₽ +Z₽ Ns ) 
UPqr/y&a^&r z73β^V[γf∣a∣β] 7∖tp 210Y 1a[β 7VI ∣ γ]'

(65) тензорами

(68)(69)
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И
Rjkpq = ^σβ V(γ ∣β] “ j^βγ ^fiτ÷ ^g[β ^J⅛∣γ])* (^θ)'Так как при т = п — 1 уравнения (70) отсутствуют, то уравнения (68) будем называть левыми обобщенными уравнениями Гаусса для поверхности в (69)-левыми обобщенными уравнениями Петерсона - Кодацци - Майнар- ди, а (70) —левыми обобщенными уравнениями Фосса —Риччи.Неголономные ковариантные производные тензоров ЯаР, Я5р и основной системы левых ковекторов ∕αβ можно представить в следующем виде:Vγ ∙¾β = ζδ ¾γ ’ Vγ ⅛β = 2¾ ∣¾ ∣^)γ + ζβ ⅛γ >l a . (71>V√4-⅛⅞+⅛4∙

7. Сопровождающий репер поверхности ⅜m. Совокупность векторов 
n = niei пространства Hπ(v) образуют подпространство Nπ~m(v), которые бу­дем называть нормальным пространством поверхности Координаты ба­зисных единичных векторов nia этого пространства являются решениями системы ^Ai”S = °- ^jn'ani=l- <72>В каждой точке • поверхности имеем репер, образованный из линейно не­зависимых векторов Λa и ∏a = n'se., который будем называть сопровождающим репером поверхности. Связность, установленную в [многообразии пространств 
{Hm (⅛>)} при помощи проектирования вдоль нормального пространства 
'Nrι-m(v), назовем индуцированной связностью поверхности Величины
ni^ удовлетворяют системе V⅛ = ⅛jΘ∣>. , (73)

8. Деривационные формулы Гаусса—Вейнгартена. Эти формулы мы полу­чим, разлагая векторы Aįpč. и n's&e. по векторам сопровождающего репера: ΛU*∕=rβγβΛγ÷%V <74>
где

Дифференцируя уравнения (76), (78), (791)∕(80) и (81), мы получим

пиг(=й«лг+иавл8- (75)(76)
г, иг ∕-,aβ ln det Į1 Gfγe 11G.p = ‰, Ge = dc^ (77)

⅛~GKgvΛ⅛n>9, (78)
r ..c^rj raS aindet∣∣G,f∣∣ (79)

¾=-g~gm⅞, (80)'⅞=σ*⅞⅛>'⅛∙ (81)
VΓ⅛+¾-Γ⅛,βθ", V6⅞ = ⅛,<,Θ° •V¾ = ¾γΘγ. V⅛=⅛,Λ∙
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где

Из полученных дифференциальных уравнений следует, что величины Γ≡γ 
образуют об’ект аффинной связности, ¾fk~ систему тензоров, —тоже сис­
тему тензоров*. Об’ект Γjp назовем об’ектом индуцированной связности 
поверхности, систему тензоров ¾- основной системой асимптотических тен­
зоров, и|р —основной системой нормальных тензоров (ковекторов) рассматри­
ваемой поверхности.

Система величин
(82)

является решением системыv∖⅞=(?и Air ⅛+av A1 ⅛) 0τ ■
т. е. образует систему тензоров, которую назовём основной системой ковек­
торов поверхности ⅛m. Тензор кручения и тензор кривизны (тензор Римана— 
Кристоффеля) об’екта индуцированной связности поверхности имеют вид:

(83)

9. Условия совместности деривационных уравнений. Альтернация урав­
нений (74) по индексам а и β, в силу (16), даётa∑ Ае=¾ а;+eσ̂5 в* ri, a∑ ч и5 лэ • (84)

г
Эти уравнения назовем обобщенными уравнениями Риччи поверхности** §от. 
Продолжая уравнения (74), получим

где yγ-3Haκ неголономной ковариантной производной относительно индуци­
рованной связности. Отсюда получаются обобщенные уравнения Гаусса:

и обобщенные уравнения Петерсона—Кодацци—Майнарди:

(86)

(87)

Продолжение уравнений (75), записанных в координатной форме, дает

* Об’ект аффинной связности многообразия пространств { Nn-m (v) }• 
Они эквивалентны соотношениям (831).

(88)
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Альтернируя эти уравнения по индексам ß и γ, мы получим ,
~ Rlkpq "S 74 = (V[γ ¾I 0] “ ⅛ ⅛ + "l[β b°∖↑> I γ]) -z4 + 

+ (¾γ "⅞ 10] ” nap ^0Y + ⅞0 b°t> i γ]+ ‰ n°ε ∣ γ]) 7⅛ ‘

f Эти уравнения, в силу (4) и (80), эквивалентны уравнениям (87) и 
⅛ κikpq nl ⅛ λ5 л?=⅜ (⅜ ‰1+⅛ ¾ - ‰ ⅛γl - ⅛β ‰ w) ⅛ > (89}которые назовем обобщенными уравнениями Фосса—Риччи.Неголономные ковариантные производные метрических тензоров про­странств Hm(v), Nn-m(v) и основной системы ковекторов имеют видVγ7⅛ = 2X[a į δ i Z>βlγ, (90)Vγ¼=2λolj⅛γ+⅛n∣γ+⅛n∣γ, (91)Vγλc,s=(δ∣ ⅛τl-⅛51 Gθs G„) blf+∖a 4, (92>где

10. Правый сопровождающийся репер поверхности ξ>m. Совокупность векторов M=Miei пространства Hm(v), координаты которых являются ре­шением системы ∕⅛Λj,Λ∕'=O (93)образуют подпространство 5Rn.m(z>). Так как
Нт (⅛>) + 2Rπ-zn (®) = Hn (v), Hm (v) ∩ ЭДЛ_Ш (v) = А, то пространство Ш1л_ш(г)) определяет оснащенные поверхности и его на­зовем правым нормальным пространством рассматриваемой поверхности. Пусть линейно независимые решения Mis системы (93) выбраны так, что 

g..MLMj^ = 1. Таким образом в каждой точке поверхности имеем п линей­но независимых векторов Λa и Mi = Mî e.. Эти векторы образуют репер 
{A, Λa, Λfs}, который будем называть правым сопровождающим репером поверхности Величины Λfl являются решением системы' vΛ∕I=MiγΘγ, (94)а метрический тензор пространства 3Re-m(ι>) имеет вид (95) Связность на поверхн.ости, установленную проектированием вдоль простран­ства 2Rπ-m(t)), назовем правой индуцированной связностью.Й. Правые деривационные формулы Гаусса—Вейнгартена. Эти формулы получим, разлагая векторы ΛJtβef й Mî e. по векторам репера {A, Λa, М&}: ΛUei=∏⅛λ+⅛^∙ (96)

М 50 ei =Рз& Λγ+Λ∕^β Му, (97)где ∏⅛ = ∕Γσ⅛ΛiA4β, (98)
p⅛=K*huΛ⅛Mi,, (99)
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p⅛----- KiiHFp⅛, (100)¾A^=δ∣, J⅛^⅞=δf. (101)V∏⅛ + θ⅛ - niß. о ®’. VÄ =А о ©’, где I⅛,<,=tfro. . A0∙Λ> Λ's+∕rι А„ Aį, Λ'0+ZΓ"> huΛtl, Λ⅛βА. γ=Кг}. -г h,t Λ⅛ Mii+К* h,j Λ⅛γ Mi+Aw Av Aįs Miγ,К??, γ=-xiax⅛κsι∣ r, 
Kis,r=∕tvMitrM^+ħvMiM^, то ∏Jβ- об’ект аффинной связности (правой индуцированной связности), 

piß — система тензоров (основная систра правых асимптотических тензоров). Величины pas=⅛^aΛ⅛ (102)удовлетворяют системе V⅛=(AaΛ∕IγΛ>+AeΛ∕IΛyβγ)Θγ, . ,(103)т. е. образуют систему тензоров, которую назовем основной системой правых ковекторов поверхности ξ>m. Тензор правого кручения и правой кривизны поверхности ξ)m имеют вид
P^=^huΛlαR>,Λ^, Λ‰=-Π⅛,γl-Π⅛Πftl∣γl.12. Условия совместности правых деривационных уравнений. Из уравне- ий < 16) и (96) следует, что правые обобщенные уравнения Риччи для поверх­ности ξfm имеют вид (они эквивалентны уравнениям (1041)j:⅛, AJ Λg=P⅛ Λζ+К* hjk Rį, Л' Λg 1W* M,a. (105)Продолжая уравнения (96), в силу альтернации и линейной независимости векторов ei, получимÄtwA«A?A?=(Ar-/:[ß'rS,r])Ao+(V[Y/r.|W-^Zjp+/äßA/?ßM)^. (106)Эти соотношения эквивалентны правым обобщенным уравнениям Таусса:AσΛ^⅛4ΛjΛgΛ^=ffoτ‰-∕⅛¾lτl) (107)и правым обобщенным уравнениям Петерсона — Кодацци —Майнарди:Ai,Ä'tM^AjAgA?=JfS3(V[T/^lsl-PgY/»T+/’0^|T1). (108)Условия совместности системы (97) дают правые обобщенные уравнения Фосса-Риччи:A,>ÄU^Ul^A’=Är8-(v[TAf|0|tI+A/Xf?e-ATAle)-A/|(YA/r5,61). (109)Неголономные ковариантные производные тензоров ∕7αβ, λ>0 и ∕>aβ имеют вид: ∏Vr‰=⅛pa3, (И0)
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Vγ ¾=Aσ^γ+⅛5 ¼^γ+7⅛4γ, (111)

V√δβ⅛Boβ+⅛δβ+⅛‰. (112)

Если пространство §л является обобщенно евклидовым Н„, реперы 
{A, ei} и {A, Λβ}-голономные и репер ортогонального пространства 
Nn-m(v)- ортогональный, то часть результатов этого параграфа совпадают с 
результатами С. Μ. Бахраха [1]. В том случае, когда является обобщенно 
римановым пространством с кристоффелевой связностью тензора gij и реперы 
{A, el}, {A, Λα}-голономные, теория поверхностей с нормальным осна­
щением совпадает с теорией поверхностей, которую построил М- Мишра [8]. 
Так как метрический тензор На& поверхности ξ>m, как это следует из (711), 
(90) и (ПО), не является ковариантно постоянным относительно связности 
(Θβ, φβ), то все три геометрии, индуцируемые об’емлющим пространством в 
ξ>m, в общем случае не являются обобщенно евклидовыми (формы связности 
φ≡ построены при помощи одного из об’ектов L⅛, Γjβ и ∏jβ).

§ 3. Соприкасающиеся плоскости поверхности

1. Формы связности поверхности. Если на поверхности определена 
связность (Θa, φj), то отображение соседних локальных касательных про­
странств Hm(v) определяются соотношениями

Λ(v+dv)→Λ(v, <⅛>) = Θ*Aa+...,
Λa(v + <⅛>)→Aa(o, tfo) = Aa + φβAβ+...,

где пфаффовые формы φj имеют следующий вид

θS=θS+⅛∙θt, 
⅛=Θ*+r2rΘτ, 

⅛=ΘS+I⅛Θγ.
(114)

Так как об’екты Ljβ, Γjβ и ∏jβ преобразуются по закону (54), то формы 
<р£, как это следует из (22), (27) и (54), преобразуются следующим образом: 

⅛-⅛d⅛+⅛]%ti. (115)

2. Соприкасающиеся плоскости. Если в каждом Hn(v) рассматривать 
векторы

Λaβ=Λ^β^, (116)
которые при (21) преобразуются по закону

Aa,β,=⅛ 2⅛ Λaβ +Bjβ, Λγ 9 
то совокупность векторов (Λa, Λaβ) определяет инвариантное подпростран­
ство Hπι(v) пространства Hn(v), где n1=m+m1, а m1-число линейно неза­
висимых векторов Λaβ. Пространство Hrι(v) будем называть первой со­
прикасающейся плоскостью поверхности ξ)m(v) в точке А. Так как при 
последовательном продолжении системы (11) получается система величин 
∙A∙βιβl > -^∙a1a1βi > ∙ ∙ ∙ , ∙^a1.. .ap , ГДО

AL a 1λ '^-⅛a>aΛ!Z a Ap'A<<¾∙∙∙≡p-1l<⅛-1<⅛J ^'∙kpq a1...ap-1 ap-1 ар»
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которая образует об’ект, то легко проверить, что совокупность векторов 
Л«15 A⅛αt> ∙∙∙> λ<x1...<xp, где Aa1...ap=Ail...«p^, определяет «инвариантное 
подпространство Hnp(v) пространства Hπ(v) (np = m + mpt где mp-число ли­
нейно независимых векторов системы Λaιfltl, ..., Aβl...β , mp≤n-m). Про­
странство Hrtp (v) будем называть р-ой соприкасающейся плоскостью к поверх­
ности в точке А.

3. Понятие асимптотического поля многомерных направлений. Если в 
каждом пространстве Hn(v) задано /-мерное подпространство Hl(v)t проходя­
щее через точку А и лежащее в касательной плоскости Hm(v) (соприкасаю­
щейся плоскости НПр), то будем говорить, что на поверхности задано каса­
тельное (^-соприкасающееся) поле /-мерных направлений Hl(v). Этим обобща­
ется понятие, соприкасающееся поле однородных пространств [5] для 
пространства со связностью.

Пусть на поверхности заданы два касательных поля3 направления 
Hι1(v) и H∣i(v) которых в точке А определяются векторами У® Aa и У® Λa 
(a1=l, 2, ..., 4; a2= 1, 2, ..., /2; ∕i, ∕2≤w)∙ Если отобразим точку А 
поверхности в пространство Hn(v + dv) вдоль некоторой кривой, лежащей на 
поверхности, касательная которой лежит в плоскости Hι1(v), то

А (v+dv) → А (v, dv) = ΘaΛa + ... =φAr" Λa+ ..
т. е.

При этом же' отображении, главная часть которого определяется при по­
мощи одной из индуцированных связностей, векторы Ar≡ Λa пространства 
Hlt(v) отображаются так

(117)

' ⅛ + ⅜ + ⅛⅜a.+Φ(⅞⅜<)jvs+∙∙∙∙.
AX⅛+Λ)A(β+⅛)→ (^Л^.+*^А«+ф(^Х)па+---’ (Н8) 

⅛ + ¾ + <*⅞) А«.+ '?^«в^,ХУЛ/8+ • • • • 
Отсюда следует, что соприкасающиеся пространства, определяемые векторами 
Ах И ⅞xSsx2Aθ' Ах И b%βx⅛xa1 n3f κ^aβx^txa1∙^a Нв 3аВИСЯТ ОТ Выбора 
базисных векторов пространств Hil(v) и Hιt(v) и зависят от ориентации пары 
пространств Hιl(v) и Hιi(v). Соприкасающееся пространство {Λa, 
назовем левым соприкасающимся полем, присоединенным к упорядоченной 
паре касательных полей Hι1(v) и Hlt (v). Аналогичным^ образом определяются 
присоединенное поле и правое присоединенное поле упорядоченной пары ка­
сательных полей Hll(v) и Hιt(v). Два касательных к ξ>m поля направлений 
Hit(v) и Hιi(v) назовем лево-сопряженными (сопряженными или право-сопря­
женными) на поверхности , если левое соприкасающееся (соприкасающееся 
или правое соприкасающееся) поле, присоединенное к ним, совпадает с по­
лем касательных плоскостей Hm (v) поверхности , т. е.

/®„х® xβ =0(∕>δ xa xβ =0 или P°axa х& =0). (119)aβ at al \ aß at al 2aβ at ai , ' ,
Касательное к поле направлений Hl(v) называется левым асимптотиче­
ским (асимптотическим или правым асимптотическим) полем направлений, 
если оно самосопряжено. Отсюда следует, что поле одномерных касатель- 
Hbw× направлений J9r1(^), определяемых вектором xaΛa, является левым 
2. įietuvos matematikos rinkinys
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асимптотическим (асимптотическим и правым асимптотическим) тогда 
ко тогда, когда

¾β)^xβ=o(‰^jc0=o h∙πh ‰)xα*e=°)∙

Эти уравнения определяют в ⅛n(o) следующие- линейные системы
второго порядка (левых асимптотических, асимптотических и правых асимп­
тотических):

λ.∕≡ft⅛χP = 0,о (aß) ’

и толь-

(120)

конусов

(121)

§ 4. Кривые на поверхности

1. Основные уравнения. Дифференциальные уравнения кривой К на по­
верхности ξ)m пространства §л имеют вид:

Θβ = ¾⅛ (122)

где ds-дифференциал дуги кривой К. Дифференциальные уравнения этой 
же кривой в пространстве §л можно представить следующим образом

ω'=ji0j⅛ (123)
где

⅛) = λ!.λ<1)∙ (124)
В зависимости от того, с какой связностью рассматривается поверхность 
в §л, продолжение уравнений (122) и (123) дают:

(125)

У xu^xu+r>ds, (126)

(127)

V¾=%+o*∙ (128)

Дифференцируя уравнения (124), в силу (42) и (126) [(74) и (127) или (96) 
и (128)], получаем

У\_2) — NB ¾β) *(1) *(l) + Х(2) > (129)

. У(2) = nB ‰) Х(1) *(1) + -^a Х(2) ’ (130)

У(2) = ^∂P(aβ)⅛⅛)÷"^a*(2) • (131)

: N'σ ⅞aβ) » ⅛β = ⅛ %β) » Ра& = Aaβ) (132)
Системы величин

и*=

образуют смешанные тензоры, которые будем называть, соответственно, аф­
финором левой кривизны, аффинором кривизны и аффинором правой кривиз­
ны поверхности ξ>m по отношению к ξ>n. Оказывается, что

Λi,Z'sΛ>=O, gσ⅛βΛ'=0, ⅞Aζ∕⅛=0∙ (133)

2. Кривизны кривой. В каждом локальном пространстве Hn{v} векторы

«У 1 ≈J,(1) ei ’ У2 = ei
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образуют двухмерное соприкасающееся пространство кривой К в точке А. 
Векторы первой левой кривизны, первой кривизны и первой правой кривизны 
кривой К по отношению к ⅛, имеют вид [3]:

где

л I 

У 2 I 

^12

J,2 I

(134)

(135)

(136)

⅞ - hP<ι Ло уЪ) > ςkiJ-Spq Уа) Уи) •
Эти векторы, как и при m = n-l, будем называть, соответственно, вектором 
левой абсолютной кривизны, вектором абсолютной кривизны и вектором пра­
вой абсолютной кривизны кривой К.

Кривая К по отношению к поверхности имеет три вектора первых 
кривизн:

1. Вектор первой левой кривизны

N2 =
Н τα xβαβ¾ λ(1)

Н xa77αβ¾ Л(1) a
(137)

который будем называть вектором левой относительной кривизны:
2. Вектор первой кривизны

‰ xω χ02) 

⅞0 ¾ x(l) 
который назовем вектором относительной 

3. Вектор первой правой кривизны 
Н xet х$"aβ λ(1) λ(2)

y® A
λ(1) a

п
M2 =

Х“1) Ах 

xa A^ιv∖ ∙f*,-xa, АЛ(2) λ<z

кривизны.

(138)

xΓl) Х(02) 

¾Ax
(139)

Г
7,=

который будем называть вектором правой относительной кривизны. Из фор­
мул (134)-(138), в силу (132), следует, что

Až ⅛β x(l) x(l) ÷ N‘2 >

(14°)

=P'aß λγG) Х(1) ÷ M,2 ,
где 

L L l
Až = У(2) ~ ^aβ ⅞) *(1) У[ 1) ’

Г г Г
Г' = v* — G xa^ х& v,^l 2 У(2) uaβ λ(2)λ(I)-f(1) ’

∏ ∏ ∏
= v∣ — ĮJ χa тг0 ι∕jκ,2 ∙×(2) "aβ λ(1)λ(2)⅞) ’

Векторы
¾ = ⅛β ¾ Х?1) ’ ¾ = ⅜βx(t∣)x(βI)> Pt2 =Paß x(l) Х(1) > (141)
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соответственно, будем называть вектором левой нормальной кривизны, век­тором нормальной кривизны и вектором правой нормальной кривизны кри­вой К. Отсюда вытекаетТеорема 1. Вектор левой абсолютной кривизны, (абсолютной кривизны, 
правой абсолютной кривизны) равен сумме вектора левой относительной 
кривизны (относительной кривизны, правой относительной) и вектора ле­
вой нормальной кривизны (нормальной кривизны, правой нормальной кри­
визны).Легко доказывается иТеорема 2. Вектор левой нормальной кривизны (нормальной кривизны, 
правой нормальной кривизны) кривой К на ξ>m ортогонален слева (ортогона­
лен, ортогонален справа) к ξ>m.Скаляры

Rn = ]/&7 ⅛ ⅛ , Rt = ]∕gijb,2 bi2 , ~R^^~ 1/gijP2P2 (142)назовем, соответственно, левой нормальной кривизной, нормальной кривиз­ной и правой нормальной кривизной кривой К. Если m=n-l, то Rn = Rm. Скаляры k1 и χ1, определенные следующим образом
ki = VguN,2Nli, χl = ^]∕gvT2Ti, (143)будем называть, соответственно, левой (правой) абсолютной и абсолютной кривизной кривой К, ибо ∣7V2∣ = ∣T2∣∙ Скаляры k[, χ{, и А:}1, т. е. длины векторов относительных кривизн, назовем, соответственно, левой относитель­ной кривизной, относительной кривизной и правой относительной кривизной кривой К.3. Формулы Менье. Если ввести величины rl, p1, rį, p},, г}1:*ιΓι = l, XιPι = l, fcι'rf=l, xFpF=1, fc}1rι1=bто (140) можно переписать так n'2 _ 4 л2rl Rn r∖ ’

Г 
fi hi t it2 _2 12

^v ¾ рГ ’
Р2 ⅞ 
Rm 'F ’

Pi

∕∏2

'1

(144)
где
Так как векторы y1 и у2 лежат в Hm(v), то, умножая равенство (1441) на1^2 ~ Γ∣ N⅛ , П2~ r∖ M2 f ∙ ∙ ∙ > w2 ~ Γj1 •
hijΓ2, получим

—------- _СО£Ф_ , (145)

Rn r 1где <р —обобщенный евклидовый угол между векторами li2ei и n⅛e.. Полу­ченное равенство представляет обобщение формулы Менье, и, её будем на­зывать левой формулой Менье. Аналогично получается формула Менье
1 cosφr •

Pi
(146)
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и правая формула Менье
1 _ cos ψ

Rm r i
(147)

где φr — евклидовый угол между векторами ti2ei и bi2e., ψ — обобщенный ев­
клидовый угол между τri2ei и pi2e.. Из формул (145), (146) и (147) следует

Теорема 3. Левая проекция (проекция, правая проекция) вектора левой 
абсолютной кривизны (абсолютной кривизны, правой абсолютной кривизны) 
кривой на поверхности ⅛n в точке А на левое нормальное пространство 
(нормальное пространство, правое нормальное пространство) к посто­
яла для всех кривых поверхности, прохбдящих через точку А и имеющих об­
щую касательную.

4. ^Геодезические и асимптотические кривые. Еслнелокальная развертка 
кривой К в относительно некоторой связности является прямой, то кри­
вая называется геодезической кривой этой связности. Оказывается, что кри­
вая К является геодезической кривой тогда и только тогда, когда векторы 
Л и Уг—коллинеарны. Очевидно, что4 все три абсолютные кривизны геодези­
ческой кривой равны нулю. Аналогично характеризуются и геодезические 
кривые поверхности. Из выведеных выше формул (140) следует

Теорема 4. Кривая К на поверхности ξ>m тогда и только тогда явля­
ется L-геодезической (Г-геодезической, ^-геодезической) кривей поверх­
ности ξ)m, когда вектор левой абсолютной кривизны (абсолютной кривизны, 
правой абсолютной кривизны) этой кривой перпендикулярен слева (перпенди­
кулярен, перпендикулярен справа) к поверхности ξ>m.

Кривые поверхности §т, для которых левая нормальная кривизна (нор­
мальная кривизна, правая нормальная кривизна) равна нулю, обладают тем 
свойством, что касательные векторы ¾Λα принадлежат левым асимптоти­
ческим конусам (асимптотическим конусам, правым асимптотическим конусам). 
Такие кривые будем называть, асимптотическими кривыми поверхности 
Рассмотрим следующие биквадратичные дифференциальные формы:

Zz,=^∙⅛⅛Θ*ΘeΘτΘ∙,

Zr=^⅛⅛θ'ΘeΘγθ'- (148)

Следует заметить, что значения этцх дифференциальных форм не зависят от 
выбора реперов в нормальных пространствах поверхности. Такие кривые 
поверхности которые обращают в нуль форму χz (χr, χπ), назовем ле­
выми асимптотическими кривыми (асимптотическими кривыми, правыми асимп­
тотическими кривыми) в смысле Фосса. Из (120) и (148) следует

Теорема 5. Левые асимптотические кривые (асимптотические кривые, 
правые асимптотические кривые) поверхности ξ>m являются левыми асимп­
тотическими (асимптотическими, правыми асимптотическими) кривыми в 
смысле Фосса той же поверхности. *

Обратная теорема справедлива только в том случае, когда квадратичная 
форма gf7ωfω' положительно-определенная. Легко доказывается следующая
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Теорема Ъ.-Если левая асимптотическая (асимптотическая, правая асимп­
тотическая) кривая совпадает с L-геодезической (Г-геодезической, 11-геодези­
ческой) кривой поверхности ξ>m, то она является геодезической кривой 
пространства и наоборот.

Из формул (144) следует
Теорема 7. Для того, чтобы была вполне L-геодезической (вполне 

V-геодезической, вполне П-геодезической), необходимо и, достаточно, чтобы

⅛=0 (⅛s=θ> Xβ=O). (149)

Если a∣l = 0 и реперы {A, el} иДЛ, А,} — голономные, то результаты 
этого параграфа совпадают с классическими результатами теории кривых на 
поверхностях риг/анова пространства (см. Į6], [7]).
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Педагогический институт 23. IX. 1963
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APIBENDRINTO EÜKLIDINIO SĄRYŠIO ERDVĖS PAVIRŠIŲ TEORIJA

V. BLIZNIKAS

(Reziumė)

Apibendrinto euklidinio sąryšio erdvės kreivių teorija, hiperpaviršių teorija ir hiperpavir- 
šinių kreivių teorija yra išnagrinėta straipsniuose [2], [3] ir [4]. Šiame straipsnyje G. F. Lap- 
tevo ir A. M. Vasiljevo metodu yra nagrinėjami minėtos erdvės m-čiai paviršiai ir kreivės ant 
paviršiaus. Išvestos parametrinės grupės invariantinių formų (Θα, ®S> transformacijos 
formulės ir jų pagalba gauti paviršiaus geometrinio objekto (ΛJt, Λ'αρ , ΛIχβγ) komponenčių 
transformacijos dėsniai.

Surastos paviršiaus trijų tipų derivacines lygtys ir ju, suderinamumo sąlygos, t. y. lygtys, 
analogiškos klasikinės paviršių teorijos Gauso—Petersono —Kodaci lygtims. Įvesta paviršiaus 
daugiamačio asimptotinio vektorinio lauko sąvoka. Surastos dviejų daugiamačių liečiamųjų 
vektorinių laukų sujungtinumo sąlygos.
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Apibendrintos euklidinio sąryšio erdvės paviršinės kreivės turi 9 kreivumo vektorius ir 9 
kreivumus (analogai kreivės kreivumo, normalinio kreivumo ir geodezinio kreivumo). Gauti 
Menjė formulės apibendrinimai ir išnagrinėtos kai kurios paviršiaus asimptotinių ir geodezinių 
kreivių savybės.

DIE FLÄCHENTHEORIE IM RAUM MIT DEM VERALLGEMEINERTEN 
EUKLIDISCHEN ZUSAMMENHANG

V. BLIZNIKAS

(Zusammenfassung)

Die allgemeine Theorie der Kurven, der Hyperflächen und der Kurven auf Hyperflächen 
im Raum mit dem verallgemeinerten Euklidischen Zusammenhang wurde in Arbeiten [2], 
[3] und [4] begründet. In vorliegender Arbeit werden wir die Flächen und Kurven auf der« 
Flächen im Raum ξ>m untersuchen. Auf Grund der Transformationsformeln der invarianten 
linearen Formen von einer Parametertransformationsgruppe lässt sich die Transformationsbe- 
Ziehungen (22), (27) und (31) der fundamentalen differentialgeometrischen Objekte (Λ'α, λU>. 
Λ'aργ) durchführen.

Es wird gezeigt, dass im Raum ξ>n drei verschiedenen Ableitungsformeln von Weingarten 
und Gauss existieren. Dementsprechend haben wir in Raum ξ)π drei verschiedenen Flächen­
theorien und drei verschiedenen Typpen der Gleichungen von Ricci, Gauss, Peterson — Kodac- 
ci — Mainardi und Voss—Ricci.

Die Kurven auf Flächen ξ)m haben 9 Krümmungsvektoren und 9 Krümmungen. In die­
ser Arbeit untersucht man geodätische und asymptotische Kurven auf ξ>m in ξ>π. Diese Arbeit 
enthält auch eine Verallgemeinerung des Satzes von Meusnier.




