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О ЦЕЛЫХ РЕШЕНИЯХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
БЕСКОНЕЧНОГО ПОРЯДКА

Ю. Ф. КОРОБЕЙНИКВ работе [1] изучалось уравнение
^)+∑ΛWjwW-∕W∙ K(x)-∑a}*, ⅛=1,2, ... (1.1)

при условиях: a) sup -^- = а<1; б) функция F{x1 t) 
k> 1 *fаналитична в некотором бицилиндре ∣x∣≤jR1, ∣z∣≥Λ2.Обозначим через [р, σ) класс целых функций, у которых или порядок меньше р или, если порядок равен р, тип меньше σ. В работе [1] с помощью сведения уравнения (1.1) к интегральному было доказано существование и единственность решения в классе [1 — <x, σ0), где число σ0 определялось коэффициентами уравнения; кроме того, был указан метод приближенного нахождения решения из данного класса.Следует отметить, что ограничение б) является весьма стеснительным, однако методы работы [1] не позволяли заменить его каким-либо менее жестким условием.При исследовании уравнения (1.1) важно уметь оценить рост производных Ул) (х) любой целой функции с возрастанием | х | = г. Точная характеристика роста функции ,М (г, /л)) = max | /л) (х) | при возрастании г дается теорией Вимана—Валирона [2]. Именно, если г является достаточно большим обыкновенным [2] значением, то для всех точек z на окружности ∣z∣=r справедливо представление(z) = [1 + επ (z)] [v (r)p Z-" у (z). (1.2)Здесь εn(z) — функция от z, стремящаяся к нулю при z∙→∙oo равномерно относительно всех z на окружности ∣z∣=r (при фиксированном и>1); v (г) — центральный индекс максимального члена. Множество обыкновенных значений г расположено достаточно густо на положительной полуоси: точнее, множество всех остальных г, называемых исключительными значениями, можно заключить в интервалы (Rk, R'∣c), концы которых являются обыкновенными значениями, причем полная вариация ln г в этих интервалах ограничена: 1
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Однако, при исследовании дифференциального уравнения бесконечного порядка надо иметь оценки роста производных у(л), справедливые для всех л > 1 и для всех r> Λo, где Ro от п не зависит. Основное содержание второго параграфа, имеющего вспомогательный характер, и составляет вывод таких оценок, и, в частности, оценка норм ∣∣y00∣∣ в весовых банаховых пространствах. В третьем параграфе на основании найденных оценок дается теорема существования и единственности для уравнения (1.1) в классе [1 — а, σ1), σ1 — достаточно малое число, причем условие б) заменено гораздо более общим и естественным:
ооб1) функция F1(x, 0 = 2 ?п W t~n аналитична в некотором бицилиндре∣x∣≤Λ, ∣r∣>Λ1. Кроме того, здесь же обосновывается приближенное решение уравнения (1.1) методом редукции (также при условиях а) и б1)).В четвертом параграфе рассматривается вопрос об асимптотических свойствах решений.Для линейных дифференциальных уравнений конечного порядка с многочленными коэффициентами асимптотические свойства целых решений были подробно исследованы Валироном [2], [3]. Применительно к уравнению

n

у ω+∑ Pk (χ)y°ι> ω=Po м. (1.3)
Ä=1где

лл

Pk(x)≈∑ a*xg, k = 0, 1, ..., п; sup-^- = α<l.
⅛ ,≤**nРезультаты Валирона выглядят следующим образом:Всякая трансцендентная целая функция у, удовлетворяющая уравнению (1.3), имеет конечный рациональный порядок и принадлежит к экспоненциальному звездному типу.Последнее означает, что а) функция Λf(r, у) имеет видIn M(r) = [∕+O(l)]rp, (1.4)/ не зависит от г, o(l)→0 при r→∞∙, M(r)≈M(r, у)\ б) при всех достаточно больших обыкновенных значениях г аргументы точек zr, ∣zr∣ = r, в которых ∣y(zr)∣ = Λf (г), близки к некоторым определенным числам, то-есть, существует конечный набор чисел C1, C2, ..., Cf, обладающих следующим свойством: по любому ε>0 можно указать такое Λ0 = Λ0(ε), что для всякого обыкновенного r>R0 найдется какое-то Cm, l≤zn≤s, m = m(r), такое, что ∣argzr-Cm∣ <ε. Число р в формуле (1.4) определяется следующим образом [2]. Строится (выпуклая) ломаная Г Ньютона по точкам Bk(k, nk-k), к = = 0, 1, ... Так как 0 ≤ nk ≤ а, то все точки Вк лежат в четвертом координатном угле между прямыми у=-х и ,y=-(l-α)x, причем точка Bf> совпадает с пересечением этих прямых — началом координат. Нетрудно проверить, что ломаная Г обязательно содержит отрезок А (0, 0)... (k0t nkt-k0)t
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где к0 — наибольший из номеров kt l≤fc≤n, для которого nkt=ak0. Кроме того, если γ - какая-нибудь сторона ломаной, имеющая отрицательный угловой коэффициент p(γ), то ∣ρ(γ)∣>∣-а, причем p(Λ) = α-1. Так вот, число р в формуле (1.4) может быть только одним из чисел ∣ρ(γ)∣, а число 
I равно модулю одного из корней уравнения, ∑a*fc x* = 0, где суммирование распространено на все целые fc≤n, при которых соответствующие точки Вк лежат на стороне γ. Отсюда, в частности, следует, что порядок любого целого трансцендентного решения уравнения (1.3) не менее 1—а. Далее, если у(х) — целое решение уравнения (1.3) порядка 1—а, то L(y)≈ = lim fa~1 In М (г) существует и удовлетворяет неравенству (1 — а) £ (у) ≥ Λo, r→∞где h0 — модуль ближайшего к началу координат нуля функции 1 + ^а„кхк, Л=1а суммирование в последней сумме ведется только по тем к ≥ 1, для которых nk ≈ak.В четвертом параграфе исследуются асимптотические свойства трансцендентных целых решений уравнения

у ω+∑ л ω ∕w ω=ω. (i∙5)Л=1где Pk(x) - многочлены, k = Q, 1, 2, ... При условиях а) и б1) найдены асимптотические характеристики роста трансцендентных целых решений этого уравнения из класса [1 — a, d), где σ1<d< оо. Оказывается, что такие решения ведут себя при больших г так же, как решения уравнения конечного порядка (1.3) из класса [1 — ос, оо), и, в частности, они принадлежат к экспоненциальному звездному типу. Эти результаты получены методом, использующим точные оценки (1.2) в сочетании с более грубыми оценками § 2, которые зато справедливы при всех и > 1 и при всех достаточно больших г.Наконец, в пятом параграфе при условиях а) и б) получаются оценки снизу для роста любого трансцендентного целого решения уравнения (1.5).
§ 2. Некоторые вспомогательные результатып. 1. В работе [4] было введено банахово пространство Ψp,σ целых функций у(х) таких, чтоsupΛf(r, у) exp(-σrp)= ||у ||< оо; 

r≥Raаир — некоторые фиксированные числа, причем 0 ≤ σ < оо; 0<p≤l. Если г — конечное число и r≥-R0, то положим ∣∣y ∣∣r = supΛf (t, у) ехр ( — σlfi). 
t≥rНас будет интересовать оценка выражения || у(л) ∣∣r для любой функции у (х) из Wp,a. Из интегральной формулы Коши для у' имеем при любом r≥0 . и h>0

M(r,y')^ M(r + h, >)≤∣∣y∣U expσ<,r+*>*⅜∣∣H, expσ⅛∙
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Если положить h = -—, то pσ σ (г + A)p — σrp = σrp Į(1 + - — 1
= 1—gP⅛ΓP) r-p. °p(1~p) <2~P)r-2p~ =l-Y(-n*αp

* 2 (pa)* + 31 (pa)’ ' ...-1 21' l> a*'
ι fc=2При этом = ^up∣Yp-p < 1, если r>Λ0>(pσ) p, fc≥2, и σ(r + Λ)p-σrp ≤ 1. Поэтому

M(ry ∕)≤∣∣ j∣∣r epσrp~1 ехрог₽; НУ ∣∣r≤ Z>rp^1 ∣∣,y∣∣r, Z> = epσ.Из полученной оценки видно, что если yeWpιθ, то и y∈FFp,σ, а значит, и Уп)е1Ур,о для всех и>1. Кроме того, заменяя в этой оценке у на у', найдем II/ Ik ≤ IIУ ∣∣r Prp~1 ≤ Z>2 r2 cp-υ ∣∣j∣∣r,и вообще II /"> ∣∣r≤Z>"r"<p-1> II Лг,или
M(r, Уя>) ≤eσrp Z)n rπ<p~1> ∣∣j∣l,, r>jR0>(pσ)^p, л>1. (2.1)Укажем еще один способ оценки H/0II в пространстве Wp,a. Исходя из интегральной формулы Коши для Ув), найдем при всех r≥R0 и А >0:
M(r, y,,,)≤n! h~n M(r + h, y)≤nl ∣∣^∣∣rA^"expσ(r+A)p.Функция φ (h) = h~n expσ(r+A)p определена в интервале (0, оо) и принимает наименьшее значение в единственной точке hn, удовлетворяющей уравнению pσ(r + Λ)p^1 h = n, или σ(r + Λ)p =у (1+ -0. Очевидно, что при ρ≤ 1

Į-2E
И φ(Λ,) = Λ,7"exp у (l+-^-)≤Z>↑r"⅛-1> Λ-"eσ'e, D1 = e" ар.

Возвращаясь к оценке Λf(r, Ул)), получаем по формуле Стирлинга,
Л/ (г> у»') ≤ у 2τtn е12n D↑ e^n rn⅛-γ> exp σrp || у ∣∣r.Комбинируя последнюю оценку с (2.1), находимΛf (г, y,0) ≤eσfp (σp)π Z>nλn r7,(p-° ∣∣7 ∣∣r, r>jR0>(ρσ) р, (2.2) где число Хл равно 1, если 0<p≤-^-, и ]∕2πzz exp если y<p≤l, а b равно е при 0 < р ≤ у и ехр (у — 1), когда у < р ≤ 1.По-видимому, оценку (2.2) можно улучшить, заменив & выражением 

Н(8) (l+8)n, где 8>0 как угодно мало. Однако, получить такую оценку не удалось.
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п. 2. Пусть теперь у(х) — произвольная целая функция (не обязательно из Ψp,σ). Обозначив M{r, у) через М (г), можем написать очевидное неравенство Л/(г, gy00) ≤ М (г) и! h~n exp pnΛf (r÷A)- In M (r) j. Известно, что для всех r≥r0 [2]In М (г) = In М (ra) + [ du, (2.3)
где w(u) - неубывающая функция. Предположим, что для всех r≥r0 имеет невозрастающую мажоранту а (г). Тогда для этих же г

r+h

M(r, y<πγ)≤M(r) л! h~n exp ∫ а (и) du ≤ М (г) n∖ h~n expλα(r).
ГПоложив A = найдем нужную нам оценку

1
М (г, y00)≤ M(r) λπ [а (г) J”, λn= ∣∕2πn el2n . (2.4)

Для дальнейшего важно знать связь между ростом v (г), и>(г) и Λf(r)* Прежде всего, следуя идее Бореля, найдем из (2.3), учитывая, что In М (г) ≥ 0 при всех r≥r2z
r+hIn M (г+h) ≥ j du≥w(r) In (1 + y j.

Предположим, что M (г) удовлетворяет условиюlim r~p In M (r) = C< ∞, 0<p≤l. (2.5)
r→ooТогда для любого ε>0 и всех r≥Λ(ε)

Hr)≤ ∙ ẑe>y • ln(.+Δ)
_1_Если положить h = r[ef, - 1], то (C+ε) rp~1 ep = a(r), где a (/•) — невозрастающая функция.Аналогично, если через μ(r) обозначить максимальный член у(х), то при всех r≥r0 In М (г) ≥ In μ (г) = In μ (r0) + dx.

r0Оценивая, как в случае М и w, получим для r≥r1
V(r)≤

lnμ(r + A)

ln(1+Δ)-
lnM(r+Λ)
÷÷)'
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_1_Отсюда, положив, как раньше Λ = r[ep-1], найдем, что из (2.5) следуют соотношения (первое уже было получено выше):lim r~p w (г) ≤ Сер; lim r-p v (г) ≤ Сер. (2.6)
r→oo r→aoВ соотношениях (2.6) было бы очень желательно заменить число е меньшим множителем (нам представляестя вероятным, что вместо е можно взять единицу).Отметим еще две простые леммы, которые будет нам полезны.

Доказательство. Для любого ε>0 и r≥r0(ε) имеем:
v(r)≥ (α-ε) rp; lnΛf (г) ≥ln μ(r) ≥ln μ (r0) + (α-ε) f rp~1 dt =

= lnμ(r0)+<^--<^,
И lim r~p In M (г) ≥ ——-.

r→∞ PЛемма 2. Если lim r^p v (r) ≤ b, mo lim r^^p In M (r) ≤ —. 
r→oo r→∞ PДоказательство. По условиям леммы, для любого ε>0 найдется число Λ1(ε) такое, что v (х) < (b + ε) хр для x>Λ1. Обозначим через {jR} множество обыкновенных значений функции у. Справедлива формула для всех re { R } [7]

г Я1 гlnΛf(r) = f <∕x+Λ(r) lnv(r) = f dx + f dx + h (r) ln v (r), 
rt r, R1

где ∣A(r)∣≤tf<∞ для r>r0∙ Отсюда при достаточно больших обыкновенных гIn M(r) ≤ Λln (b + ε) + Кр In г + ( dx + (*^е) r> - -⅛-tΛ> *■ ,

и lim ln m<∙') ≤ b + e ∣4τaκ lim r-c ι∏ д/(r) ≤ А.
r→∞, Г Р Γ→oo, р
r≡{R} re{R}Если теперь Rk — любая неограниченно возрастающая последовательность исключительных значений, то для каждого k ≥ 1 найдем обыкновенные значения Rk и R'k так, чтобы

R∙k < -⅛t < Ek, Rk = Rk (1 + о (1)).Тогда
to’M(Äü _ ∏∑ι inΛfWt) b

и лемма 2 доказана.
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п. 3. В заключение этого параграфа приведем две теоремы, которые находят применение в ряде вопросов теории линейных уравнений бесконечного порядка в обычных и обобщенных в смысле Гельфонда —Леонтьева [5] производных.Предположим, что каждому вещественному значению μ из интервала (α, β) поставлено в соответствие В — пространство Zμ, причем Zμι с Zμ,, если μ1<μ2. Нормы в пространствах Zμ предполагаются согласованными так, что •если Ил-Л|и →°, у„, yεlli и α<μ1<μ<β, то подавно ∣∣jn-y∣∣μ→0. Введем множество А = и Zμ. Нетрудно заметить, что А становится топо- <x<μ<βлогическим пространством (индуктивным пределом ^-пространств), если* ввести в А предельный переход следующим образом: xn→x в топологии А, если xπ, xεlμ для некоторого μ∈(a, β) и если ∣∣xn-x∣∣μ→0.Если хе А, то обозначим через φ(x) точную нижнюю границу тех μ из (a, β), для которых xelμ.Теорема 2.1. Предположим, что оператор L действует (однозначно) из 
пространства Zμ в Iμ при всех μ из множества S, плотного в (a, β). Пусть, 
далее, уравнение

Ly=f (2.7)
разрешимо е Zμ для любого f из Iμ и всех ∖j,eS. Тогда это уравнение имеет 
хотя бы одно решение у в А для любого элемента f из А. Более того, для 
любого сколь угодно малого ε>0 можно указать такое решение yz уравне
ния (2.7), что φ(∕)≤φW≤φ(∕) + ε.Доказательство. Если fεA, то ∕∈Zμ для всех μ∈(φ(∕), β). Выберем μ(ε) так, чтобы μ(ε) ∈S∙ (φ (∕), φ(∕) + ε). По условию уравнение (2.7) имеет решение yz в Zμw, причем<pW≤φ(∕) + ε∙С другой стороны, если у — решение уравнения (2.7) и φ(y)<φ(∕), то, взяв се S в интервале (φ(y), φ(∕)), найдем, что yεlc и, следовательно, 
g=LyεIc. Но тогда в любом пространстве Zrf, где dεS и √=φ(∕) + δ, O<δ<β-φ(∕), оператор L переводил элемент у в два различных элемента: в g≡Ic≈Id и в feld, причем fεlc.Итак, φ(ye)>φ(∕), и теорема доказана.Теорема 2.2. Предположим, что уравнение (2.7) имеет единственное ре
шение в любом пространстве Zμ, каковы бы ни были fεlμ и ∖leS. Тогда 
это уравнение однозначно разрешимо для любого f из А, причем φ(y) = φ(∕).Доказательство. По предыдущей теореме уравнение (2.7) разрешимо в А. Предположим, что для некоторого /е А найдутся два решения y1 и у ИЗ Л, И пусть μ0 = sup{ φ (y1), φ(y2) }, a<μ0<β.Из доказательства теоремы 2.1 следует, что μ0≥φ(∕). Если μ2∈(μ0, β). S, то ∕∈ Zμ,, и уравнение имеет по предположению единственное решение z в Zμι. Но так как y1 и у2 принадлежат Zμι, то y1=y2 = z, и единственность доказана. Далее, по любому ε>0 найдётся в силу теоремы 2.1 такое решение yz, что φ (∕) ≤ φ (yε) ≤ φ (∕) + ε. Учитывая, что число ε > 0 можно взять как угодно малым и что решение единственно: yt=y, получаем, что φθ,)=φ(∕)∙
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§3. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ (1.1). 
ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ (1.1)п. 1. Мы дадим сейчас оценку для нормы оператора

∞
Ly≡ χΛM∕wω.

Λ=1считая, что y≡W9,a и что условия а), б1) выполнены. Пусть с* = max∣αf∣. 
TRk 0½l*nkИз б1) следует, что ∣αjc∣≤-Т, R1, R — конечные положительные числа„

I ≤ nk ≤ afc, к = 1, 2, ... Из этих неравенств легко получаем, что
___ к ;___c = lim ]/ ck < ∞∙

k→∞Предположим сначала, что р<1—а. Имеем для fc>l, ∣x∣ = r>l и для. любого е>0:∣Pfc(x)^(ε) (c+ε)t⅛ + l) А; а* (г) = max Į Pk (х) /к} (х) I ≤
I ! ∣x∣=r>l I I≤ Я(е) (c+t)* (nk+ 1) rak ‰ И у И, (σp⅛)* е”’ ;

оо оо2 *k(r)≤H(ε) eσ'∙p∣∣j'∣∣l- ∑ ⅛(nk + 1) (σpb)k (c + ε)fc r~hk, A=l-a-p, h><k 
k=∖ fc=lИз последней оценки видно, что для

1 00r>l + [σp⅛(c+ε)]* ряд ∑ <xt(r)
Λ=lсходится, причемI∣⅛-∣∣r≤∣∣^∣∣,∙^(e) ∑ λt(¾+l) [(c + ε)σp⅛]t r'ω<∞,

Λ=lи Ly действует из FFp,σ в Ψp,σ при любом р< 1 — а и σ< оо. Кроме того> ДЛЯ r>Λ0 = Λ0(σ, p, Ь, с, ε, q)

H(z) ∑ λjt(Λjt+l) (c + ε)* (σpb)k r~hk≤q< 1,
⅛=ιи Ly является оператором сближения в Ψp.σ, если число Λo в нормировке пространства IPp,o достаточно велико.Сложнее дать оценку Ly в случае, когда р=1—а. Разобьем все натуральные числа fc≥ 1 Hą 2 класса: Γ1 — те, для которых nk = ak, и Г2 — для которых Λfc<afc.Пусть dk = I a⅛tk I, к ∈ Γ1. Очевидно, что

___  к ___ ___ к ___
d = lim ]∕ dk ≤ lim У ck = с < ∞.

k→∞ k→∞Введем функцию λ (х) £ λk dk хк, аналитическую в круге ∣ х ∣ < Обозна-
AeΓ1чим через х0 единственный положительный корень уравнения λ (х) = 1, через
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x1- min I -i-, x0 J, и, наконец, через α0- При этом, если λ(x)< 1 .для всех х из (θ, у), или же, если λ(x)≡0, то положим x0 = оо.Пусть у ∈ Wι~σ, а, где σ < а0. Тогда при достаточно малом ε > О σ(c + ε) (1 — α) b < 1 и подавно σ(d + ε) 6(1 — α) < 1. Если .положить Я(г) = sup<4 (<f+ε)^fc, то для всех k≥∖ и ∣ х ∣ ≥г > 1 имеем∣af ∣≤tf(ε) (rf+ε)*i ∣Λ(x) ∣≤∣⅛ I r∙* + ff(ε) £ (rf+ε)*r'≤≤ Į ⅛ Į ; '°
пкI Pf(x) I ≤ Я(е) 2 (<*+«)* Н ≤ Я(е) Л (<Z+ε)tОценим величину M (r, Ly):

∞
M(r, Ly)≤∑ ak(r) ≤ear'~* И у ∣∣r { λ^6(l -α)σl +

1 '+ g(ε)∑ (<Z+ε)^t°7^∕λt + g(ε)∑ (rf+ε)*A^λ∕-^^ }. (3.1)
AeΓ1 ' fc∈Γ, ’Так как σ<a0, то λ [б(1 -a) σ] = 1 - 26, 6>0. По числу h подберем число R1 и номер N1 такие, что h («) ∑ (<f+ε)* λjfc(6(l -a) σ)*≤ у,

к=пТогда для r>-R2(ε)^(ε) 2 (<Z+ε)t (⅛(l-a).σ)*λi (1 +7rτ) < 4 ’
k≈Nlи подавно ODЯ(е) ∑ (^∕+ε)* (б(1-а) σ)fcλfc-~-r < у, r≥Λ2.

Λ=7V1,⅛eΓtПусть γ = min { ak — nk }. Очевидно, что γ>0, и*∈ Г,»
1≤⅛≤N1-1

H(s) 2 (<∕+e)* A^a4 λt(z>(l -а) σ)* 7^τ- ≤
keΓt,

l≤k≤Nl-1

≤ ~γ- ∑ λ⅛ [(<∕+ ε) b(1 -а) σ]4< у⅛=1для r>Λ2. Итак, для r>Λ3 = max{ R1, R2, 1 }
М (г, Ly) ≤ II у II, e°',-* (l-2ft + ∣A + 4) = 9σ ^'^a, || Ly ∣∣, ≤ qβ || у ||,, где qa < 1 и не зависит от г и у.

(3.2)
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Таким образом, Ly является оператором сближения в любом пространстве M∏ι-4x,σ, если σ<α0∙п. 2. Оценка нормы оператора L позволит нам установить теорему существования и единственности решения уравнения (1.1) в классе Е целых функций роста не выше, чем порядка 1—а и типа <a0.Теорема 1.1. Пусть для уравнения (1.1) выполнены условия а) и б1). 
Тогда для любой функции f из Е уравнение (1.1) имеет единственное в Е 
решение, причем порядок и тип решения совпадает с порядком и типом пра
вой части.Доказательство. Пусть σ — любое число из промежутка [0, α0). Введем пространство ∕σ=FFι-α σ, с нормойIIУ Но = sup Глг(г, у) exp(-σrl~α)l , 

r>Kβ(σ)L Jгде число A0(σ) выбрано настолько большим, чтобы неравенство (3.2) выполнялось для всех y∈Ψ,1-a,σ. По теореме 2.2 уравнение (1.1) имеет единственное решение в классе А = и Io, если ft А. Очевидно, что класс А совпадает с совокупностью всех целых функций роста ниже [1 — a, а0). Кроме того, по теореме 2.2 φ(y) = φ(∕). Но нетрудно проверить, что w(z) является целой функцией порядка 1—a и типа σ1, 0<σ1<ao, тогда и только тогда, когда φ(∣v) = σ1j аналогично, w(z) является целой функцией роста не выше [1-а, 0] тогда и только-тогда, когда φ(w) = 0.Итак, если feE, то уравнение (1.1) имеет единственное в Е решение у; при этом, если f — целая функция порядка 1—a и типа σ, 0<σ<ao, то и 
у - целая функция порядка 1 - a и типа σ. Пусть теперь f - целая функция порядка р< 1 -a, р = 1 - а - 2h, h>Q, и типа σ2, 0<σ2< ∞. Введем пространства Ia=Wpta при фиксированном р и любом σ из (0, оо). В определении нормы в каждом IaНУ II. = sup М(г, у) exp ( —σrp), r⅛Λ0(σ)число jR0(σ) выберем так, чтобы оператор L был оператором сжатия в /о: 

’ ∖∖Ly∖∖a≤qa ∣∣y∣∣σ, q<3< 1.По теореме 2.2 уравнение (1.1) имеет единственное решение в классе 
Ap = U Zσ, состоящем из всех целых функций роста не выше, чем поряд- 

0<σ< оока р и конечного типа; при этом φ (y1) = φ (∕) = σ2, и y1 — целая функция порядка р и типа σ2. Но так как Λp⊂E, если р<1—а, и в Е решение уравнения единственно, то y=y1, и решение в Е имеет тот же порядок и тип, что и правая часть.Предположим еще, что / —целая функция порядка p1=l-a1<l-a и бесконечного типа. Если a2 — любое число из интервала (a, a1), то ∕∈lFι-aι,о, и уравнение (1.1) имеет единственное решение y1 в Aι→xt = = U Wzι-a1, σ, если только число Λ0(σ) в нормировке каждого пространства 
0<σ<βoFKι-a,,σ выбрано настолько большим, что L будет оператором сближения в FΓι-a,,σ. При этом φ (y1) = φ (∕) = θ, то-ёсть y1(x) — целая функция роста не выше [1 -a2, 0]. Так как Aι-at<= Е и в Е решение единственно, то yi=y и у — целая функция роста не выше [l-a2, 0]. ,Ho число a2 можно взять
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как угодно близким к ах; поэтому у — целая функция порядка не выше1 — α1. Если бы у (х) была целой функцией роста не выше, чем порядка 1—a1, и конечного типа σ0, то y∈FFι-βl,σ при любом σ>σ0j но тогда бы, 
Ly ∈ JK1-aι,а, так как L - оператор сжатия в FΓι-aι,σ, и f=y+Ly принадлежала бы JFι-βl,σ при любом конечном σ>σ0, что невозможно. Остается принять .только, что у (х) — целая функция порядка 1 — a1 и бесконечного типа.Рассмотрим последний возможный случай, когда f — целая функция порядка p≤l-a и нулевого типа.Так как fe Wftt β при любом σ > 0 и Ly является оператором сжатия в W'p.σ, если O<σ<ao, то уравнение (1.1) имеет единственное решение ух в Ар = и ΓPp,σ, причем φ (y1) = φ (f) = 0. Но Λp≤E и потому y1=y. Значит 

0<a<aβφ(y) = 0 и у — целая функция роста не выше [р, 0]. Если бы у оказалась целой функцией роста ниже, чем порядка р и нулевого типа, то y∈Ψpbθl при некотором px<p≤l-a и σx< оо. Но тогда бы LyeWf>ltθl и f=y + +Ly∈FFp1,σι, что невозможно, так как px<p. Поэтому у — целая функция порядка р и нулевого типа.Отметим некоторые частные случаи доказанной теоремы. 1. Предположим, что точная верхняя грань a чисел -у- не достигается ни при одном конечном fc≥l (это будет, например, всегда, если a - иррациональное число). Тогда уравнение (1.1) при условии
⅛→√x V sup I aį I = c< ∞

0≤s≤∏4имеет единственное решение в классе целых функций роста не выше, чем порядка 1-аитипа > если только правая часть принадлежитэтому классу.2. Предположим, что с = 0. В этом случае решение существует и единственно в классе целых функций роста не выше, чем порядка 1 — a и типа< ——----- .(1 - a) bп. 3. В случае, если правая часть f(x) является многочленом степени и, уравнение" (1.1) имеет решение уп — многочлен степени точно п. Это решение легко получить: записав искомое решение у„ в виде многочлена с неопреде- лленными коэффициентами yn=∑ bnkxk, подставив его в уравнение и сравнив Λ=0коэффициенты при одинаковых степенях xm(m = 0, 1, ...л), найдем bk единственным образом из системы с верхней треугольной матрицей и единичными элементами по главной диагонали.Если f(x) — произвольная функция из класса £, то естественно в качестве приближенного решения взять многочленное решение у„ уравнения (1.1) с правой частью χk∙
К-=0

5. Lietuvos matematikos rinkinys
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Мы покажем, что этот процесс приближенного решения сходится. Введем” операторыч л ®
L„y = ∑ P∣c(x)yVa (х), L„y= 2 Pk(x)∕a (х).

k=l I k=n+∖Если у ∈ 7σ = ∏G-α, σ, где σ<o0, то, оценивая нормы операторов Lny и ~Lnyt точно так же, как это было сделано в п. 1 для нормы оператора Ly, получим при любом и ≥ 1
M(r, Lny)≤∑ ak(r)≤ 2 «tW; M(r, Lry)<ξ ∑ at(r).

k=l k=∖ k=n+∖

JOНо величина a⅛(r) оценивалась уже ранее (3.1); таким образом, прихо- 
fc=lдим к такой оценке (w>l): ∞II Lny Hr ≤ qa IIУ IL, r≥R0 (σ), R0(σ) от п не зависит. Аналогично для £ a* W Λ=∏+l получаем оценку

2 ajt(r) ≤ ||у ∣∣r exp (σr1~a) I ∑ ∣ akak Į λjfc (b (1 -a) σ)* + 
fc=n+l Λ>n+1,

ΛeΓl

+ ^^Γ Σ [(rf+e) 6(1-a) σ] λ* +
⅛=n+l+ 7rr Σ [(<f+ε)6(l-a)σ]* λ⅛ff(ε)r"* a* ∣≤

Λ=n+1 J

≤ qn (σ) IIУ Hr exp (σr,-a), r ≥ Ro (σ), где⅞∏(σ)= ∑ ∣a^∣ λjfc [ft(l-a) + ∑ λjt[(J+ε) b (1 -a) σ]* ;
⅛=∏+1 ∙ Λ=λ+1' ⅞n(σ)≤ σ<, и ‰(σ)→0 при n → ∞.Очевидно, что Lny и Lny являются операторами сближения в любом пространстве Wzι-a,σ при всех σ<fl0 и w≥l. *Пусть теперь f ∈ Е и φ (f) = γ, 0 ≤ γ < а0. Тогда f≡Io при всех σ из (γ, д0).По теореме 3.1 уравнение (1.1) имеет единственное решение у в Е, причем ψ(y)=Y и» следовательно, yelo если σ∈(γ, a0).Рассмотрим ,,урезанное“ уравнениеy + Lny=∕n(x), (3.3)предполагая, что fn≡E и что φ(∕n)≤γ. Это уравнение имеет по теореме 2.2 единственное решение у„ и в Е, причем φ (yn) = φ (fπ) ≤ γ и у„ ∈ Iσ, если σ > γ.



О целых »решениях дифференциального уравнения 215

Функция Zn=y-y„, где у - решение полного уравнения (1.1), принадлежит Ia<÷E при всех σ из (γ, a0) и удовлетворяет уравнению
W+LnW=f-fn-Lny.Так как f-fn-LnyeIσ при σ>γ, то последнее уравнение по теореме 2.2 имеет единственное в Е решение, которое должно совпадать с Zn. Для нормы решения Z„ в любом пространстве Iσ, σ∈(γ, a0), имеем согласно теореме Банаха о сжатом отображении [6]

n 'r u !1/—Л Lny ∣∣σ II f—fn llσ ∣ II Ln У llσ
II Zn ∣∣σ ≤ ≤ {_q (<j) + !_g (a)

< ∖∖f-fn llσ , Яп (σ) l∣y∣∣q < II f—fn llσ , qn (σ) II/lb ∕ ∖ = a 
l-<7(σ) + l-^(σ) l-g(σ) ψ [1- q (σ)]≡ ’ 4<j'Из последней оценки видно, что если II/—∕πllσ→θ при w→∞, то ∣∣Zπ∣∣σ→0, то-есть, supΛf(r, у— yn) exp ( —σr,-a)→0 при λ→oo, и последовательность у„ 

r≥Rβ (о)сходится к у равномерно во всей плоскости с весом exp (σ r1-a) (и, подавно, равномерно в любой ограниченной области).
ЛПоложим fn (z) = zk' Напомним сначала один факт, относящийся

fc=0к произвольном весовым пространствам целых функций (лемма 4 из [4]). Пусть S—B — пространство целых функций у с метрикой || у || = sup ,где ψ(r) — некоторая положительная неубывающая функция, конечная при любом r<∞. Тогда, если относительно целой функции g(x) известно, что 
g (Θx) ∈ S при некотором Θ > 1, то последовательность gn (х) частных сумм функции g сходится к g в метрике S.Применим эту лемму к пространству S=Iσ, σ>γ. Положим σ1 = (γl-aσ)2-a. Очевидно, что γ<σ1<σ, и felaι. Если принять 0= —, то Θ>l и при r>Λ0(σ)

M (r, f (Θx)) _ Λf(Θr, ∕(x)) _ Λ∕(Θr, /) exp σ1 (Θr)l g _ 

exp σr1~^a exp σr,~a

M (Θr, ∕) _______
= ----------- 7Z-i∑Ξ7 ≤ suP

expσ1(Θr) a r>ΘΛ0(σ)

expσ1(Θr),-a 

M (r, f)
-----ι∑-g ≤ sup

expσ1r, a r≥κ0(σ) I—а∕(Θx)∈∕σ. ll∕.-∕llσ→0> если σ>γ, и, следовательно,можно дополнить таким утверждением.
и
На основании леммы 4 из [4] l∣Λ-J∣lσ →0.Таким образом, теорему 3.1Теорема 3.2. Если fn — n-я частная сумма тейлоровского разложения 
функции f из Е, а уп — полиномиальное решение урезанного уравнения (3.3), 
то yn→ у равномерно в любой ограниченной области; более того, yn .→ у- 
равномерно во всей плоскости с весом exp σr1-α, где σ — любое число, боль
шее, чем φ(∕) (в частности, если f - функция из класса [l-a, δ], δ<a0,. 
то можно положить σ = δ + ε, где ε>0 и сколь угодно мало).Замечание. Если /(х) — функция более низкого роста (порядка р<1—а),, то, привлекая пространства ∏zp,a, можно установить в этом случае более.
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быструю сходимость jn(x) к решению у(х): именно, если f - функция класса [р, σj, р<1— α, σ<oo, то yn→y равномерно во всей плоскости с весом ’ exp (σ+ε) rp, и если f — целая функция порядка р и бесконечного типа, то yn→y равномерно с весом exp rp+e, где (в обоих случаях) число ε>0 можно взять как угодно малым.
§ 4. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙп. 1. Рассмотрим уравнение (1.5) при условиях а) и б1). Заметим, прежде всего, что это уравнение имеет полиномиальное решение y0(x) степени, равной степени т многочлена P0(x)∖ это решение найдется указанным в предыдущем параграфе способом как решение „урезанного“ уравнения

7+ ∑ Pt(,x)∕κ>(x)=Pt(x).
Л=1Из теоремы 3.1 следует, что решение y0(x) единственно в классе Е. Обозначим через E1 класс целых функций роста ниже[1—а, ■ π 1 ).L с (1—а) е /Исследуем свойства трансцендентных целых решений (сокращённо т.ц.р.) уравнения (1.5) из класса E1. ^Заметим, что E⊂E1 во всяком случае для 1 ≤α< 1.)Если y≡E1, то lim ra^^1 In M(r) ≤[e(l — a) (∕Z+3ε)J~1,

где ε>0, и для достаточно больших г, r≥r1>l в силу (2.5) и (2.6)
w(r) r~ge(l-а) /ч

"∙ e(l-a) (J+2ε) -"aW∙Если Н (ε) = sup dk (d +ε)"*, то, используя (2.4). найдем 
k½∖a⅛(r) = max ∣ Λ(x) ∕*>(x) ∣≤^(ε) (<∕+ε)fcλ* [«(r)]* М(г) А ≤e

≤lfι(ε) (~7^+2ε Г Σ afc(r)<η A∕(r), r>r1, >i≥ΛΓ(η).
Таким образом, ряд Ly≡∑ Pk(x) УЛ) (х) сходится регулярно в любой огра- Jt=lниченной области, какова бы ни была функция у из E1. Кроме того,

М(г, Ly) ≤BM(r), r'½r1, и LyeE1.Пусть теперь у(х) — трансцендентное целое решение уравнения (1.5) из E1. Возьцем любое обыкновенное r≥r1 и точки xr, Ixr∣ = r, в которой ∣∏xr)∣ = Λf(r).
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Пусть 8 - сколь угодно малое положительное число. Выберем числоjy1 = ΛT1(δ) так, чтобы ∑ α⅛(r)<-∣- М(г) для всех r>r1, и возьмем любое 
k≈Niфиксированное число n^≥N1. Тогда в точке xr

если r>r2(δ)>r1, и
(4.1)Обозначим величину (xr)β~1 v (г) через Z (г) и исследуем подробнее функцию β(r). По формуле (1.2)∕'>(xr)=y(xr) [l + ε,(r)] (v(r)y(x,)4

Очевидно, что Р* (х) = a⅞k x"i Il+γκ(x)J, где γ⅛(x)→0, при x→oo. Тогда
β (г) м (r)=I у (χr)+χ a∏k у М χ"k^°k [z <r>]* (1 + ¾ 0) Į;

к=\β(r) = ∣ 1 + į' ⅛[∕(r)]fc+ ∑' ⅛xK'k p(r)]ft + į ⅛lx°*-'k [z(r)]⅛(r) ∣.
fc=l Λ=l k=lЗдесь знаком ' обозначено суммирование по тем к, для которых nk = akt и знаком ” — по тем к, для которых nk<ock.Заметим, что в силу (2.5) —(2.6) и того факта, что yeEli lim ∣Z(r)∣< —, r→a> Си функция Z (г) ограничена при всех r≥r1.Пусть Г; — неограниченно'возрастающая последовательность обыкновенных значений такая, что lim Z (ri) = /, где t — один из частичных пределов (при i→co∕→∞) функции Z(r). При любом фиксированном n≥N1 имеем

lim 2 К I '"*^"* I/0 I* I ⅞01 ≤ Jim X∣ ⅛ I I ∕(r) ∣*∣¾fc01 = О, 
r→∞, , . r→co, , ,r∈{Λ} λ=1 re{Λ} *=*∏≡ ∑' l<⅛ I I*, Γ*^** I /01‘ ≤ita r-τ X I ⅛ 11 z(r) |*-0, 

rrT{R}k≈∖ r~*c° к=1где τ = inf [ak-иА] по тем Λr≤w, для которых nk<ak. Учитывая (4.1), получаем lim β(η)=∣ 1 + X'⅛tr*∣ ≤ 4 δ<δ, n>zv1(δ).fc=l 1Используя то, что число 8>0 можно выбрать как угодно малым, приходим к следующему выводу:
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Теорема 4.1. Если у(х) — трансцендентное целое решение уравнения (1.5) из E1, то любой частичный предел функции ∕(r) = v(r) (xr)α~l при 
r→∞, rε{R}, является корнем функции

a W = 1 + Σ ⅛ χk∙
k=∖Следствие. Если γ0 — модуль ближайшего к началу координат нуля функции а(х), то lim v (г) ra~, ≥ min I γ0, — }=γ1.

r→ со, * '
r∈ {Λ}Покажем теперь, что lim v (г) rα~1≥γ1. Для этого достаточно доказать, 

r→ooчто для любой последовательности исключительных значений {r*}, rk↑ оо, lim v (rk) rg-1≥γ1. Действительно, для любого rk найдем обыкновенные зна- 
k→∞ 4чения Rk, Rk — концы исключительного интервала, содержащего rk∖ Rk<rk< R'k. При этом, как известно, Rk = Rk(l+ok(l)j, o⅛(l)→0 при k→∞. Тогда v('⅛)'T1>*U⅛) (⅞)*→=v(∕⅛) Ri→ (l+0t(l)fl
И lim v(rk) ft~1 ≥ Hm v(Rk) R%~1 [l+o*(l)Yx 1= lim v(Rk) ^"1>Yι∙ 

k→∞ k→∞ k→∞Применяя лемму 1 из § 2, получаем такой результат:
Теорема 4.2. Если у(х) — трансцендентное целое решение уравнения 

(1.5) из E1, то <4.1) r→ooЗаметим, что если а иррационально, то α (х) ≡ 1, и теорема 4.1 в этом случае утверждает, что в классе E1 нет трансцендентных целых решений уравнения (1.5). Кроме того, если а рационально и в круге ∣xj< содержится хоть один корень функции а(х) (тогда Yι = γ0), то можно показать, что для такого уравнения всегда найдется нетривиальное целое трансцендентное решение, у которого lim In M (г) rg~1 = 1 ∙
' r→∞n. 2. Исследуем теперь более подробно предельные свойства функции

I (г), предполагая, что а — рациональное число, α = ^-, P<<l∙

Теорема 4.3. Пусть у{х) —^т.ц.р. уравнения (1.5) из Ех. Тогда по 
любому ε>0 можно указать такое R0(ε), что для любого обыкновенного 
r>R0(ε) найдется корень ar(ε) функции а(х) такой, что4 ∣ Z(r)-α,(ε) ∣<ε. (4∙3)∙Доказательство. Пусть j (г) = inf ∣ Z (г) — α | по всем нулям а функции fl(x). Если теорема неверна, то для некоторого εo>0 и неограниченно возрастающей последовательности обыкновенных rk s (rk) ≥ ε0 и подавно I l(rk)-QL I ≥ε0 для всех нулей а и для k=l, 2, ... Из ограниченной последовательности l(rk) извлекаем сходящуюся подпоследовательность ∕(fjt)∙



О целых решениях дифференциального уравнения 219

По теореме 4.1 lim Z(rfc) = α — корень a(x)t и для k>K0 ∣ I (jztc) — a ∣ <ε0 и 
k→∞подавно s(rk)<ε0, что невозможно.Отметим, что из (4.3) следует при r>R0(ε)I ∣∕(r)l -∣a,(ε)l I = Į V(r) r-1-∣ar(ε)∣ ∣<ε. (4.4)Исследуем свойства функции ar(ε) при возрастании г, когда ε>0 — фиксированное достаточно малое число.Так как y≡E1, то∕1= lim∣∕(r)∣<y, ∕1-I-2η0, ηo>0.

r→∞ tВ круге /: 1*1 ≤ ~-ηo содержится конечное число нулей a функции а(х). Всегда можно указать числа h и q такие, что
h>0, 0<9<l, и ∣a1∣-∣O⅛1>A, -p⅛≤⅛

: 0⅛ Iдля любых корней a1 и a2 в круге I таких, что ∣ a21 > ∣ a11 (числа h и q одни и те же для всех нулей в этом круге). Для r≥R2lz('∙)l≤Λ+^=7-η.-⅜.Возьмем числа A1∈(0, h) и q1ε(q, 1). По этим числам h1 и q1 можно указать такое ε1, что при 0≤ε≤ε1I a2∣-∣a1∣ ≥A1 + 2εj ∣ a1∣ + ε≤^1 (∣a2∣-ε) (4.5)для всех корней a1 и a2 в I таких, что ∣a1∣<∣a2∣. Возьмем теперь любое фиксированное ε из интервала (0, ε2), где ε2 = min∣ ε1 }, и рассмотрим свойства функции ∣ ar (ε) |.1. Для обыкновенныхr>Λ3 = max I R1, Λ0(ε) ∣ ar(ε)∈∕r действительно, при таких г∣ar(ε)∣<∣∕(r)∣ + ε≤-^--y ηo + ε≤7-ηo∙2. Функция ar(ε), если рассматривать ее только для обыкновенных значений г, не убывает при r>Λ3.Для доказательства возьмем любое обыкновенное r≥Λ3 и произвольное 1r1∈{Λ}∩ (г, rb)t где Z> = ⅛1)a~1, Ь>\. Имеем в силу (4.4)∣a,(ε)∣<v(r) ra^1 + ει ( ∣ ar (ε) ∣-ε) r1^a< v (г);j tε) I > v (∕-ι) rf-1 - ε; v (r1) < (∣ a,, (ε) ∣ + ε) r∣ < (∣ a1∙1 (ε) ∣ + ε) bl ^a H ^*. Если бы Į arι(ε) ∣< I ar(ε) I, то, так как оба корня лежат в Z,∣ar.(ε)∣ + ε≤tf1(∣ar(ε)∣-εj ,
v (r1) < q1 bl~a r1^a( I ar (ε) I -ε) < v (г),и v(r1)<v(r), что невозможно, если r1>r.
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Итак, для любого обыкновенного г ≥ Л3 и для любого фиксированного положительного ε<ε2 I αr (e) I ≤ I a,1 (ε) |, если rl е[г, rb] ∩ { Л}.Возьмем какое нибудь фиксированное b1 из (0, Ь). Число R3 можно выбрать настолько большим, чтобы в любом интервале (p⅛, pZ>), где p≥ R3, всегда нашлось хотя бы одно обыкновенное значение. Пусть r2 ∈ [rZ>1, rb∖ ∩ R. Тогда по доказанному ∣ ar (ε) ∣ ≤ ∣ аГ| (ε) |. Кроме того, ∣ ar. (ε) ∣ ≤ Į ar. (ε) Į, если r8 ∈ [r2, r2 Z>] ∩ { R }. Но тогда ∣ ar (ε) ∣ ≤ ∣ a,1 (ε) |, если rγ ∈ [г, r2 b] ∩ { R } и подавно, если r1∈[r, rb1 b] ∩ {R}. В интервале (>⅛ rb1b) найдется обыкновенное значение r4, причем ∣ar4(ε)∣≤∣afl(ε)∣, если r6ε[r4, r4Z>] ∩ {Λ}. Отсюда I ar (ε) I ≤ I ar, (ε) |, если r1 е [г, rb2l 6] ∩ { R }, и так далее. Следовательно, ∣ar(ε)∣≤∣arι(ε)∣ для любого конечного обыкновенного r1≥r, и свойство 2 доказано.Заметим, что функция ∣ar(ε)∣ при r≥Λ8(ε2) и ε<ε2 может принимать только конечное число значений (не более р). При этом, если в круге I лежит Q нулей а(х), то p≤Q, причем если хоть на одной окружности ∣x∣ = p, p<-i--η0, лежит не менее двух нулей a(x), то p<Q. Из неубывания функции ∣ar(ε)∣ (при фиксированном ε<ε2) следует в таком случае, что Į ar (ε) ∣ = const для всех достаточно больших г.Итак, для любого ε<ε2 можно указать такое Λ(ε), что для всех обыкновенных r>R(ε)

Į ∣∕(<∙)∣-∣a,ι ∣<e>где ∣at∣ — модуль одного из нулей а(х) в круге I.Возьмем теперь два положительных числа ε4 и ε3 из интервала (0, ε2). Если бы ∣o⅛4∣ =∣= ∣o⅛3∣, то для любого обыкновенного r>max{Λ(ε4), -R(ε3)}I ∣∕(r)∣-K∣ ∣<ε4l ( |/(r)|-|a..l ∣<ε3,откудаr I I <*ε41 - I ae, I I < ε4 + ε3 < 2εz.Если для определенностиla⅛l>l0⅛4∣> то ∣aeJ-∣aeJ<2ε2,что противоречит неравенству (4.5):I ae, I — ∣ o⅛41 ≥ h1 + 2ε1 ≥ h1 + 2ε2 > 2ε2.Итак, ∣o⅛4∣ = ∣aeJ = ∣a0∣, и, таким образом, для любого ε из (0, ε2) можно указать такое -R(ε), что для всех обыкновенных r>Λ(ε)I ∣∕(r)∣-∣a0∣ ∣<ε.Иначе говори, если ^(х) — т.ц.р. из E1, а rk — произвольная неограниченно возрастающая последовательность обыкновенных значений, то 
v(rk) τ^k~1 → I «о I» где a0 — корень функции a(x), причем ∣a0ι не зависит от выбора последовательности rk.
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Пусть теперь rk — произвольная последовательность исключительных значений, rkt°o∙ Находим, как раньше, две последовательности обыкновенных значений Rk и Rk так, чтобы
Rk<rk<R'k, Rk≈-¾t(l +<¼(l)j.Тогда*Γ1v(Λ) (l+0√l))*^'≤v(Λt) (J⅛)-∙ ≤v(rt) rξ-, ≤V(J⅛) ЯГ1 == √¾) (∕⅛)-' (l+⅜d))'"∙.Но ton v(Rlc) R}-' [l + o*(l)T,-l=limv(Λi) (∙¾)*-' [ 1 + ok (1)1' , = ∣α0∣, 

k→∞ l J k→∞ l Jи, следовательно, v(rfc) rg^, →∣α0∣. Итак, справедливаТеорема 4.4. Если у(х) т.ц.р. уравнения (1.5) из Elt то суще
ствуют lim v (г) rβ^1 = ∣γ∣, lim lnΛf(r) ra^^1 = - ,

r→oo r→<x> i a ’

где γ - один из корней а(х) в круге I.n. Š. Вернемся теперь к оценке (4.3). Как мы установили, для^любого ε из (0, ε2) и любого обыкновенного r>Λ(ε)∣∕(r)-ar(ε)(<ε, (4.6)
где a,(ε) - один из нулей а(х), лежащий на окружности ∣x∣ = ∣a0∣ = Λ, где А не зависит от ε и г. Тогда ar (ε) = Λexp zφe(r), где φe(r) принимает одно из s дискретных значений, 1 ≤ s ≤p (если только один нуль а (х) лежит на окружности ∣x∣ = Λ, то обязательно 5=1; в общем случае $ не превосходит числа нулей а(х) на окружности ∣x∣ = Λ). Неравенство (4.6) перепишется так Į v (г) ra~1 exp t (a — 1) arg xr-A exp i φβ (r) ∣ < ε,или Į v (г) r^^1 —А+А—А exp zIφe(r) + (l -a) argxj ∣< ε, откудаI l-expiIφ,(r) + (l-a) argxr](<-i-(ε + jv(r) (4.7)
Пусть φe(r) + (l-a) argxr = 2mπ + η, где ∣η∣<π, a ∣m∣ - целое число или нуль. Тогда из (4.7)I 1 —exp i η I 1—cosη<-^-j cos η > 1 — >0,
и η лежит в первой или в четвертой четверти. Поэтому∣sinη∣ = sin∣η∣<-j-j ∣ η | < -2- ,
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так как ∣x∣≤-^- sin | х | при всех x∈[- у, у]/ Аргументы φe(r) и argxr можно при любом r>R(ε) выбирать так, чтобы ∣φe(r)∣<π и ∣argxr∣<π (то-есть берем наименьшие по абсолютной величине значения аргументов). Тогда . 2∣m∣π<π + (l-α) π+^-; I "l I < + ⅛ < 1.и единственное возможное* значение для m = me (г) при любом r>R(ε) равнонулю. Отсюда I Φe<f) 1 επarg xr------ —i- < —71-----r1 o r а— 1 1 Л(1—а)и аргумент точки xr, в которой ∣y (xr) | = М (г), асимптотически стремится при r→∞ к s определенным числам. В соединении с теоремой 4.4 мы получаем следующий результат, итоговый для этого параграфа.Теорема 4.5. Всякое трансцендентное целое решение уравнения (1.5) цз E1 
является экспоненциальной звездной функцией. При этомlim ra 1 v (г) = γ0, _ lim rα~1 In М (г) = ,

r→∞ r→∞ * a
∞

где γ0 — модуль одного из нулей функции 1 + aik χk∙
к=1

§ 5. ОЦЕНКИ СНИЗУ ДЛЯ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ ЦЕЛЫХ РЕШЕНИЙп. 1. Валирон показал [7], что если у(х) — целое решение уравнения 
∞

с постоянными коэффициентами fl⅛ У{к) = θ и характеристическая функция
fc=0этого уравнения принадлежит классу [1, оо), то lim r~1 lnΛf(r)>0∙, кроме r→ooтого, если решение у (х) является экспоненциальной функцией, то lim _lnA/(r) ≥ uot где ijo _ МодуЛЬ ближайшего к началу координат нуля 

r→OO 00функции ∙ ω (х) = 2 ak xk.
k=0Отправляясь от метода работы [7], мы обобщим результат Валирона, рассмотрев уравнение (1.5) при условиях а) и б). Легко видеть, что условие б) равносильно следующему (в обозначениях п. 1 § 3):

lim ]/ n∖ cn = o<∞.
n→∞Пусть у(х) — т.ц.п. уравнения (1.5) иlim ra"1 lo Λf(r) = E.

r→∞Тогда для некоторой последовательности чисел г,(г,)«"1 In M(f,) < Е+8. 8 > 0.
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Если 2∕⅛≤∕,≤∕⅛, где O<β<l, ę=l, 2, ...то r-l In M(r)<ln M(fq) (rq)*~' QlΓa<QlΓa (Е + δ) = E1j ρ1=ρ→.Если положить rq = Qrqt то на последовательности отрезковk9, 01rj rα^1lnΛ∕(r)≤E1.Но, как было показало в п. 2. § 2, для г ≥ jR0 и h > О w (г) In (1 + у j ≤ In M (r + h).

Без ограничения общности можно считать, R0<r1<r2< • • • Еслиρ < 6xp(-tξ!zt), то ρ1>exp-r4τ=ι + z>.Пусть ⅜aλ=[γ*, ρ1 rft], л;=[гЛ, ρ1 eα^l rjt], fc=ι, 2, ...Возьмем любое г ∈ Λ'k и h = rD. Тогда rk ≤ г + h ≤ Q1 rk и г + h ∈ Λ⅛. Но тогда In М (г + h) ≤ E1 (г + A)1 -α = E2 rl ^a, E2 = e E1.Итак, если reAk, тоly(') ^f(l + D) =£зГ'-'‘' e3 = ∙E,2 (!-«)•
Возьмем какое-нибудь D1 > 1 + σ. Для всех г ≥ Т?5 r+Z)1ra<λr, где λ=l+ε, ε>0.

> LРассмотрим отрезки Λfc = ∣∖, -ф- ea~1 rjfc]. Очевидно, что если r∈Afc, то г + 
+ D1raEΛk при всех достаточно больших к. Оценим теперь М (г, у^) = 
= M(r, л), если r∈Λ⅛ι 

r+h• Λf(r, п) ≤ n∖ h~n М (г) ехр f du.Если положить A = Z>1r≡, то r + A∈Λ⅛, и
r + h

M(r, п) ≤ £>Гл r~aπ n∖ М (г) exp Ez [ u~a du.Оценивая выражение
• r+hλ(r)= ∫ u-*du = -^L [(l + β1,∙-∣)∣--l]

Г
Iточно таким же методом как функцию τ(r) из п. 1. § 2, получаем для 

1

r>DΓl λ(r)<Dl.Итак, если r∈Λ*, то
M(r, n)≤E5nl Drπ r~an M(r)t E5 = exp D1E3.
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Найдем мажоранту для £ αfc(r) (см. п: 1. § 3), считая, что rε∑ Ak,

k≈n k≈lЕсли как раньше, Q = sup∣a*∣, то для всех r≥r1 и при всех л>1 и r≥r1 
∑ a*(r)≤ £ <⅛*! H1E6DΓ', M(r) = SnM(r), ¾=iς⅛τ , 

k=n k=n ,где δn → 0 при п → оо.Рассмотрим какое-нибудь обыкновенное значение r∈Afc (такое значение на ЛА найдется при всех достаточно больших к, так как если μ⅛ - мера множества исключительных значений на Λfc, то lim — = 0).
k→∞ r*Если у(х) — т.ц.р., г — обыкновенное значение из Л* и х, — точка на окружности ∣x∣ = r такая, чт£ ∣,y (xr) ∖ = M(r), то из уравнения (1.5) при 

x = xr получаем, учитывая (1.2):ι∑¾m∙'∙-('÷≈-<'∣)∣<⅛ι+
m=0 + 2 cmm!Z>-"∙¾∙ff1≤*-w+δ,.

m=n+∣Пусть
a=∑Ak, s={R}nQ-

к=\Предположим, что lim ra~1 v (r)<λ0, где λ0 - модуль ближайшего к на- r∈S,, r→aoчалу координат нуля целой функции Я zω (х) = 1 + 2 ⅛t **•
fc=lТогда для некоторой подпоследовательности fl из S,

v(fι) f∕a"1 ≤λ0~⅛. θ<g<-τp / = 1, 2, ... (4.8}.Пусть d=min ∣ ω (х) |. Для всех п ≥ N2 в круге ∣ х ∣ ≤ λ0 — 2g
∖ ∣Λ∣≤λ,- 2g ∣ι+∑,<⅛t**∣>4>0∙ <4∙9>

Л=1В то же время при всех n^≥N3 8n< -½-. Зафиксируем какое-нибудь п > ≥A2 + 7V3 и рассмотрим функциюхм-l Σ¾(^Γ^-(ι⅛w)∣.
771 = 0при r = fl, 1= 1, 2, ... . Если nm<am, то∣^=.∣l2FΓ'-ll+≡-w∣<⅛. '>⅛
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Кроме того (по-прежнему, при r = f∕), за счет стремления к нулю tm(r), 
п
∑ I < I (X. - 2g)" r"-»-”" I εm (r) I < 4 ,

/п=0

если r≥Λ7. Итак, для всех достаточно больших fl

для l>L, и мы пришли к противоречию.
Следовательно, lim v (г) rα-1>λ0. Если теперь pz — последовательность 

■ r→oo, r≡S

исключительных значений из ∩, pjoo, то как и раньше, найдем 2 после
довательности Rl и Rl обыкновенных значений таких, что

R∣t R,le Akp Ri<pi<Ri∖ R'ι = R∣ [1 + O∕(1)J∙

Отсюда, точно так же, как выше, в § 4, найдем, что ∏m v(pz) p7-,>λ0∙ и, 
таким образом, /_>0°

lim v(r)rβ-1≥λ0. /410ч
r→ω,r6Ω 4 * '

Следовательно, для k>K(ε) и reAj? v (г) rβ-1≥λ0-ε.
С другой стороны, для v (г) при всех достаточно больших (обыкновенных 

или нет) значениях г мы имели оценку 

v(r)≤
lnΛf(r + А)

lπ(1+A)

точно такого же вида, как и для w(r). С помощью тех же рассуждений, 
что и в случае w(r), находим, что если reA'k, то v(r)≤E3rl-β и подавно 
-v(r)<E3 r1~a, если r∈Λfc⊂ΛJc. Учитывая (4.10), получаем, что E3>λ0, или 

(E+δ) βΓβe(l-a)≥λ0.

Так как число δ > 0 можно взять как угодно малым, а число β1 > exp 1 -
как угодно близким к ехр -į J_tt, то Таким образом, имеет
место

Теорема 5.1. Если у(х) — произвольное трансцендентное целое решение 
уравнения (1.5) и условия а)—б) выполнены, то

lim tj~i In ¾ (г) ⅜ ττ(⅜rηr ≈Д > θ∙ (4∙1∙)

Было бы очень интересно Заменить константу В в теорему 4.1 более 
точной. Если у(х) - т.ц.р. уравнения (1.5) из класса [1 - а, ар), та из
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результатов § 4 следует, что lim rα~1 In M(r) ≥-λ°~ , причем это неравен
ство уже не улучшается. r→0°

Если же у(х) — произвольное т.ц.р., то, применяя (в усложненной 
форме) методы настоящего параграфа, можно заменить константу В величи

ной 1 , если степени nk многочленов Pk (х) удовлетворяют дополнитель
ному условию! для всех достаточно больших k

<x.k-nk≥~ * + ht где Λ>0, а α = sup-⅞-.
* 2 k½∖ k

Это условие всегда выполняется, если, например, nfc≤ <& — у.
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BEGALINES EILES DIFERENCIALINES LYGTIES SU POL1NOMINIAIS 
KOEFICIENTAIS SVEIKIEJI SPRENDINIAI

J. F. KOROBEINIK

(Reziumė)

Darbe nagrinėjami diferencialinės lygties

∞ nk
У + 2 Pk(x) y<V =f(x), Pk(x)=∑ akxs, (1)

A=1 J=o

sveikieji sprendiniai, kai patenkintos sąlygos
___  k _______

sup — = α < 1; Hm 1/ sup I ak I < ∞.
A≥l k k→∞ Q≤s≤n∣c

Autorius įrodo lygties (1) sprendinių egzistenciją ir vienatinumą sveikų funkcijų 
klasėje [1—α, σ], σ<oo ir nurodo metodą sprendiniams aproksimuoti. Ištirta tokių 
sprendinių asimptotika ir gautas homogeninės lygties (f=0) sveikųjų transcendentinių 
sprendinių apatinis augimo rėžis.
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ON INTEGRAL SOLUTIONS OF THE DIFFERENTIAL EQUATION OF INFINITE 
ORDER WITH POLYNOMIAL COEFFICIENTS

' J. F. KORΘBEINIK

(Summary)

In this paper are investigated integral solutions of the differential' equation

∞ nk
У + 2 Pk^ y(k) =f(χ)' PkM = ∑ asχs> <1>

fc=ι . j=0
under conditions

___  * -
sup — = α < 1: ∙ lim l∕ sup I ak I < ∞.
k>' k 0≤.≤√

The author obtains a theorem of existence and uniqueness of solution of equation 
[1] in the class of integral functions [1—α, σ}, σ<∞. and indicates a method of appro
ximate solution of this equation. Asymptotical behaviour of such integral solutions is 
also described and a lower bound of integral transcendental solutions of homogeneous 
equations (with f=0) is obteined.




