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ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 
LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS

19 6 4

О Z-ФУНКЦИЯХ ГЕККЕ И РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ 
МНИМОГО КВАДРАТИЧНОГО ПОЛЯ

к. ^УЛОТА

Выданной работе рассматривается мнимое квадратичное поле A"(]∕-d), 
которое известным способом ([1], [5], [6]) расширяется до систем идеальных 
чисел. г

Используя в [1] и в [3] полученное приближенное функциональное урав
нение дзета-функций Гекке, доказываются некоторые теоремы относительно 
Z-функций Гекке, а также применением новых оценок для сумм вида 

∑τ(α)
улучшаются ,,плотностные“ теоремы [2] о расположении нулей дзета-функ
ций Гекке в „критической“ полосе

~ < Re 5 = σ ≤ 1.

На основе полученных теорем улучшаются остаточные члены в асимптоти
ческих формулах распределения простых чисел мнимого квадратичного поля 
(Кубилюс [6]).

Лемма 1. Пусть x≥2, τ(a) — число идеальных делителей a, φ1 и φ2— 
вещественные, такие, что 0≤φ2-φ1≤2π.

Тогда '

‘ X τ (а) = (Λ In X + Λ2) (<f>2 - Ψ1) × + о (х ), (1)
O<Na≤x

φ1<Arg a≤φ1

где ε>0 и A1, А2— некоторые константы, зависящие от поля.
Лемма доказана в [4]. Она также легко следует из приближенного 

функционального уравнения Z-функций Гекке мнимого квадратичного поля 
([3], теорема 2), теоремы о частных суммах ряда Дирихле (Титчмарш [7]) и 
методов И. Кубилюса суммирования характеров Гекке.

Лемма 2. Пусть Ω>0, 0<Δ<-i-Ω, φ1 и φ2— вещественные, такие, 

что 0≤φ2-φ1≤Ω-2Δ, г — натуральное число. Тогда существует периоди
ческая функция ∕(ω) с периодом Ω, обладающая следующими свойствами:

l0. ∕(ω)=l на интервале [φ1, φ2],

0≤∕(ω)≤l „ [φ1-Δ, φl] и [φ2, φ2÷∆],

∕(ω) = 0 „ [φ2 + Δ, φ1 + Ω-Δ]. (2)

2. Lietuvos matematikos rinkioys, IV—3.
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где

1«ш1 ≤

20. f (ω) разлагается∞ 2πι
f(ω) = ∑ amen

nv= —<х,

К. Булота

в ряд Фурье

та (3)
<'o = τ⅛-(φ2-φ1 + Δ). (4)⅛(<P2-<P1 + Δ).τ⅛∣- (w≠°)-|2 . ( (m≠0),π∣m∣∖π∣m[∆∕ ' ' (5)

Лемма является обобщением известной леммы И. Μ. Виноградова. Приводится из Į6J.
Лемма 3. Пусть x>3, X>2, X<ζx↑n~1x, Ξ — характер Гекке вторе го 

рода с показателем т, |/и| ≤Λf.
Тогда ∑ Ξ(α) Λ(α) = ∙E(Ξ)x- £ √≤-+О(⅜ln*Mx). aeft 1 γ ∣ ≤Xo<Na≤Jt

где: 91 — фиксированный класс идеалов поля,А (о) — обобщенная функция Мангольдта ([5], § 6),*(≡)={θι Ξ = Ξ0 — главный характер Гекке, λ ≠ ~о> 
сумма в правой .части (6) берется по всем нулям p = β + zγ функции 
Z (s, Ξ, 91), ординаты которых: ∣ γ ∣ ≤ X.Лемма доказана в [6] (лемма 14).

Лемма 4 (Ван дер Корпут). Пусть f{x)— вещественная, k раз диффе
ренцируемая функция, непрерывная вместе со своими производными на ин
тервале [а, b], b>a>∖.

Пусть, далее, на всем интервале [а, Ь]χ*≤ ι√wωι≤**λ*. (7)
Тогда

2 ^ω=θ{Aj(Z>-a)λ^+(i-a)1^^λ4^^7), (8)
а<л<6 ,

где K=2k~1.Это известная лемма Ван дер Корпута, которую можно найти, например, в [7].
Лемма 5. Пусть Ξ (Ь) — характер Гекке второго рода с показателем т 

и образующим идеалом τn≠0 {подробное определение в [1]), t — веществен
ное число, g — число единиц поля, которые ≡l(modm).

Тогда при n>V=↑∕ w2g2 + 4z2 >1 справедлива оценка

(9)
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где

8 =
k К k η 4-ЛГ( Гл 2 j 2*,+*-4 , ∏≥n2 ^ 2jf<*-,>

2(ΛT-1) 1 k 1 k , A-K

(y-√ κ 2Yk-' , r≤n2^ ^2jr"f-',

(10)
(Н)

‰-класс идеалов поля, K=2k~1, k ≥2 — натуральное число. Доказательство. Расширим мнимое квадратичное поле присоединением идеальных чисел. Как уже говорилось в [1], в этой системе идеальных чисел классу идеалов ¾0 однозначно соответствует двумерная сетка Kq идеальных чисел. Каждому идеалу b соответствует однозначным образом определенное число β сетки Ко, если из ных чисел выбрать по одному представителю.венства:
каждой Также группы сопряжен - имеют место ра-Λrb = ,7V(β), ≡(b) = ≡(β).Систему чисел β∈λr0 разобьем на классы βz∙≡θ) (mod тп), то числа βy представим^ при в виде
вычетовнекотором базисе ωv,по mod тп. Если

ω2√βy = xωιy + yω2y÷ θy, (Кубилюс [5]). Получаем следующее выражение 
mod m5=y ∑ χ(¾) ∑

(12) оцениваемой суммы S:

*(V-rf)

Введем обозначения:
Fj(x, y)≈mg arg (xωv+^ω2y + ¾) -1 In (xωlj+yω2j + θy) (xωv+yωil + By),Zve,φl' = ωv∙ (xωυ+yωij + θy),
Zy e'φ2j = ω2j (xωv+yω2i + -9∙y),

Vete = 2t + img.В работе Кубилюса ([5], лемма 9) показано, что производная функции 
Fj(x, у) выражается следующим образом:⅛*}(*. ∕) = (- W-1)! M,cos(fcφls, + Θ). (13)Очевидно, что производная по х выражается аналогично, при этом числа Z2y, φ2y заменяются числами Zlj и φιy соответственно.Область βy βy ≤ п представляет собой в плоскости двух переменных х и у некоторый овал, эллиптического типа, который при достаточно большом п содержит внутри себя начало координат. Достаточно оценить сумму S в каком-нибудь одном квадранте, например, в первом. В остальных квадрантах оценка будет в точности такой же.Рассмотрим область β>β∕≤".O<argβy≤-ξ- , (14)
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которой соответствующую часть суммы S обозначим через Sjl. Удалим из области (14) два сектора: один с радиусом Z, где Z < ↑∕~n:β>⅛≤z≈,0<arg⅛≤^-, (15)и другой с углом раствора О (8): ⅛βy≤n,t ∣cos(fcφυ + Θ)∣≤8, (16)где 0 < δ < 1.Всю оставшуюся из (14) площадь после удаления секторов (15) и (16) разделим вертикальными прямыми на полосы ∏p:x∈∏p, если 2pZ1 <x≤ 2*,+1Z1,/7 = 0, 1, ..., Р-1,x∈∏p, если 2pZ1<x≤Z2,Z1 = O(Z).Через Z2 обозначена максимальная абсцисса в области (14). Очевидно, что при достаточно большом и, Z2 = O(]∕ п).В каждой полосе ∏p, за исключением той части, которая принадлежит (16), выполняются неравенства :
c* (2a,+1zJ*^ I ∂xk Fj ^x, I c2 (2pZ1)k ’ 1 ’при некоторых постоянных c1>0, c2>0.Оценивая сумму подсекторам (15) и (16) тривиально, имеем¾1<n8+Zf+∑ ∑∣ X eui<*'>∣.

p = 0jr=l 2pZ,<x≤2p + 1Zl
• I cos (fcφ∣y∙ + Θ) |> 8Применяя для сумм по х лемму Ван дер Корпута, полагаем в ней

k≥2,

hk≈S~1,

у c>r8
^k (2pZjk ’Получаем

Sjl<ξ nS + Z2 + 8≡^i> Γ^^zir п +

-!___ _______ !___ ,_Д+___ Ч—Выбирая: + δ 2<^r-,> Z=]∕^n8,
у 2(K-∖) n К ' 4(X-1)

к К8 = (Zn 2) 2*,+*r-4, для (40),
2 (К-1) к 18 = (r^1n κ 2)2jr~i „ (И),получаем оценку (9) для суммы ⅝.
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Во второй части первого квадранта — для < arg βy ≤ доказательство
аналогичное, оно отличается только тем, что роли х и у меняются. Лемма 
доказана.

Замечание 1. Из хода доказательства видно, что знак числа t не играет 
никакой роли и (9) верно для любого вещественного t, удовлетворяющего 
указанному условию. Также и замена характера Ξ его сопряженным ни
сколько не отражается на результаты.

Замечание 2. Сформулируем результат леммы для частного случая

δ =

4 10 Ä »36

К131 п 131, для Vs ≤n≤ К209, (17)
2 4 136 _2

у 33 n 33 У209 ≤ п ≤ И3 (18)
1 3 2 10

r8n^l6, ,, И3 ≤w≤ V 1 , (19)
3 10

Ии 2, V1 ≤w. (20)

из (9) при к = 2, 3, 4 и при наилучшем подборе ин-(17)—(20) получаются 
тервалов для δ.

Теорема 1. При K≥2 справедлива оценка

Доказательство. Положим в приближенном функциональном урав
нении

• 4π
Имеем:

z⅛+'')<l⅞^≡7∣÷l*⅛÷")∑-¾
αe¾ Va2 be<R∙ yvb 2

Na<X yva Nb<X yvo

+ О (In2 V).

По одной лемме Кубилюса ([6], лемма 3) .

_1__ 
ψ(1y)<P2 ’к1“20. 

Следовательно,

ψ(4+⅛)<<i∙
По теореме Абеля о суммировании по частям:

z(τ+it)<f ~Γ^+y isl∙y','
1 ξ2

где

ae<R 
Na<ξ
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z(±-+it}4 f ξ 2<∕ξ+r8 ∫ ς '6√ς+r16,

По лемме 5, (19),
1 13

S(ξ)<κβξ16,
2

для K3 ≤ ξ ≤ К,

S(ξ)<ξ,
2_

для ξ < К3.
Следовательно,

2
И3 1 1 Г 11 7

1 1 
и3

и отсюда следует утверждение теоремы.
Теорема 2. При Jz≥2 справедливы оценки

_7

И8
(1 — 0) 

In V,
Z(σ + it) <;

l~iaV 8 In V,

4<σ≤ι,

0≤σ< -у.

(22)

(23)

Доказательство. Теорема следует из оценок:

Z(l + ιr)<lnK, К» 2,

Z(O + ft)<⅛Kln V, Г>2,

(Кубилюс [6], лемма 6), или из приближенного функционального уравнения, 
далее, из теоремы 1 и из выпуклости порядка рядов Дирихле (Титчмарш 
[8], 9.41).

Теорема 3. При
I m Į ≤ М, M≥2, T≥ 1

справедлива оценка

f IZ (-i- + /<) f dt«(М + Т) ln4 МТ. (24)
i

Доказательство. Заменяя в интеграле z(y+⅛) приближенным 

функциональным уравнением ([3]), в котором полагаем

4π
имеем:

т т т
14 f ∣Z∣1dt+ f ∖Z∖Rdt + [ R2dt,

i i i
где

Z= ∑ - ξ <tt> ι Λ = ln≈F0, Γ0 = ]∕ m2gs+4T2,
ΛβTO .. τ+'f
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91 — фиксированный класс идеалов поля. Применяя во втором интеграле неравенство Коши-Буняковского, а во первом производя известные преобразования, получаем7<Tln4K0+f £ Σ -⅛⅛-Λ<
' d∈¾ α,αleW Vn2Vö2lnJY®ltfa<x Na<Nal<x yva yva1Применяя леммы 5 и 6 из [2], имеем∑ (25)

a≡9l
. Nü<x∑ ∑∙ ----- i----- f------------« Zin* r0.a.a1e9l n 2 n 2 i Na1

Na<Nal<x yva yva1 ln

(26)
Следовательно, *<≤(Γ+F0)ln4 Г,.Так как

Vt<ζT+M,то отсюда следует утверждение теоремы.Аналогичные теоремы о среднем можно получить и во всей критической полосе.Теорема 4. ПустьΞ2 = Ξ2(⅛a) = 2 ≡(aχ)≡(aa)∙
dι≡9i 
a1≡9l 

Nal=Nat=Na

Тогда для σ>γ + ε>-^- справедливо равенство

хlim 4√ ∣Z(σ + ⅛, Ξ, <R)∣M=Z(2σ, ≡,. Я). (27)
x→∞ ^Доказательство. Теорема доказывается аналогично предыдущей. Полагая в приближенном функциональном уравнении ([3], (57))0<c<7<l,

имеем γ РУ*
l4π)∙y = О(И),

Z(*, ≡, «)- 2 4^+0(χ2 °) = z+o(x2^σ). ае9?Na<x



316 К. БулотаДалее, × × у Ξ(α)∕∣z∣sλ=∫<⅛1 №’+"i 1 Na<× Nb<x

= Σ Σa∈¾ be¾ 
Na<x Nb<x

Ξ (a) Ξ (Ь) Naσ Nba
max∑ ,' ≡(a)≡(b)(X-Λta)+<√ ∑∑a≡¾ ∖ a≡% b≡¾beft Na<Nb<Xyva=Nb=Λ х‘

1
n<X

* Nb 
Naa Nbσ In -ττ- γ

= × ∑ ⅜≡r+θ(∑ nl+'-2°) + O(X2-*,l∏1X) + O(l) = a≡9l n < x
Na<x= X{Z(2σ, ≡2, 9i) + O(X1+∙-2°)} + O(l).Следовательно, при σ > -Цг~ .

X X
f ∖Z∖4t= fl 2 ⅛-Γ<ft~*Z(2σ, Ξ2, Ж).i i аейN(L<XТак как

х χ х 2_ x
[ Z(s, Ξ, 9t)∣2Λ= ∫∣ Z∖idt + O (J ∣Z∣Z2 °λ)+o(∫ X1^2σ<∕r) = ii i i i

X X X J_
= ∫ ∖Z∖idt+O (∫ ∣Z∣2<ft f X1^v,dt'y +O(Xi^w)≈ ι * i i

то отсюда следует утверждение теоремы.Теорема 5. Пусть -^-≤σ<l, Λ∕≥2, T≥2. Обозначим через N(σ, Т) — 
число нулей дзета-функций Гекке Z (s, Ξ, 91), ∣m(≤Λf, в областиσ ≤ a ≤ 1,E(Ξ)≤∣d≤T.

ТогдаJV(σ, T)< { Λ∕4c2T2<1+2^(Λ∕+T)4c>ln4c<+β(MT) }1-σ In46 (Л/Т),
где числа c1, c2, c3, ci определяются из оценочного неравенства

z(+- + ir, В, ^<Mc^Tc<(M+τy∙}nc∙(MT),

(28)(29)
(30)

Доказательство. Теорема доказывается таким же образом, как и соответствующая теорема для ζ - функции Римана.
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Положим также, как и в [2],Ψ(,) = Z(,,≡, Я) ∑α<≡¾ 
Na<xλ(a)= 2 μ(D)<≤τ(a).

aett©/а
nT)<xТогда ψω= ∑ -^≡∙a<≡¾
Na½xФункция ψ (.у) является всюду в плоскости .у регулярной, кроме точки 5=1, в которой она в случае Ξ = Ξ0 имеет простой полюс.По теореме Йенсена ([2], [7]), как показано в [2], получаем

ßI* In Φo (5) Л = — 2π∕ j* N'(а, Т, T1)cIa,
с σΦ0(5)=l-Ψ*(5),где N' (a, T, T1) обозначает разность между числом нулей и полюсов функции Фо (j) в области, ограниченной контуром С, причем считаются нули и по-'люсы лишь на частях контура C2, С3:C1: Res = σ, T≤∣Ims∣≤T1,

С =
С2: 1 Ims 1 = T1 σ ≤ Res ≤ β,С3: Res = β, T≤ 1 Ims Į ≤ T1,С4: ∣Ims∣ = T, σ ≤ Res ≤ β,2 ≤ T< T1 ≤ 2Т, Так как 4≤σ<β∙

Φ0(j)= — Z(s, Ξ, Я) Σ -a∈¾ (a) μ. (a) f 
Nas Į Z (j1 Ξ, Я) ∑ a∈¾

Na<x Na<xто N(σ, Т, T1)≤tf'(σ, Г, T1).Как было показано в [2], г,Im f In Φo (s) <fc< f I Ψ (σ + ft) ∣2 dt + In MT.
C TСледовательно, ,

∞ τl
f N(a, T, T1)dσ-< f ∣ Ψ (σ + it) ∣2dt + In MT.o TОценим теперь

τl
f ∣Ψ(σ+it)∣*dt.

T
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Имеем ∕lτ(1+1+,ς ∑. ⅛⅛⅜ [⅜P'< о αxe9l a,∈5R 1 2 о
Nal*X N(h½X

.<r ∑a≡9l
Na>x

1 p (a) 1 1 у V 1λ (aι)λ (a≡) 1Wa2+lδ 1 Zι Zj ΛΓatale<R al≡<R M +8 M⅛+δ In 
Nat>Nal>x z yva>

где ₽(«) = Σ λ (a1) λ (a2) ≤ τ2 (a) τ (Ma) < τ4 (a).a>e9l
a,e<R 

NQι=Na,= NaВ силу оценок лемм 4 и 6 в [2] имеем2 τ∙(a)<ξln>*(ξ+2),a∈¾ ' υNa≤ζ2wΓw------ <ξ>n*9(ξ + 2)∙ (32)
Отсюда следует по теореме Абеля о частном суммировании Σ⅛Σ⅛-∑⅜)√⅛ Σ ^(a)<∕ξ< a≡9l n½x a≡9l , х a≡9t

Na½x Na=∏ x≤wa≤ξ
X 11 ; как

Х28 = e28 In X > (2δ In y)15,то V tM) in15 у , 1
Zj tfa8+∙δ jr1+≡δ Zδιs • (33)a∈¾ V 1

Na>xДля λ > 1 τ⅛<l +-yJ------l∏λ V λlnλи следовательно:ΣΣ∙
ciιt≡SR a.≡9l 

Nal> .vaι>λ∙

τ (fl1) τ (Qa)
jYCIg

(Na1aa)1+δln^~
< ΣΣ al≡9i a,≡9l 

Nat>Na^x+ ΣΣ a1θlR al∈W 
Nat>N<h>X

__________________ τ (∏ι) τ (aa)________________
4- Ж 

(Na1)δ (Wa<,)1+8 (JVa1aa)2 In

τ (a1) τ (aa) 
(Wa1a2)1+δ

NQ,>X

+ 22----- τ(⅛,)τ(<⅛) <t(f ξ→-> X τ(a)rfξ)*+Qi∈SR a1eft _ .(M⅛)1+8 (Wa1 a4)2 In -j~- × v a≡¾ , jr
Na1>ΛΓaι>(Naι)δ 4 M*ι x≤Na=⅞ξ
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+ fξ-∙ ΣΣ------- ⅛^⅛n-<∕ξ<( H→-slnξdξ)* +Х <*∙λ⅛>2⅛

00+ ( ς-1-8ln"ξ√ξ< -3⅛8-(lnX+-∣-)s+⅛8(lnX+-∣-)48<8-"∙ (34)
XИз (33) и (34) следуетг[∙ IΨ (1 + 8 + it) Is dt < 8-" + у 8 (35)ÖИмеем, далее,∣t(I + .)∣.,<∣z⅛ + 1,.ξ. <k)∣∙ 2 5<⅛S>Γ+ι.α≡9l дга2Na<x yvСледовательно,[ ∣ψ(γ + ι7]ΓΛ<Λ∕2c∙T2f∙(Λ∕ + Γ)fc∙lna'∙(Λ∕Γ) f I ∑ s<α)^(g) l2t⅛.

о 6 аеЭ? ма2+"
Na<x yvaИмеем в силу лемм 5 и 6 из [2], согласно неравенству∑ ≡ (<>1) μ (01) ≡ (a2) μ (a2K τ2 (а),а,ей а,е9?∕∕Qι=^ai=*Naследующую оценку:

; ∑о ae¾ 
Na<x

∖td'= Σ Σaι∈¾ a1≡¾ 
Nal<x Nat<x <≤Tln3 A,÷yin2 Ar<(T+ Ar)ln3 X,

Ξ (а) μ (а)
J+"Na2

«г ≡÷ ΣΣa∈¾ aι≡¾a1∈9l
Na<x NQι<Nat<X 1

и, таким образом,т
f jψ(y + /г) pz<M^7'2'-(Λ∕ + T)κ∙(T+Y)lnfc∙+3(Λ∕7X). (36)

Таким образом, для X≈T, T<T1≤2T,
τl[ jψ(y + ι7j∣2A<Λ√^T2f∙+1(Λ∕ + T)fc∙ln2'<+3(Λ∕T), 

т
T1[ ∣ Ψ(l+8 + ∕7) ∣2Λ<⅛ 1+8_и.

тИнтегралы такого типа являются выпуклой функцией от σ (Титчмарш [7], гл. VII, п. 8), следовательно, при 0,5≤σ≤l+δ имеем: »
1 

l+δ-σ °-ТTl 1 i—
f ∣Ψισ + ft)∣2Λ<{Λ∕^Γfc∙÷1(Λ∕+T)fc∙In2c∙+3(Λ∕Γ)} 2+S (1+8-«)2+‘. (37) Г
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Полагая 3 = ln^1 МТ, находим из (37):
τl[ IΨ (σ+it) ∣2 dt « { Λ∕lf' T2 <lt2r>> (Л/ + T)tc∙ in1c∙+β (МТ) }1'σ In« МТ. (38)

тПолучаем
Į ΛΓ(α, Т, T1)<∕a<{ Λf4c*T2(1+2с,)(Л/+T)4c*ln4c*+β (ΛfT) }1^σ∙ In46(ΛfT). (39)
Теорема отсюда следует обычными рассуждениями, как, например, в [2] или [7].
Следствие. Полагая, в силу теоремы 1,c1 = c2 = c1 = 0, c, = -⅛-,

имеем: JV(σ, T)<≤(Λ∕ + T)4° T2<1-oUns2(Λ∕T).
Теорема 6. При обозначениях теоремы 5 имеем оценку:_ ( (Λ∕T)<6+e'><1-°>ln'(Λ∕T),Σ n^∙ t∙ ≡)< { (MT)^'∙, 

∣mΓ≤Λf

где с — некоторая положительная постоянная, ε1>0, ε2>0.Теорема доказывается таким же способом, как и теоремы 2 и 3 Обозначим, также как и в предыдущей теореме:
τω=z(f, s, л) 2 b¾----i.a≡9t

Nū^Z

Φ0(s)≡Φ0(*, ≡)=1-Ψ2(ε), 

В

(40)
(41)(42)

[2].

¾ω= ∏ φ.(*, ≡)∙
∣mΓ≤MОбразуем контуры C1 и С2 следующим образом:

си: Res = a, 7τ1-ε1≤ Į Ims Į ≤ T2 + ε2,
С12 : 1 Imsl = T2 + ε2, a ≤ Res ≤ β,
С13 : Res = β, T1 — ε1 ≤ | Ims ∣ ≤ T2 + ε2l
Ci4: ∣Ims∣ = Γ1-ε1, a ≤ Res ≤ β,
c21: Res = a, — T2 - ε2 ≤ Ims ≤ T2 + ε2,
С22 : Ims = T2 + ε2, a ≤ Res ≤ β,
С23 : Res = β, — T2 — ε2 ≤ Ims ≤ T2 + ε2,
С24 : Ims —— — T2 ^^~■ ε2, a≤ Res ≤ β,причем y<a≤l, β≥2, T2>T1>1, ε1, ε2 выбираются так, чтобы на горизонтальных линиях c12, c14, c22, c24 обоих контуров функция ReΩ0(∙y) имела не
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более O(lnΛfΓ) нулей. Это всегда возможно, так как число нулей этой функции в полосе 4<σ≤2,T≤ 111 ≤ т+ 1, является конечным, и, как это следует из. доказательства теоремы 1 в [2], не превышает
О (MlnМТ).Такими же рассуждениями, как и в [2], в силу выбора контуров C1 и 

С2, получаем х t ∙ Γs+ε,2 f Λf(σ, Γ1, Γ,)√σ< 2 [ ∣Ψ(α + <7)∣2Λ + lnΛ∕T,Ξα ≡ Γ1-ε,I m I ≤ M I I ≤ М∞ Γ,⅛ε1 '2 f Λf(σ, Γ2)<fo< 2 f ∣'F(α*ι7)∣2Λ + lnΛ∕Γ,За 3 0∣∕n∣≤Λf ∣nι∣≤Λ∕или же
∞ To + τ χ2 f N(σ, To, Tl, + T) dσ<ξ ∑ f ∣ ψ (a + it) ∣2Λ + ln MT, (43)За ≡ T„I m I ≤ M I m ∣ ≤ M

T-2≥To≥0.Для оценки интеграла в (43) используем приближенное функциональное уравнение дзета-функций Гекке в уточненной форме ([3], теорема 2), полагая в нем:
x=γ=JζLv.4π Отличие составляет применение новых оценок для

Σ τ («)•В [2] при оценке интеграла
тя2 ∫ ∣Ψ(σ + ft)l2Λ

3 гI m I ≤Λf использовалась, кроме прочего, следующая теорема Кубилюса ([6], теорема 3): 2.2 τ (a) = A1xlnx+A2x+ 0 (*4 In 16x). (44)
O<N(a)≤jc

Φι<Arg a≤φ1Заменяя эту оценку леммой 1 настоящей статьи, теми же приемами, как и в [2], приходим к неравенству:
τβ+τ2 ∫ IΨ(a + 0)∣2Λ<[Λ∕(Γ0 + Γ)y∙+∙j<1-a>lnc(Λ∕T), .

3 т,
I m ∣≤Λf 4полагая Z=χ-1(Λ∕T),+∙.
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Следовательно,

2 f M<J. 7», T0 + T)<fc< [Λ∕(T0 + 7')]<∙+∙∙><,^α>lne(ΛfT). (45)
∣m∣≤Λf β

Утверждение теоремы отсюда следует обычными рассуждениями 
([2], [8])∙

Доказательство оценки (42) остается почти без изменений с той лишь 
разницей, что в силу применения приближенного функционального уравне
ния в новой формулировке ([3], теорема 2) снимается ограничение m<ζ∖ 11.

Теорема 7. Пусть х>0 вещественное, достаточно большое число, φ1 и 
φ2— вещественные числа, такие, что 0<φ2-φ1^2π, v — целое число, удов
летворяющее условию (v, тп) = 1, где m ≠ 0 - целый идеал, р — простое число поля.

Тогда

Nφ⅛x 
p≡v (mod ГЛ) 
φl<Argp≤φ, 

где g'—число единиц поля, ε>0, h — число классов идеалов (или идеальных 
чисел поля).

Доказательство. Теорема доказывается так же, как и теорема 4 
в [6]. Обозначим:

7t-jc2(1→1)j

Λ = jfOl-l+ε,

Ω = ⅛-, ⅛1 = ⅜
g 1 6

Пусть ∕(ω) — функция леммы 2 с указанными параметрами. Из леммы 2
имеем

∕(ω)= ∑ amelmgω + O(x~t),
∣m∣≤M

где ат — в лемме 2 указаны коэффициенты. 
Исследуем сумму'

2R(φ1, φ2)= ∕(Arga)Λ(a),

N (a) ≤ х 
a≡v (mod ТП)

где А (а) — обобщенная функция Мангольдта ([1], [5]),
* — обозначает, что из каждой группы чисел, ассоциированных в ши

роком смысле, берется по одному представителю,
(ТП)

—то же для чисел, ассоциированных по mod m.

Имеем из (47)—(48):

(47)

(48)

(ПТ)
Sdl(φ1. φs)-' ∑ <⅛ ∑* Ξ1(a)Λ(a) + O(l).

∣m∣<M N(a)<x 
a≡v(mod ТП)
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Так как (m) (m)

2 x(v) ∑* x(α)≡ι(α) λ(α) = ∑* ≡ιWA(α)2x(v)x(α)-
χ N'a)½x Λr(a)≤x χ

(ГЛ)=Aφ(τn) 2* ≡ι(a) λW∙
N (a)≤x 

a≡v (mod TΓt)
TO (m) (m)2* ≡ι(a)A(a) = -^sy 2 x(v) ∑* x(≈)≡ι(a)Λ(a). (49)

Λr(a)≤.v X 2V(a)≤Λ
a≡v(mod m)Сумма в (49) берется по какому-нибудь набору чисел Ko, неассоциированных по modτπ и удовлетворяющих условию 2V(a)≤Λ∙. Если a∈λ√τo все ассоциированные числу a будутε1a, ε2a, . . ., εe(∏υa, где {ε1, ε2, . . ., εe (тп) } = E(m, а), соответственно полная система единиц поля К, неассоциированных по mod m, зависящая вообще от a, e(m) = y.. В силу определения характера Гекке второго рода Ξ = Ξ1χ имеем:∑* X(β)≡ι(a)A(a)= 2* 2 X(ae)≡ι(4ε)A(aε) =

Λr(a)≤x N (a)≤ X■ ε≡E (ТП, а).= ∑* x(≈)≡ι(a)Λ(a) 2 X(e)≡ι(e) = e(m) = ∑* ≡(a)Λ(a).
N (a)≤x ε∈K(∏t, а) N (a)≤xСледовательно,ЭД(ф1. φ2)=-⅛^⅛)- 2 ⅛χ(v) 2* ≡(a)A(a) + O(l),

X W (a)≤A
∣∕π∣≤Λfгде внешняя сумма берется по всем характерам≡ = ≡1X с ∣m∣≤Λ∕.По лемме 3 получаем: ς «w ∑ ⅛÷<b∙>)- ,x ∣γ∣≤r “

0<∣ т ∣≤Λf

где

= ^⅛⅛ β0^+ O{(φ2 - φ1 + Δ) xW+x*∖}, (50)

Здесь суммируется по всем нулям pε = β + fγ функций Z (s, Ξ, 91) c I m I ≤ Mt ординаты которых ∣ γ ∣ ≤ T.По одной лемме Кубилюса ([6], лемма 10)



324 /С Булотагде __4σ0 = c(lnx) 5, с>0.Обозначим: fc = [(l -σ0-θ1) 1пх],9=[⅛τ]> λγ=∏d^-σy = θ∙ι+√l∏-1x, (7 = 0, 1; к),

Т™ = ^, (n = 0, 1.................N).Тогда

0<∣ m ∣≤Λ∕ Oj≤β<σy+1

ιr< ς Σ
β<01

*0.-1

Ip≡I +
∑ ∑ ∑ w÷

л=1 ≡ β<O1
0 < 1 m 1 ≤ М ∙p(n) < j γ, į j,(π — 1)0<∣m∣≤Λf ∣T∣≤7w

к+Σ Σ Σ σy.-,^-r=^1+^2+^a+H'4.
;=о Ξ ∣γ∣<r

где
k aj~j. ",.=Σ Σ Σ ⅛
j=0 ≡ ∣γ∣<τ

0<∣m∣<Λf βy≤β<θy+1

k σ.-l*>Σ Σ Σ ⅛
;=о ≡ ∣yi<γ

0< 1 m 1 ≤М σy≤β<σy+1

По одной лемме Кубилюса ([6], лемма 2), число нулей функции Z (s, Ξ, 91) в области σ > 0, T≤ j 11 ≤ T+ 1 не превышаетO(Λ∕lnT).Следовательно, суммы W1 и Ψ2 оцениваются как
я _±<x<,∙-1(lnx)M+2 x0'^1(∣∏x)Λ∕<≤x4∙-1(ln2.v)Λ∕<⅞Λ∙ 2 1π*λ∙ = o(1).

л — 1Для оценки остальных двух сумм W3 и Ψ4 применим* теорему 6.Обозначим:
H¾-]÷1-

Γo = τi, ¾≤ι-1⅛. ln(T+2), l-2δ<σ,≤l.
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-σ,-

χ(σy-l) (3-4tf1-2ε+8-8Φ1)-2(l-01)+3ε^ 2 Л3<3 4^° 5°+3ε* = 0(l)

;=0 7=0

Аналогично,
k Р

x°>~' [(Λ∕r0)'6+e', “~°)y + ∑ (МТ„2'>y6+e° 0^σ>, (T02f)-1 ]In«x<⅞ 
j=0 р=о

k
< 2 xσJ~l Mk6+ειuι~σjy (Tį6+ei)(1_o/)+.T(6+ei)(I"o>)_1)lncx^

√=0

< 2 x°y~1 ^(6+E1) °"σy,l∏c** + 2 x3j~l (MT)(6+£l)(1_a/T^lnc«x<
j=0 j = 0

k k
< į [√5-6^-3ε,t,-^ln^+√<5-6 (1-°? ln<⅛c]<≤ ∑ x^εa^σ'0ln^=o(l).

;=o j=o
Таким образом

-σ,-

H,= o(l). 
Подставляя оценку (51) в (50), имеем: 

ЗИ (φι∙ φ2) = <⅞ X + О ((φ2 - φ1 + Δ) х) + О (х*‘) =

=w⅛<τ∙-^x(1+β(1>)+o^∙

В силу (48) и согласно определению функции ∕(ω) в лемме 2:

Σ (1÷0(1)) + O(χθ.n
Λr(α)≤x

α≡v (mod ТП) 
φ1<Arg a≤φi

Из (52) теорема следует суммированием по частям.
Теорема 7. Пусть х — вещественное достаточно большое число, x<y<ζx, 

φ1 и 9г — вещественные числа, такие, что 0 ≤ φ2 — φ1 ≤ 2π, v — целое 
число, (v, m)= 1. Тогда

Σ 1 =
x<N(p)≤y 

P≡v (mod m) 
φ1<Arg p<φt

¾⅛⅛I(l÷o(l))÷O^÷.>.

где

3. Lietuvos matematikos rinkinys, IV—3.

(51)

(52)

(53)

(54)
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Теорема 7 следует из теоремы 6 таким же образом, как и теорема 5 из теоремы 4 в [6].Следствие 1. Асимптотика (46) не тривиальна для секторов

φ2-φι>Λr , ε > 0. (55)
Следовательно, в каждом секторе, где радиус r=x2 достаточно боль-

1
~ 6^^*^ε

шой, вершина в начале координат и угол φ2- φ1>x , лежит хотя бы 
одно простое идеальное число р ≡v(mod m).Следствие 2. Существует бесконечно много простых натуральных чисел 
p = a2 + b2 с ∣⅛∣≤p3 . (56)Следствие 3. В каждом круге, центр которого находится на расстоянии 
r>r0 от начала координат и радиус >r^*+z, лежит хотя бы одно простое 
идеальное число p≡v(modnτ).Институт физики и математики Поступило в редакциюАкадемии наук Литовской ССР 10.XI.1963
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/ APIE HEKĖS Z-FUNKCIJAS IR KVADRATINIO MENAMO SKAIČIŲ KŪNO 

PIRMINIŲ SKAIČIŲ PASISKIRSTYMĄK. BULOTA
(Reziumė)Šiame straipsnyje įrodoma keletas teoremų apie Hekės dzeta-funkcijas menamo kvadratinio skaičių kūno atveju.Tarpe kitų, gaunami šie įvertinimai:z(-i-+>7, ≡, 91)<(∣m∣ + ∣M)Λ
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[M (T0+T)](β+e*) (1^α> lnc (Λf+T+T0), 
[M(T0+T)]i α-*)÷¾,

т
f ∣z(y+>7, ≡, 9l)∣2Λ<(∣m∣+T)ln∙(∣m∣+Γ+2),1

X1 f 1lim -v ∣Z(σ+∕r, ≡, <R)l≡Λ=Z(2σ, ≡2, 91), σ>-y+ε, AT→oo Л jkur S — Hekės antros rūšies charakteris, m — jo rodiklis, ≡a — tam tikra aritmetinė funkcija Šioms teoremoms įrodyti panaudojama Hekės dzeta-funkcijų artutinė funkcionalinė lygtis ([3], teorema 2) ir sumų su Hekės charakteriais įvertinimas Van der Korputo metodu. Taip pat įrodoma teorema, duodanti ryšį tarp Hekės dzeta-funkcijų modulio ant tiesės σ=l∕2 įvertinimo ir tų funkcijų nulinių vietų kritinėje juostoje pasiskirstymo.Panaudojant [4], patikslinamos Hekės dzeta-funkcijų nulinių vietų tankio teoremos, gautos straipsnyje [2].Tegul N(α, To, To+T, M) — visų Hekės dzeta-funkcijų su ∣m∣≤Λf nulinių vietų skaičius srityje jσ≥α>-2",0≤To≤∣ r ∣≤T0÷T. Tada (teorema 6)tf(α, To, To+T,(ε1>0, ε2>0, c>0, Λf≥ 1).Šios teoremos pagalba pagerinami J. Kubiliaus gautų kvadratinio menamo skaičių kūno pirminių daugiklių pasiskirstymo asimptotinių formulių liekamieji nariai, kurie čia gaunami šios formos:
Σ '=⅛⅛('÷∙ω)÷o(.j∙').

Np≤x
P≡v (mod ГЛ) 
φ1<Arg p≤<PtV 1 _^(φ2-φι)(y-χ) ∕1 ι z1.∖, ∕ *s+ε*\21 1- 2πΛ<p(m)lnx (1+o(l)J+O^ )>
X<Np≤y

P≡v (mod ТП)
Φι<Arg p≤φ10<x<y<ξjx, g', h — žinomos konstantos, ε3>0, ε4>0.

ON THE HECKE’S Z-FUNCTIONS AND THE PRIME NUMBER’S DISTRIBUTION 
IN THE ALGEBRAIC QUADRATIC IMMAGINARY NUMBER FIELDK. BULOTA

(Summary)In this paper are obtained same results (theorems 1—4) about the Hecke’s Z-fιmctions^ There are proved, that
7_z(2-+i7, ≡, 9i)<(∣ m ∣-H 11)'®

τ
I ∣z(y+∣7, ≡, <r) ∣2<*<(∣ m ∣+T)ln* (∣ m ∣ + Γ+2),

Xlim f lZ(σ÷ft, Ξ, 9l)∣2Λ=Z(2σ, S„, 91), σ>4-⅛ε,
x→∞ į δwhere m — an exponent of Hecke’s Charakter Ξ, j=σ+⅛, Ξ2 —an arithmetical function..
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The theorem 5 establishes a relation between the estimation of Z (s, ≡, 91) on the line σ=l∕2 and the zeros of Hecke’s Z-functions.The theorem 6 improves the results of [2] about the density of Hecke’s dzeta-zeros in the stripe l∕2<Res≤l.Let TV (α, T0,T 0+T, M) - the number of zeros of the all Hecke’s Z-functions with I m I ≤ M in the domain 1σ≥α>~2-,0≤To≤lr∣ ≤Tn÷T.Than we have (theorem 6)ΛΓ(α, To, To+T, M)≪ [M(T0+T)]<β+e*) (1-α>lnc Λf(T+T0), [Λ∕(Tu+T)]4 'ι-<*)+⅛,(ε1>0, εa>0, c>0, Λf≥ 1).By means of theorem 6 is obtained an improvement of the well-known J. Kubilius [6] results about the prime numbers’ distribution in the quadratic immaginary number field. We have (theorems 7 and 8)Σ l=≤Stfe('÷∙<'0÷o(-l*'')∙
Np≤x

p≡v (mod m)
φl<Arg p≤φ1v , √(φ≈-φι)⅛-*) (.................∖, „ I iβ+e, ∖1 1------ 2π⅛p(m)lnV (l+o(D)+<ψ ),
x<Np≤y

p≡v(mod TΠ)
Φι<Argp≤φfwhere p — prime number of field, v — an integer number of the same field, m≠0 — an integer ideal, ε3 and ε4 — arbitrally small positive constants, 0<x<y∙≤x


