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ТЕОРЕМА П. ЭРДЁША И А. ВИНТНЕРА 
НА УПОРЯДОЧЕННЫХ ПОЛУГРУППАХ 

С РЕГУЛЯРНОЙ НОРМИРОВКОЙ3. юшкис1. Вещественная или комплексная функция f (т) (т = 1, 2, ...) называется аддитивной арифметической функцией, если для любой пары взаимно простых ml, m2
f (∞ι "⅛) =∕ ("∣ι) +∕("⅛)∙ Пусть

К { f (m) < У } = -į- М„ { f (т) < у },где Mn{f(m)<y} — число натуральных чисел ти, удовлетворяющих условиям m≤n, f(m)<y.П. Эрдёш и А. Винтнер [6, 7] доказали, что для любой вещественной аддитивной арифметической функции /(ти) сходимость рядов v II∕(P)I∣ Σ ιι∕ωιιa 
РР Р Ргде

,ly,z,ll (f(p). если l∕(p)l≤l.ll∕(p)ll=∣ lι
если l∕(p)ι>l,и суммируется по всем простым числам р, является необходимым и доста-точным условием для сходимости функции распределения Хл {f (т) < у } при 

п → ∞ к предельной функции распределения в точках непрерывности последней.В настоящей работе теорема П. Эрдёша и А. Винтнера обобщается на упорядоченные полугруппы с регулярной нормировкой.2. Мы будем придерживаться следующих обозначений и определений.c1, с2, ... — положительные постоянные; В — число, ограниченное по модулю константой; х — вещественное число, х>0.Далее, мы будем пользоваться определениями полугрупп статьи [1]. Пусть G — мультипликативно записанная свободная коммутативная полугруппа со счетной системой Р образующих элементов, причем все образующие элементы бесконечного порядка. Таким образом, каждый элемент те G однозначно записывается в форме m=p↑ιp%*..., где pleP и αf — целые неотрицательные числа, причем только конечное число al∙÷0. В частности, если все o⅛ = O, будем иметь единичный элемент, который обозначим символом е. 5
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Пусть, далее, N — гомоморфизм G на мультипликативную полугруппу положительных чисел. Образ N(m) элемента те G будем называть его нормой. Кроме того, будем считать, что гомоморфизм N обладает еще следующими свойствами: в полугруппе G имеется только конечное число элементов m с N(m)≤x при любом x>0, N(pi)> 1, N(e)= 1. Элементы полугруппы 
G упорядочиваются по их возрастающим нормам. Из вышеуказанных свойств гомоморфизма, очевидно, следует, что N (тп) = N (m) N (п), если т, neG∖ 
N (m) ≥ 1.Если 'v(χ)= 2 b=Cxθ+Bjcθ*,

N (т) ≤ хгде С, Θ, Θ1 — константы, C>0, 0≤Θ1<Θ, то такую полугруппу будем называть упорядоченной полугруппой с регулярной нормировкой или, коротко, полугруппой G.Обозначим еще :.т, n, d — элементы полугруппы G; п\т означает, что существует de G такой, что m = nd∖ п будем называть делителем m ∖ pa∖∖m означает, что pa∖m, pa+1∖nr, (т, ri) = e означает, что т и п не имеют общих делителей; ∙λx{ f(m)<у } — частота элементов полугруппы (7, для которых ∕(w)<y, т. е. отношение числа элементов meG, N(m)≤x, f (m)<y к числу v(x); s>Θ — вещественное число.Оценки при помощи символов В, о, ~ относятся в основном к х → ∞ или j→Θ + 0.Распространим определение аддитивной (мультипликативной) функции на полугруппу G. Вещественную или комплексную функцию f(m) (соответст
венно g(m)y) (meG) мы будем называть аддитивной (соответственно мультипликативной), если

f ("⅛ "⅛) =∕("⅛) +f(m2) ( g (m1 m2) = g (m1) g (m2) jдля любой пары .m1 и m2eG с (τn1, m2) = e. Отсюда непосредственно следует, что f (е) = 0 и, если g (m) не равна тождественно нулю, g (е) = 1. Далее, аддитивную и мультипликативную функцию, очевидно, можно представить в виде ∕(∞) = ∑ ∕(pα). g(»»)= П ?(р“)>
Ptt∖∖m ' Pa∖∖mоткуда следует, что аддитивные и мультипликативные функции вполне определяются значениями f (pα), g (pa) для α = 1, 2, ...3. Теорему П. Эрдёша и А. Винтнера на упорядоченных полугруппах с регулярной нормировкой мы формулируем следующим образом.Теорема. Пусть f (т) — вещественная аддитивная функция, определенная 

на полугруппе G. Для того, чтобы законы распределения

K{f(m)<y}

при x→ ∞ сходились к предельному, необходимо и достаточно, чтобы рядыv II/000 „ V ∣∣∕^)∣∣,
• Δ N(p)q Zj ΛΓ(p)Θ »

pep рер



Теорема П. Ердёша и А. Винтнера 431

sdβ ,,,J∕(∕>). если If(p)∖<l,||/(р)11 ji, если ∣∕(p)∣≥l,
сходились. Если предельный закон существует, то его характеристическая 
функция равна п /1 _ _____!____ \ у exp ("ztj,*0

1 1 ∖ N(p)β I Li w(p)∙θpep α=O
4. Для доказательства теоремы мы используем некоторые соображения Г. Дедянжа* [5]. Нам понадобятся некоторые оценки по нормам элементов полугруппы G и по нормам образующих элементов.
Лемма 1. Для полугруппы G справедлива оценка

Σ ^ = cθ10*+5∙ (D
N(m)≤xДоказательство. Используя частичное суммирование, имеем, что

Σ W(m)β 7® Σ 1 + θ∕ Σ 1 Tθ+i" =
N (m)≤x N(∕n)≤x i Λr(m)≤u= 5+CΘ ∕-⅛- + 5∕-^⅛+Γ = CΘlnx+B.

1 1

Лемма 2. Для полугруппы G справедлива оценка

∑ ⅞S⅛-*∣- И

N(p)≤xДоказательство. Известно [1], что
2 lnΛΓ(p) = ⅛xθ + o(xθ). (3)

N{p}^xОтметим, что для доказательства (2) достаточна менее точная оценка. Ввиду того, что оценку (3) мы используем в другом месте, применим ее и доказывая нашу лемму.По формуле частичного суммирования находим, что
∑ ⅛s⅛-√∑ «w«; ∑ h>w√⅛∙ 

2V(p)≤x ΛΓ(p)≤x 1 N(p)≤uа в силу (3) цолучаем
Σ ⅛>=^÷√⅜=*'-∙

ΛΓ(p)≤x 1
Лемма 3. Ряд •

‰ω=∑ -⅛r

mεG

сходится для всех вещественных s>Q и 
при s→Θ + 0.
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Доказательство. Применяя формулу частичного суммирования, имеем У 1 _ V(X) I 7 Г yf(u)du -
N(m)s xs -r J us+1

N (m)≤x 1
= ^-+Cs [ uθ^1^1 du+B∫ ιfi<--1du =

i i

=Bxβ^*+-⅛- —°*θ~' + В f κβ∙-∙>-1 du.
S—& s—Θ J ^1 ∙Отсюда следует сходимость ряда при s>Θ и соотношение (4).Лемма 4. В обозначениях леммы 3 справедлива оценка ⅛τ=⅛(1+°ω) (5>

при s → Θ + 0.Доказательство следует непосредственно из леммы 3.5. Дадим некоторые теоремы тауберовского типа.Лемма 5. Если α (z) — функция а ограниченным изменением, а (0) = 0,
1(Λ= ∫ e-^da(z)6 

сходится для y>Q и I(y)→l при у →0, то для того, чтобы о.(z) → I при z→oo, необходимо и достаточно, чтобы
г

f ūda, (и)=Bzо 
при z → оо.Доказательство см. в [4], стр. 193—194, а также примечания на стр. 196. iЛемма 6. Если α (z) — возрастающая функция

Иу) = į e-^da(z)О
сходится для у>0 и Z(y)~при у →0, где О, то а(z)~Zz.Доказательство см. в [4], стр. 198 — 201.Лемма 7. Если ат для всех те G комплексные числа, ∣αm∣≤c1 и

ΣdLm = « + о(1) 
N(m)s s-& 

mčG
при s → Θ + 0, то

Σ -⅛⅛+0<1))ln*
N(m)≤jc

при X → ОО.Доказательство (ср. [5]). Из принципа мажорирования рядов и леммы 3 следует, что ряд
∑ot∕n

N{m)s
тевсходится абсолютно для s>Θ.
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Обозначим
⅛ = wm + ⅛, α = u + ⅛,

где um, vm, и, v - вещественные числа. Пусть c2>c1. В силу (4) и предпо
ложений леммы имеем, что

Σ⅛+ci ¾+caCΘ 
N(m)s ~ j—Θ 
m∈G

И

Σ‰+ca, v+ciCG) 
N(m)s ~ J—Θ 
meG

при J→Θ + 0.
Обозначая 1y = Θ+,y, имеем, что

∑um+c2 1 u÷caCΘ 
W(m)θ N(m)y ~ у 

meG
И

∑vm+c2 1 v+c2CΘ 
N(m)Q N(m)y ~ у 

те&
при у → + 0.

В лемме 6 возьмем
a(z) = V 2⅛+<⅛
'' 21 ΛΓ(m)θ •

In N(m)≤z
Тогда

τ(v∖ У um+c2 1 ¾+caCΘ .
σ' Δ N(m)e N(m)y ~ у 

meG

условия леммы 6 выполнены и, значит,

In N(m)≤z

при z → оо. Аналогично

Σ
In N (m)≤z

при Z→ 00.

Обозначая z=lnx, имеем

Σ '^^→+<⅞CΘ)lnx
N(∏0≤*

И
∑ 7^>→+¾CΘ)tax, 

N(∕n)≤x
а в силу (1) получаем

Σ -⅛=("+°w)ι∏χ
Ar(fn)≤Λ

И

∑ jv‰r=(0+°ω)lnx
N(m)≤x

при X 00.
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6. Докажем еще пару предложений. 
Лемма 8. Если ak≥0 (k = 1, 2, ...) и ряд

Σ <⅛
к=\

сходится, то можно найти такие числа bk≥0, bk→ ∞ при к → оо, что
бы ряд 

2
А=1

сходился.
Доказательство. Не ограничивая общности, мы можем считать, 

что ak>Q. Полагая
t,ι = aι+1 + aι+2 + ...

и
V Гк-i-V rk = 1bk =  = rk-x-rk =____________ 

ak_______ ak (V ΓΛ-1 + l∕ rk) V r*-ι + l∕ rk ’
будем иметь, что bk → ∞ при k → ∞ и ряд ,

00 ' 00

∑¾⅛=∑(1∕^^-V7*)
Jt=l ⅛=1

сходится.
Лемма 9. Пусть g (т)—мультипликативная функция, принимающая зна

чения exp(⅛∕(w)) или 1 (f(m)- веицественная аддитивная функция)-, 
111 ≤ Г »nun 5|/(^)-/(р«-1)| - (б)

где минимум берется по всем р и а, удовлетворяющим условиям N(p)<3θ,

α<β-L ΘlnΛΓ(p) J+1, 

∕(pa)+∕(pa^1)∙ Тогда

meG реР

где Ψ(s) — непрерывная функция при j≥Θ.
Доказательство. Очевидно, ряд

∑g(m)
N(m)s

meG

при s>Θ сходится абсолютно. Применяя тождество Эйлера, имеем

(7)

(8)

ζ=ω=∏(1-τ⅛r)^,
и

Тогда

∑g(m) __ r-т у g(pa)
N(m)s 1 1 Zj N(p)as *

m∈G pep <х=0

^ζ^Γ ∑ tf(Js = ∏χpW> 

meG реР

(9)
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где ‰>Cy)-(l jv(p)s ) (1 +Σ N(p)∞ )•
a= 11°. Если g(w) = exp (∕7∕(w)) и ΛΓ(p)≥30, то

оо
∣Zp(∙y)-l∣≤ jv-(p)s + jv(p)≡s +(1 “ N(p)s ) Σ _У(Й^' = 

а=2

2 2 2 2 - 1
N(p)s + ΛΓ(p)ω 3 + 3≡ < 1∙2°. Когда g(m) = exp(itf(m)) и 7V(p)<30, γ4,(s) придадим вид

i ч ι.exp (⅛∕(pa))-exp (⅛∕(pa-1)) 
Хр (5) = 1 + /.

a=l
N(pFsОбозначимгде M∙y)=∑

«=1

‰(s)-l=rp(s) + vf(s),

exp [<7∕(pσ))-exp(ι7∕(pa-1 )

N{p)∞

(Ю)
и

оо

vp(s)= ∑ 

<x=β+lимеем:
exp (⅛∕(pa))-exp (⅛∕(pa-1))

N(p)as

1

По условию (7)∞ --I Z⅛ (s) I ≤ 2 2 ΛT(p)as ≤ 2 ∑ W(p)<xΘ = ~1 ~ ∖ ≤ ~2 •
a=β+l a=β+l N(pFθ∖N(p)q-1)Теперь оценим rp(s):

∣r<Λ∖<V |стр(,7/(р*))~ехр(й/(р°‘-1))1 = 

∣rp(∙y)∣^∑ N(p)as
a=l

(П)

_ £ У 2 { 1 -cos t (∕(p*)-∕(p∙-1)) I

a= 1По условию (6)
β| rp (∙s) ∣∕≤ 2 JT

<x=lПодставляя β из (7), находим ∣'>ω∣≤2¾- <⅛(3∙3+i)=4-∙ Из (10), (И) и (12) следует, что∣χ,ω-ι∣<ι.

N{pΓ tf(p)βθ

• ^ωθ-ι β
sm 10 N(p)e-1 '

N(p)a0 < 5
«=1

∑l 7V(jp)Pθ-1
ΛΓ(p)α0 - 5W(p)βθ •

(12)
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И

‰W=(ι-

3°. Если же g(w)=l, то для всех реР из определения χp(s) получаемW)r) (1 +∑^JV(^^)βl',
∣χ,(j)~l∣ = 0<l.Следовательно, для всех реР и 111 ≤Т' IzfM-i∣<1∙ понадобится еще одна оценка. Пусть‰(,)=1-η^Γ+‰(,)ι

- N(p^ +(1 N[pjr} Σ
<х=2

Нам
g(Pa) 
*(p)as

(13)
(14)

∣⅞(-s)l≤ N(pys +(ι N(py )Σ 2 

N(p)ts ’Так лучаем
1 _ 

............................................... N(p)tu “
а=2

как χp(s)⅜0 в силу (13) при s>Θ, то логарифмированием по-(15)
inχΛ)=-j‰1 +χ⅛W, i

H-,(5)=ln{ 1 +(χj,(s)-l) }-^⅛⅛F-∙Применяя (13) и (14), находим, M⅛ (s) = χp (j) -1 + .В I χ, (s) -1 р - = % W+В Į -gffipy1- + %, (*) ∣2.Оценим wp(s) по (15)

где

lw⅛(∙y)l N(p)is 'Формула (9) в силу (16) принимает вид⅛ Σ ⅛ - “Р ( Σ - Z. <■>) - “Р { Σ -⅞⅛l Į * » 
meG реР реРΨ(j) = exp{χ1*⅛(s)}.реРВ силу (17) при j>ΘΨ(j) является непрерывной функцией. Лемма доказана.7. При дбказательстве теоремы нам понадобятся еще следующие шо известные оценки: I sin АI ≥ с3 ГЛ I при ∣Λ∣<1,j —аА- I < ci < 1 при IА I > с5,I sin А — A Į ≤ * < при Į А | < 2

ч

И

для любого вещественного и.

(16)

(17)

хоро-(18)(19)(20)
(21)
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Переходим к доказательству аналога теоремы П. Эрдёша и А. Винтнера.8. Необходимость. Пусть последовательность, функций распределенияf*W = λ1{∕(m)<y}при х → ∞ сходится к некоторой функции распределения F (у) во всех ее точках непрерывности. Тогда по известной теореме теории вероятностей имеем, что последовательность характеристических функций
?«(') = f = 2 e"z<",→φ(0

— оо N(m)sζχравномерно для всех 111 ≤ Т. Подберем T=min(2, Г), где Г указан в формуле (6). По формуле частичного суммирования получаем
∑ 4≡-=÷ ∑ ∑

V(zπ)≤x N(m~)-ζχ 1 W(m)≤u

1 / \ г v<")(φ W+o(θ)
=7^W(<pW+o(1))+j f--------- --------------  du=

i= Cxθ^s (φ(0 + o(l))+Cs į
1 ' »где p(κ)→O при u→oo. Предполагая s>Θ и устремляя х в оо, имеем что

у _ C⅛φ(t)
Λr(m)s j-θ +tj2W 

mGGгде
z<,)=∕Покажем, что

7ω=0(τ⅛-)

при s→Θ + O. Существует, очевидно, такая константа cβ, что
Далее, для любого ε > О δ = δ(ε)>O, что
и
при s — Θ > δ. Имеем:

sup∣p(w)∣≤cβ.
1можно найти такое x0 = x0 (≡) > 1 и такое

sup lp(")l<4
u½xt *1- 1 ■ t

xq~q < 2c∙

10. Lietuvos matematikos rinkinys, IV—3.
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при s-Θ<8. Таким образом,

∑eilffm) _ Csφ (t) + o (1) 
N(m)s ~ s—Θ 

mεG
при j→Θ + 0.

Умножением (5) на наше тождество получаем

√5)Σ^S- = H0 + o(l) (22)
meG

при J → Θ + 0. .
В лемме 9 будем считать, что g(w) = exp(∕z∕(wι)) для всех meG. Тог

да в силу (22) и леммы 9 ряд

∑ei∣f(j>)- 1
~N^(pjs~

р*Р

при j>Θ сходится. При этом его сумма должна сходиться к конечному 
пределу при s→Θ + 0.

Положим в лемме 5

Тогда в силу (2)

Так как интеграл

α<z) jv(p)θ •

In Λr(p)≤2

∫--w-^ Σ ⅞⅞⅛1-⅛
0 N(p)≤ez

f0 , , ч e*V(p)-l
f е yz^a (z) = jv(p)β+p 

О рер

сходится при y→ + 0 к конечному пределу, то согласно лемме 5 должен
сходиться ряд

Из (23) имеем, что ряды

∑eilf(p)-l
' N(p)9 ■

рер

γ> 1—cos tf(p) _ 9 γ Sin> 2 
Z* N(p)* δ Δ N(j>)* 
pep pep

∑sin tf(p) 
N(p)* 

P*
сходятся, а из (24) следует сходимость рядов

Σ
I Z(P) I < 1

1—cos t f (p) 
N(p)*

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)Σl∕(p)l>i

и

9

Для членов ряда (26) в силу неравенства 111 ≤T≤2 имеем, что∣2⅛> <1,
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следовательно, согласно (18), ∕,∕,(p)
4

Σ
l∕Q>) 1<1

Поэтому ряд
f*(p) 

N(P)*сходится.Очевидно, имеем
1 f 1—cosr∕(p) , _ 1 ∕ 1 _ sin T f (p) Į
T J 2У(р)® N(p)* Į Tf(p) Joа в силу (27) получаем, что ряд

Y 1 f i _ sin τf (p) Į
Zi ΛΓ(p)θ į Tf(p) J

I∕(p)I≥1сходится. В этом ряду Į T∕(p)∣ ≥T≥c8, тогда из (19)
I sin T∕ (p)
I T f (p)

∣<c,<l,и поэтому наш ряд мажорирует ряд
Σ

l∕GOI>l

1 
ΛΓ(p)θкоторый сходится, откуда следует сходимость ряда

а в силу (25) и ряда Σιrαoι>∣ sinf∕(p) 
tf(p)θ

Σ
GOKI

sinf∕(p) 
N(P)* *В том случае ∣∕∕(p)∣ <2 и по (20)I sin tf(p) -1 f (p) I ≤ -t *yIcrtДелением на N(p)q и суммированием получаем

Σ
I∕(P)I<1

sinr∕(p) 
N(p)β

tf(p> I < t*
H(p)e Г 3Так как ряды (28) и (30) сходятся, то и ряд

f*(p) 
Δ N(p)f> ' 

f(j>)∖<ι

сходится. Σ
I f Ср) I <

/(₽) 
ΛΓ(Wθ

Наконец, из (29) и (31) имеем, что рядV IIZ(p) II
Δ N(p)9 
рёрсходится, и из (28) и (29) следует сходимость ряда
γ II ∕(p) lla
Δ N(j,)* ,

(29)

(30)

(31)
(32)
(33)
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9. Достаточность. Пусть ряды (32) и (33) сходятся. Нам зать, что последовательность функций распределения
Fx(y} = K{f(m)<y}при х → ∞ сходится к некоторой функции распределения F(y) точках непрерывности илиtM') = 7⅛Γ Σ e"^<m>→φ(z)

N (m)≤xравномерно для всех ∣r∣≤Tz, где Г указан в формуле (6).

надо дока-
во всех ее

и

Из (32) и (33) следует, что рядыΣ -I∕(p)∣≥1 1
N(p)e ' (34)

Σ
I∕(P)I<1

f‘(p) 
N(,p)β (35)

Σ
lf(P 1<1 f(p) 

N(p)β (36)
сходятся. Так как | 1-exp (z7∕⅛))≤2, то в силу (34) ряд ∑l -eitf(p)

N(p)βι∕(p)∣≥ι (37)также сходится.Применяя оценку (21), имеемl-e∣>∕ω= -itf(p)+где IАI ≤ 1, илиv i-e>V(p) v f{p) ι
Zi N(p)θ Δa N(p)^ + 2∣∕(p)I<1 I∕(p)I<1 I∕(p)!<1Поэтому в силу (35) и (36) ряд

Σl-e∣V(p) -ΛΓ(Sθ-
∣∕(P)I<1сходится. Из (37) и (38) следует сходимость ряда ∑l-e⅛∕⅛)-Λ∏pjθ-’

τ, /а \р) 
Δ N(pp •

(38)
(39)

р€РВ силу леммы 8 существует такая функция w(p)→ ∞ при N(p)→ ∞, 
w(p)≥0, что ряд (40)сходится.10. Обозначим через Е множество тех образующих элементов, для ко-

2 2торых 2V(p)≤2θ или N(p)>2* и 1 -cos tf(p) >v⅛^ • Вейлу сходимости ряда (40) ряд Σ N(p)β ’ 
реЕочевидно, сходится. (41)
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11. Пусть g (m) функция, удовлетворяющая условиям: g(pa) = l βxp(,V(^))∙ ecjnl P^E' I 1, если p≡E.Очевидно, g (m) является мультипликативной функцией. Покажем, что
g(p)→l при N(p)→∞.Мы видим, что, „ z. ( l-cos∕∕(p), если рфЕ,

eS(j>)-j θ, ecjl∏ pegПо определению Е, если рфЕ, то 1 — cos Г/ (p)≤ -, где w (р) → оо при M(p)→oo. Следовательно, Reg(p)→l при N(p)→∞. ∣g(p)∣ = l, потому Img(p) → О, а g(p) → 1 при N(p) → оо.По определению g(p) элементарными преобразованиями получаем
V, l-^(p) ST l-f√'∕(p) l-eitf(p) ↑-eitf(p)

^N^UF~'

(42)

N(p)≤x 2V(p)≤Λ
Р$ЕПри х → оо из (39) и (41)

2V(p)0 Σ
N (p)≤X

Λf(∕>)θ - Σ
(V(p)≤X 

реЕследует, что ряд
∑l -g (р) 

N(p)q 
рер

(43)сходится.Функция g (m) удовлетворяет условиям леммы 9. В силу (43) следует, что из (8)____ у g (m) ζσ (j) Δ N(my 
∣>∣^G когда s → Θ + 0 и 111 ≤ Г.Из доказательства леммы 9 знаем, дество

→Ψ('). (44)
что при s>Θ имеет место тож-
___ \ 00 g(pa-)
n(p)s I N(p)λs ’

<х=0

1

поэтому в силу (44) при s→θ + 0, находим, что
ψ(->=∏('-√3τ)∑⅛⅛∙ 

реР a=0 яУмножением (44) и (4) получаем
∑g (m) _ CΘψ (r)+o (1) 

N (m)s s— Θ
meGпри s→Θ + O. Применяя лемму 7, имеем, что

Σ ⅛=(cθψω+o(D)inχ
ΛΓ(m)≤x

(45)

при X→ 00.Покажем, что можно найти такие числа c}py(g), чтобы 
g (m) In N (m) = £ cje> (g) g (Д-) ta N (p).

i ' p

(46)
(47)
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Так как g(m) мультипликативная функция, достаточно показать, что существуют c}py(g), удовлетворяющие условию
к∑ C?’ te) g (mPk~j) ∙n ^r (p) = kg (mpk) ln N (p)

J-lили ∑ 900te)g(pt^∙')=⅛(p*)∙
Беря в (48) к = 1, 2, ..., мы можем составить систему уравнений f∣rt(g)g(p,,)=g(p).c∣rt te) g (p)+<⅛,* (g) g (p‘)=⅛ (p,).
которая, очевидно, разрешима относительно cjp)(g). Непосредственно видно, что

<⅛*(g)=g(p)-

(48)

(49)
И ∑cjr'(g) = k-l, 

J-1

cp(g) = ∖для всех peEι∕ι k=l, 2, ....При к = 1 имеем
откуда (50)

l<4rtte)l = ∣g(p)l = i∙ Допустим, что неравенство l⅛>>te)∣≤2*-l верно для а — 1. В силу (48)
а—1⅛0 te)=αg (p*) - ∑ ⅛l te) g (P*^')
∕-l

(51)
и, следовательно, а—1 l⅛∞(g)l≤α+∑(2'-l) = 2∙-l.

1=1По принципу математической индукции неравенство (51) верно для 
реР и всех целых положительных к.Далее, из (47) легко получаем

g(m)∖nN(m)= ∑ 2 cjp4g)g(n)^nN(p)^
N(m)≤x N{m)4x pJn=m

всех

или
∑ g(m)lnN(m) = £ g(n) £ cf>(g)la N(p).

N (m)⅛x - JV(λ)≤x . x
y,f N (л)Обозначая внутреннюю сумму через S (и), в силу (49) и (50) имеем:

S (u) = Sj + Sg + Sįt

(52)



Теорема П. Ердёша и А. Винтнера 443

где
¾- ∑ S(p)ta^p),

2V(p)≤H

¾= 2 lnΛΓ(j>),
N (p)⅛ и

2^
J>l, N0>)≤2θ

s3= ∑ c},,⅛∙)ln.y(p).
N(p)l≤u

2_
j>∖, N(p)>2θ

Оценим S1, S2 и S3:
Sl= 2 lntf(P)+ ∑ (g(p)-l)lnΛr(,).

N(p)≤w 2V(p)≤m

В силу (3) и (42)
S1 = ∙g∙ и® + 0 (и®) +Buβ о (1) = и® + о (и®).

Далее,

JL X(p√≤u
N(p)≤2θ 7>1

2 ι∏Λr(∕>)≤ ∑ ι∏tf(p)
2. 

N(p)≤2θ

I⅛ = 5lnu→∙)-

Σ ∑ c∕pl⅛)lnΛf(p).
• 1° u1<7<1п N (.р)

2 (2'-l)lnJV(p)≤
. . 1п и
l<ySlo N⅛)

≤

_2_
2® <N(p)<V~i

S3 —

_2_ 
2® <N(p)≤V~u

Применяя (51), имеем:

I ¾ I ≤ 2

2® <N(p)≤∕"L

2 inΛr(p){2iir⅛‰+2-4j≤4 2
l f 2 2

2® <Λf(p)≤4β

in 2 e e

+ 4 2 uλn^∖∩N(p)=Bu2 + Bu4 2 ln^(P)
2 2

4® <,∕v(p)≤y^L 4® <n(p')<V~L
и в силу (3)

или

θ зе
S3 = Bu2 + Bu4 =o(u9).

Собирая вместе все оценки, получаем, что

S(m)=⅛ mθ + o(mθ),

s( N(n) )~ е N(n)*> +0( W(n)β )• (53)
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Сумму (52) запишем в виде
M(m)⅛x ∕√(n)≤x

+ Σ *w{sh⅛r)-∣η⅛J∙ 

ΛA(π)≤xПоследнюю сумму оценим при помощи (53) и (1):
I ∑ 'ΦU>)-i⅛∙ II« ∑ l*U>H

JV(λ)≤x ΛΓ(π)≤x

= θ(xf>) ∑ N1(njβ = o(x8l∏x).
ЛА (л) ≤ хТаким образом, (54) принимает вид

(54)
x0 I

√V(n)θ |~

2 g(m)laN(m)=-^xβ ∑ ∕ff8~ + о(х®Inх).
ΛA(m)≤x N(n)≤xВ силу (46) 2 g(w)ln N(т) =(cψ(0 + o(l)]xθlnx. (55)

N(m)≤xОбозначая
Г(“)= 2 sM.

ΛA(m)≤uи применяя частичное суммирование, имеем2 g(m)lnN(m) = F(x)]nx-f F(u)^- =

N (m)≤x 1= F(x)lnx+S∫ ^~ = F(x)lax+Bxβ.
1Из (55) получаем(cψ(0 + o(l))x8lnx=∕∙(x)lnx+Λxθ,откуда следует, что -⅛- ∑ ^M=cψ(0+p(*). (56)

ΛA(m)≤xгде р (х) → О при х → ∞ равномерно для | / I ≤ Т’.12. Введем мультипликативную функцию h(m), которая определяется уравнениями: А (p*) = exp (⅛∕ (pα)] - ∑ А (Р*)г (57)
Л=0для а = 0, 1,2, .... Отсюда, в частности,A(l)=l,Л (р) = eitf(p> - g (р). (58)Для h(pa) имеет место оценка∣Λ(pβ)∣≤2βt (α = 0, 1, ...). (59)
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Очевидно, она верна для a = 0. Предположим ее справедливость для a = 0, 1, ..., к. Из (57) имеем
к∣Λ (pfc+1) I ≤ 1 + 2 2'=2*+1.

1=0Справедливость (59) для всех a следует по принципу математической индукции. Если реЕ, то из (57) находим
a— 1

. h (pa) = exp (itf (pa)] - 2 h (P*) ∙
k=>0и, аналогично, Л (p--1) = exp (⅛∕(pa^1)) - 2 h t~Pk')-

Λ=0Вычитая из первого уравнения второе, получаем
h (pa) = exp (⅛∕(pa)) - exp (⅛∕(pa~1)),или ∣A(p≈)∣≤2 (реЕ, α = 0, 1, ...). (60)Докажем теперь, что функции ∕(w), g (m) и h (m) связаны соотношением

ef"<m, = ∑A(<0s(y).
d∖mВвиду мультипликативности exp (itf (wι)) и суммы

Σ^<⅛(5)
d∖mкак функции от тп, достаточно доказать справедливость (61) для р*. Имеем exp {ιitf (p’)j = ∑A(<0ff(-τ-) = ∑A (Pe) g (P,~β)- 

d∖po- ß-oНо последнее равенство справедливо в силу (57).Убедимся еще, что ряд

(61)

∑h(tri} 
N(m)θ 

mεGсходится абсолютно. Нетрудно проверить, что
Σ ⅛⅛J≤ П ('+ ∑

JV(m)≤x 7V(p)≤x X(p)a≤xТеперь достаточно показать, что ряд

(62)

СХОДИТСЯ.Имеем:
V IHpat)l
Δ n (Г)«е 

p∈P, α≥ 1

у I h (рл) Į _ I Л (p) Į Į h (рл) Į
Δ N(p)*9 N(p)β ^t^Zι tf(p)*θ *
a-l a-2
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При ΛΓ(p)>2θ, применяя (58) и (59), получаем

у l⅛(pg)∣ I*"z∞-*(p)∣ 1 v 2®
Δ. N(p)*e N(p)e +Zj лг(р)«® =
α=1 α=2

= Į e<<∕(P)-g (p) I___________4_________
2V(pjβ ( 2V(p)θ-2 j

2_

Если Λr(p)≤2θ, то из (58) и (60) находим
со

Σ ≤c1o (р),
l*⅛>-)l < ∣g*<∕ω-y⅛)∣ 2
N(p)λ9 N(p)* Δ N(p)a*

а=2
2_

где cio(p) зависит от р для ΛΓ(p)≤2θ. Суммированием по р получаем
∞

ΣΣ
реР а=1

⅛⅛≤ Σ -И+ Σ
2 2

N(p)≤2θ N(p)>2θ

+

— С11 + 2Σ+ ∖ei∙f(P>-g(p) Į 
N(P)*

I e"∕(P)- 1 I 
n(p)q

2

_________4________
WO)θ(N(p)θ-2)

N(p)>2θ N(p)>2θ 
реЕ

а из (41) знаем, что последний ряд сходится, откуда и следует сходимость 
ряда (62).

Очевидно, ряд

у *o,at)
Δ N(p)^
а-0

сходится абсолютно, а из (59) и (60) следует абсолютная сходимость ряда

V a^cc) 
z Δ N(p)*Q *

a=0
Тогда

V h(Pa) (i i у g o>g) \ _ 
Δ N{p)*e ∖1 Δ N(p)^ I 
a=0 a≡l00 ⅛ = Σ ~n(⅛e" {h (P0)g(P,)+h (P)S О’-1) + ∙ ∙ ∙ +А (P*)g (∕,°) } >

а в силу (57)
γ w у ^a> У exp('vH

Δ N(p)*β Δ N (р)а® Δ N(p)a&

Так как ряд (62) абсолютно сходится, то

∑h(d) ГЛ V' h(p*)
N(d)e ~ 1 1 Δ N(pγ*e

deG pεP a≡0

(63)
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а из (63) следует
00

2 W⅛)-αβexp(ιr∕(p∙)) 
∑S=ιυ=⅛------------------------- ■ м

Ло pep 2 Λrω~*θ*⅛*)
«=0

Из (61) имеем

ΦχW=√⅛ ∑ e",tm,=⅛∙ Σ Σa<Mv)∙
Λf(m)≤,x N(ιn)≤x d∖m

После обращения порядка суммирования получаем

9x(') = 7⅛ ∑ ∑ λWs(⅞) = ⅛ Σ aW ∑ «(")•
2V(<f)≤jt JV(m)≤x N(<∕)≤x х

a из (56) следует
,.w-⅛(e+ω ∑ √⅛ζ→ ∑ ⅛p(τ⅛>)∣. <«•)

N(<D≤x N(d)≤x

В силу (56) для всякого ε > 0 можно найти такое xε > 1, что 
I Р W I < ε

при x≥xe. Кроме того, для всех х

IpWI≤⅛
При x≥xe будем иметь:I V a n∣ x ∖ I < v I h^d)

I 2j ΛΓ(<∕)θ Р\ N(d) ∕∣^ I N(d)Q 
N(d)≤x х

-<N(d)≤x 
xe

+ ∑ 1 h(d) Į х \К
N(<f)β Ц N(d) /1"

≤≡ Σ ∖h(d) I 1 „ st ∣A(d)ltf(J)θ +ci2 Zi N(d)β ∙
-<N(d)≤χ
Х£

Отсюда следует, что

или

Ши] 2
*^*°° N(d)≤x

h(d) 
N(d)β

IAWI τv(<f)θ ’
V h(d) 

N (d)9 
N(d)⅛x p⅛)-"<'> Σ ⅛∙

N(d)≤x

Тогда (65) принимает вид
^W = ⅛(cψw+0(D) ∑ ^ = (ψ(o+0(i)) ∑ √gr

N(d)≤x N(d)*x

Отсюда в силу (62) получаем
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Используя (64), находим
00

X W⅛)→θexp(<√(p≈)) 

φΛ')→ΨW∏ ---------------------------,

per ∑ jv(P)~*βs(P*)
а=0

а из (45) имеем
„ ∕ I X “ exp(⅛∕(pα))

φχ(0 →∏(ι-^s-) ∑ —⅛δ-^- =φ(')∙

рер а=0Теорема доказана.13. Приведем несколько примеров полугрупп (см. [1]).1°. Пусть элементы полугруппы G — положительные вещественные числа δ > 1, причем логарифмы образующих элементов линейно независимы. В этом случае систему образующих элементов назовем базой полугруппы G. 'Если положим 7V(δ) = δ, то теорема П. Эрдёша и А. Винтнера будет справедлива для такой полугруппы. Например, в качестве полугруппы G можно взять множество чисел вида pQ~\ где п=1, 2, ... и Θ>0. Очевидно, для полугруппы G

v(x) = 2 l=*θ + tf∙

Λθ-1≤XБазой полугруппы G будет множество чисел вида р@~\ где р пробегает множество простых рациональных чисел. При Θ = 1 получаем теорему П. Эрдёша и А. Винтнера на множестве натуральных чисел.2°. Рассмотрим множество целых комплексных чисел. Мы достигнем полной однозначности, беря полугруппу G целых комплексных чисел z с базой, состоящей из простых гауссовых чисел z1, z2, ... первого квадранта. Полагая ΛΓ(z) = ∣z∣, имеем [3]
v (х) = ψ πx2+Bxθi,

2где Θ1 < -у. Следовательно, наша теорема будет справедлива при Θ = 2.3°. Рассмотрим конечное расширение К поля рациональных чисел степени п. Множество G целых отличных от нуля идеалов а поля К будет полугруппой с базой, состоящей из простых идеалов ⅛. Если нормой элемента а будем считать норму идеала а, то [2]
1-1

v(x) = μAx + Bx л,и теорема П. Эрдёша и А. Винтнера будет справедлива при Θ=l.В заключение выражаю искреннюю благодарность И. Кубилюсу за внимание к работе и советы.Вильнюсский государственный университет им. В. Капсукаса Поступило в редакцию19.XII.1963.
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P. ERDIOŠO IR A. VINTNERIO TEOREMA SUTVARKYTUOSE PUSGRUPIUOSE 
SU REGULIARIU NORMAVIMUZ. JUŠKYS

(Reziumė)Tegul G — multiplikatyvinis pusgrupis su suskaitytine sistema P begalinės eilės generuojančių elementų. Taigi, kiekvienas elementas me G vienareikšmiškai užrašomas pavidalu 
m=P↑lP2t ∙ ∙ ∙> kur Pie? if α∣ - sveiki neneigiami skaičiai. Toliau, N — pusgrupio G homo- morfizmas į multiplikatyvinį teigiamų skaičių pusgrupį; N (m) — elemento meG vaizdas, norma. Mes tiriame pusgrupį, kuriam ∑ 1 = Cxθ + O(xθ*),N(m)≤xkur C, Θ, Θ1 — konstantos, C>0, 0≤Θ1<Θ, ir jį vadiname sutvarkytu pusgrupiu su reguliariu normavimu.Pažymėsime f (m) realią adityvinę funkciją, kuri apibrėžiama visiems m, ne G savybe

f(mn)=f(m)+f(ri),kai m ir л tarpusavy pirminiai. Tegul, toliau, λx { f (m) < y } yra pusgrupio elementų, kuriems V(zn)≤x, fιm)<y, dažnumas.Šiame darbe yra įrodoma ši teorema:Pasiskirstymo funkcijos
⅛c{f(m)<y},kai x → 00, konverguoja į ribinį pasiskirstymo dėsnį tada ir tik tada, kai eilutėsy IIZ(^)II . v IIZCp)IΓZj W(p)θ ιr Δ n(p)9 »

, pep pepkur II f {p) 11=
konverguoja Jei ribinis dėsnis egzistuoja, tai jo charakteringoji funkcija yra∏ h_______ exp(,vw)

11 \ ΛrCp>θ j∆ n(p)λq
pep α=0

f (P), jei IZ(jp)∣<l,1. jei l∕(p)l>l,
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ERDÖS-WINTNERSCHE SATZ FÜR DIE GEORDNETEN 
HALBGRUPPEN MIT REGULÄRER NORMIERUNG

Z. JUŠKYS 

(Zusammenfassu ng)

Es sei G eine multiplikative Halbgruppe mit abzahlbar vielen erzeugenden E lemente 
unendlichen Ordnungs. Es sei N — ein Homomorphismus der Halbgruppe G in die multipli
kative Halbgruppe der positiven Zahlen. Man nennt das homomorphe Bild N(m) die Norm 
des Elementes m. Wir annehmen, dass die Anzahl der Elementen der Halbgruppe G mit 
W(m)≤x gleich Cxe + O(xe') ist; C, Θ, Θ1 sind Konstanten, C>0, 0≤Θ1<Θ.

Wir betrachten eine reelle Funktion f(m)t die auf G definiert ist und für jedes Paar 
teilerfremden Elementen m, n die Bedingung

genügt.
f {mn)=f (m)+f (n)

Im vorliegenden Artikel wird der folgende Satz bewiesen.
Es sei λx{f(m)<y} die Häufigkeit der Elementen meG für die ΛΓ(m)≤x und 

f(m)<y ist. Für die Konvergenz der Verteilungsfunktion "^x{f(m)<y} (x → oo) gegen eine 
Verteilungsfunktion F(y) an jeder Stetigkeitsstelle von F(y) ist notwendig und hinreichend, 
dass ie Reihen

p P

wo über alle erzeugenden Elementen p summiert wird, konvergieren. Hier bezeichnet man

Die charakteristische Funktion des Grenzverteilungssatzes, falls er existiert, ist gleich.


