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ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ АДДИТИВНЫХ ФУНКЦИЙ, 
ОПРЕДЕЛЕННЫХ НА УПОРЯДОЧЕННЫХ ПОЛУГРУППАХ 

С РЕГУЛЯРНОЙ НОРМИРОВКОЙ

3. юшкис

Анализ методов применения теоретико-вероятностных соображений к 
изучению аддитивных арифметических функций, определенных на множе
стве натуральных чисел, показывает, что они используют в основном лишь 
мультипликативные и порядковые свойства натуральных чисел [5]. Это об
стоятельство наводит на мысль, что результаты вероятностной теории чи
сел можно распространить на аддитивные функции, определенные на муль
типликативных полугруппах с регулярной нормировкой [1], являющихся 
обобщением натуральных чисел. Цель настоящей работы — показать, что 
это в самом деле возможно. При этом мы, конечно, сталкиваемся с неко
торыми трудностями, вызванными отсутствием операции сложения. Эти 
трудности, однако, удается сравнительно просто преодолеть.

§ 1. Обозначения и определения
В дальнейшем мы будем придерживаться следующих обозначений и 

определений.
с, c1, с2, ... — положительные постоянные; В — ограниченная по мо

дулю константа, зависящая от параметров, указанных в формулировках 
лемм или теорем; х — большое вещественное число.

Далее, мы будем пользоваться определениями, принятыми в работе 
Б. Μ. Бредихина [1]. Пусть G - мультипликативно записанная свободная 
коммутативная полугруппа со счетной системой Р образующих элементов, 
причем все образующие элементы бесконечного порядка. Таким образом, 
каждый элемент те G однозначно записывается в форме m=p*'p%* ..., где 
pjeP и ау—целые неотрицательные числа, причем только конечное число 
αy≠0. В частности, если все αz∙ = 0, имеем единичный элемент, который обо
значим символом ё.

Пусть N— гомоморфизм G на мультипликативную полугруппу положи
тельных чисел. Образ N(m) элемента meG будем называть его нормой. 
Кроме того, будем считать, что гомоморфизм обладает еще следующими 
свойствами: в полугруппе G имеется только конечное число элементов т 
с N(m)≤x при любом х>0, N(pj)>∖. Элементы полугруппы G упорядо
чиваются по их возрастающим нормам. Из указанных выше свойств гомо
морфизма следует, что N (тп) = N(m) N (и), если т, neG∖ N (ё) = 1; 
N(m)≥∖. i
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566 3. Юшкис

Если V (х) = 2 1 = Сх& +BxQl,
N(m)≤xгде С, Θ, Θ1 — константы, С > 0, 0 ≤ Θ1 < Θ, то такую полугруппу будем называть упорядоченной полугруппой с регулярной нормировкой или, коротко, полугруппой G.Обозначим еще: т, п, элементы полугруппы G; р, - образующие элементы полугруппы G∖ р0 — образующий элемент с наименьшей нормой; 

п\т или т ≡ 0 mod и означает, что т делится на л, т. е. существует d eG такой, что m = nd∖ p*∖∖m означает, что pα∣m, pa+1∕w, <χp (т) - целое неотрицательное число такое, что pa/m)||m; если /и= n=J~Jpap(n), то
P∣m pin(m, n) = ∏pm≠⅛,m,∙⅛w) и [m, n]=∏pm"(⅛<'">∙⅞<">)j

p∖mn p∖mπ

Mx {...} означает число всех элементов meG, N(m)≤x, удовлетворяющих условиям, которые каждый раз будут указываться в скобках; λx {...} = 
= Мх— частота всех элементов те G, N(т) ≤х, подчиненных в скобках указанным условиям; г = r(x) > 1 —некоторая функция от х, которая каждый раз определяется точнее;

δ(p-) =

γ' [ lnΛT(p) ]’ 

^w⅛^(1-η⅛^)∙ если 0≤a<Yp-

N(p)aQ ’ если a = Yp> 

7VCp)*θ (1 ΛΓ(p)Θβp (ти) = min(ap (m), f{m)- аддитивная функция, определенная на полугруппе G∖
f(m)r= ∑

N(p)≤r

4W- Σ ∑ ∑

Λ(p)≤m JV(p)≤H N(p)a≤uω (т) — число различных образующих элементов, которые делят m∖ Ω (т) — число всех образующих элементов, которые делят т, ^причем кратные делители считаются столько раз, какова их л кратность; τk (т) — число представлений т в виде производения k множителей, причем порядок множителей учитывается;
ф{у}= V⅛^ J exp(-4-"2)^∙

Оценим при помощи символов В, о, ~относятся в основном К X. Под асимптотической плотностью множества элементов Е мы будем подразумевать предел limλje{теЕ}, если этот предел существует.
x→∙<x>
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Вещественная или комплексная функция f (m) (соответственно g (m) j , 
определенная на полугруппе G, называется аддитивной (соответствен
но мультипликативной) функцией, если

∕(m1 m2) =f(m1) (g (m1 m2) = g (m1) g (m2))

для любой пары m1 и m2εG с (m1, m2) = e. Отсюда непосредственно сле
дует, что /(ё) = 0>и, если g(m)≠0, то g(β)=l. Далее, аддитивную и 
мультипликативную функцию, очевидно, можно представить в виде

∕(">) = ∑ ∕(P*). У ("»)= ∏ S (Pβ).
p∙∣∣m Pβl∣m

откуда следует, что аддитивные и мультипликативные функции вполне 
* определяются значениями ∕(pα), g(pa) Для α=l, 2, ... Если значения 

функций f (m) и g (m) совпадают для всех целых положительных степеней 
образующих элементов, т. е. f(p*) =f(p), g(pa) = g(p) для всех реР и всех 
a = 2, 3, ..., то их называют соответственно сильно аддитивной и 
сильно мультипликативной.

§ 2. Некоторые оценки на полугруппе G
Для доказательства предельных теорем и других предложений нам 

понадобятся некоторые оценки сумм по нормам элементов полугруппы G 
и по нормам образующих элементов.

Для полугруппы G введем функции Мангольдта

и Мёбиуса fln N (р), если m=pk, 
О, если m≠A

{1, если m = ė,
(-1)*, если m=p1...pk, 
О, если p2 Į m.

(1)

Нетрудно видеть, что
„ τ-r ∕ \ ( 1, если m = ė,∑μ(d)=∏(l + μ⅛)) = если

d∖m p∖m '

Лемма 1. (Формула обращения.) Если U(x) произвольная функция и

V(m) = ∑ V(d),
dim 

mo

∑μ-(n)V^=U(m). (2)
л|м

Доказательство. Очевидными преобразованиями получаем 
∑μWκ(7)=∑l1W∑ V(d) = ∑ U(<Γ) ∑ μ.(n)=U(m). 
n∖m nιm ,1 m dim I m

dl — n —7I n Id

Лемма 2. Справедлива оценка

ΨW= ∑ K(m)=Bxβ. (3)
JV(m)≤x
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Доказательство. Сначала дадим пару вспомогательных оценок. Применяя формулу частичного суммирования, имеем, что

Σ x⅛ = ⅛l÷θ∫⅛≈∞-÷^÷ «
W(m)≤x 1

N(m)≤x N(m)≤x

Пусть , v f 1. если х>1,pw=( 0, если х < 1.Тогда
= Σ v⅛-)μ∙w∙pW= ∑ ∑μ(<*)

N(m)≤x d∖m N(dXxПри х ≥ 1 находим, что
1 = Cxθ μ("0

Zι Λr(zn)θ +≈<∙∙ Σа по формуле частичного суммирования получаем
cχβ Σ pτ^-=1+^β, Σ -⅛-=1+^β+^9,∫ u°-*-tdu≈Bx*.

N(m)≤ix N(rri)<x 1Отсюда следует оценка
Σ -⅛⅛-∙- И

2V(m)≤xПереходим к доказательству (3). Так какln7V(w) = 2 Λ(<∕),
d∣mто в силу (2) и (1) имеемA(m) = ∑ ∣x(^)ln- ∑ ∣x W'n 

d∣m dimПрименяя это равенство, получаем, чтоψ(x)- 2 Λ(m)= 2 ∑μ(<∕)ln ^--lnx≤
N(m)<ζχ N(m)≤x d∖m

≤ Σ v( N(d', ~Сх& Σ N(J)θ ln N(d) x
N(d)≤x N(d)≤x

×bx*' Σ ∏v⅛Γlnw⅛'
N(d)≤xа в силу (4) и (5)

ψω=c*β Σ ⅛{-⅛- Σ ^+b}+bx*= 
~ *<->≤⅛

= 9Х’| Σ ^V^)θ^Σμ^+∙8 Σ ΛΓ(m)β } + ß*®=Bx®-
N(m)≤x d∣m N(m)≤xЛемма 3. Справедливы следующие оценки сумм по нормам образующих

элементов:

N(p)≤x

(6)
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N(J>)≤x

Σ ηv⅛r=lnlnx+cι-⅛∙
N(p)≤xДоказательство. Введем функцию*ω= ∑ in m

W)≤χ.Она связана с функцей ψ (х) леммы 2 соотношением2 iψ (х) = θ∙ (х) +& (х 2 ) + & (х 3) + ...Так как θ (х) ≥ 0, то из (3) следует θ(x)≤ψ(x)=Bxθ.Обозначая

(7)
(8)

(9)
*(*)= 2 1.

N(p)≤xлегко получаем ∣{π(x)-π(]∕ х) }ln ]∕ х ≤ ∑ In ,V(p) ≤ & (х),
∕7<TV(p)≤xа в силу (9) и

имеем _ _ —Θπ(]∕ x)ln]∕ х =Bx2 lnx = Bxθ
t ∖ b×qТеперь докажем (7). Суммируя по частям, получаемIn N(m) = v (х) Inх— ∫ - y,^du = Cxq Inx + Bxθ.

N(m)≤x 1Нетрудно видеть, что
∏ N(m)= ∏ jv(p)v^)+v^)+∙ ∙,

N(m)≤x N(p)≤x

(10)

илиΣ ta*w.c,∙ ∑ ⅞s⅛→λ↑ ∑ -⅜⅞^-+a∙ ∑
N(m)≤jc N(p)≤Jt N(P)≤x N(p)≤×Для второго члена, применяя формулу частичного суммирования и оценку (9), имеем∑ lnΛΓ(m) = Cxθ ∑ -^-+^ω+^∕4^+Bxθ = 

N(m)≤x N(p)⅛x 1-c*∙ Σ j≡l+*>∙
N(p)≤*Тогда из (10) получаем, что

У In N(p) _ 1 д2ι N(p)β -1п*+Д
N(p)≤x

lnΛΓ(p) 
ЛГ(р)»® ’

(И)откуда следует (7).
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Σ ΛΓ(p)θ “
(∕>)≤x ∙

По формуле частичного суммирования в силу (11) находим оценку (8):

∑l____ 1 v 1° N(P) f V 1° N(P) du _
ΛΓ(p)θ “ lnx 2л N(p)9 + J 2л N(p)9 ukι*u ~

N(p)≤x - N(j>)≤x N(pt) N(p)≤u
= 1+τ⅛+ f ~^ + b i -^⅛- = inlaχ + cι + 1^. 

N(Po) N(P')
Лемма 4. Справедливы следующие оценки:

у 1=-≡∑-1 In х ’
N(p)a≤x

∑ wa>)∙θ <Сг’
N(p)a≤x

а>1

Σ ~N^-^ax + c> + ^∙
N(p)a≤x

У lnΛΓ(p)g _Я1
2л N(j>γ*e -яшх,

N(p)a≤x

2l N(pFβ znn
N(p)a≤x

Доказательство. Имеем, очевидно,

∑ 1= ∑~ ∑ 1=2?
W)a≤x V(p)≤∕x 2≤ct≤,⅛* 

a> 1 lnN(p)

откуда, согласно (6), получаем оценку (12). Ряд

Σ tf(p),χθ~≡Σ

(12)

(13)

(14)

(15)

(∕>1)∙ (16)

что
в_2 l∏x=Bχ2 ;

x(p)≤∕7

N(p)α.α>l 
сходится (см. [1]). Обозначая 

c2 ~ Σ w(p)<xθ = ∑

pep ΛΓ(p)θ(tf(p)θ-l) 

сумму через c2∙ имеем (13). Кроме ,
00

Σ -tf(S≡θ^ + Σ _ Σ ΛΓ(p)aθ^=
N(p)>V х a=2 

___________Д . д У 1 _ в
N(p)1<* ~ -Le ΛΓ(m)≡θ 1 θ

X2 N(m)>V х X2

его ТОГО,

N(p)≤V х
1

1пх
a^ln7V(p)

= lnlnx + c3 + -^-.

W)a≤χ 
a> 1

=* Σ ⅛+* Σ
N(p)≤Vx N(j>)>V х

Тогда из (8) заключаем:

Σ -V(p)5θ
N(p)a≤x

Применяя (13), получаем

Σ j≡5-∙≈'"- Σ τ⅛≈-^'-
N(rft≤x N(p)a≤x

<x> 1 a> 1

Отсюда, согласно (7), имеем оценку (15). В силу (15) для любого ∕≥1

Σ j⅛≡S-≤M- Σ
N(p)a≤x N(p)a≤x

1



Предельные теоремы для аддитивных функций 571§ 3. Вспомогательные леммыЛемма 5. Пусть r≥N(p0) и для всякого элемента те G

Р\т

Тогда для любого целого положительного I2 lnz N (mr) ≤ v (х) (c41 In r)l.
N(m)≤xЛемма 6. В обозначениях леммы, 5 при и ≥ N(p0) 3∕∙t{ΛΓ(mr)≥u}≤ev(x)exp∣ -<⅛-⅛y-}, c∙."⅛^,Лемма 7. Пусть Q — любое множество образующих элементов, нормы 

которых не превосходят ↑r'≥N(p^', D —множество всех бесквадратных эле
ментов G, делящихся только на образующие элементы из Q; ёе D; g (d) — 
положительная мультипликативная функция, определенная на D, причем 
g(p)≤ jγφθ~> PeQ∙ Тогда для любого целого положительного I2 gW)lnz N(4) ≤ (c7 Zin r)l ∏(1+?(₽))• (17>

de D pεQДоказательство лемм 5, 6 и 7 проводится аналогично доказательству лемм]1.1, 1.2 и 1.3 работы [5], стр. 21-25.Лемма 8. Пусть r = r(x)≥ N(p0), In г = о (In х); Q и D имеют те же 
значения, как и в лемме 7. Пусть, далее, a(m) {meG) — элементы G, причем, 
число всех а (т), N(m) ≤ х, делящихся на элемент d из D, равно v (х) h (d) + 
+ R(d), где h (d) — мультипликативная функция, определенная на D,

0≤h(d)<l для d≠e,

для P~Q’ ∖R(d)∖≤c,xβ∙N(d)βh(d).
Тогда число элементов a(m), N(m)≤x, не делящихся ни на один элемент 
из Q, равно v(x)∏(1-A(p)).jl+5exp(-cιoJ^)I.

peβСледуя за И. Кубилюсом [5], мы докажем лемму при помощи решета А. Сельберга [8]. Отметим, что для большинства дальнейших теорем достаточны менее точные результаты по сравнению с доказываемыми здесь.Доказательство. 1. Оцениваемое число обозначим через W. Пусть Q1 -множество образующих элементов peQ, для которых A(p)≠Ot Z>1 — множество всех бесквадратных элементов G, которые делятся только на образующие элементы множества Q1, ёе D1. В дальнейшем d, d1, d2, 
m, п означают элементы из множества 'Z>1. Пусть, еще, z —некоторое вещественное число, lnz>c11lnr, где c11 — достаточно большое постоянное.Введем вещественную функцию λ{d), подчиненную пока единственному условию λ(e)=l. Так как сумма

' Σ λ<rfL
N(rf)≤z 
d I α(m)
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равна

Меняя

1, если α(m) не делится ни на один d, d≠e, т.е. ни на один 
а в противном случае ее квадрат неотрицателен, то

∑ ( ∑ λ(<o)2.
Λ(m)≤x N(d)≤z

d∣a(m)

порядок суммирования, получаем

FP≤ 2 λ(⅛)λ(⅛) 2 1∙
X(⅛l≤z
2V(⅛)≤z

2V(m)≤x 
α(m)≡modrfι 
α(m)≡modd,

или согласно условиям леммы
*,≤v(x) ∑ λ<rf1)λ(⅛)A([⅛, ⅛) +

7V(J1)≤z
2V(<f1)≤z

+ 2 λ(⅛)λ(⅛)Λ ([⅛, ⅛]) = v(x) U+ V.
N(dl)^z
N(dt)≤z

На полугруппе G, очевидно, справедливо равенство
[⅛,<∕J=-⅛⅛-.

(18)

Отсюда следует, что

a([⅛. ⅛))= ∏*⅛)=
P∣[⅛,rf.]

Тогда

∏ h(p) ∏ Λ(p)
p∣⅜ p∖di , = h h (⅜)

Пад λ((⅛,⅛)) 
P,(⅛, dt)

⅛(⅜)*(⅜) λ(⅜)λw 

a((<z1, d2))
v= Σ

2V(d1)≤z 
N(d,)≤z

Приведем полученную квадратичную форму U относительно 
сумме квадратов. Для этого введем функцию

*w=∏⅛-1)∙
P∖d 

В силу очевидных преобразований 

ft(4⅛)= ∏ (⅛--1) ∏ (l⅛~ 1)=⅛(⅛)H⅛)∙
P'dl p∖dt

справедливых при (⅛, d2) = e, имеем, что b(d) является мультипликатив
ной функцией. Согласно условиям леммы

0⅜⅛⅛>)≤-ci+^,ws- для pεQ и A(p)≠0 для peQi. 

Из формулы (19) получаем, что θ∙(J)>0 и
θω=^⅛^^1∙ 

Применяя последнюю формулу, находим, что 
η⅛=Π⅝Γ=Π(1+M=∑*<">∙ 

p∖d p∣d n∣d

λ(d) к

(19)

♦ (20)
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Тогда квадратичная форма U принимает вид

u= ∑ ∕≈(⅛)Λ(⅛)λ(⅛λ(⅛) 2 S∙(d)= 2 θ<O->⅛∙
N(d1)≤z 
N(⅛)≤z

d∣(⅛,⅛) N(d)≤z

где
Ул= ∑ A(n)λ(n). (21)

N(n)≤z n≡0mod d
Подберем теперь значения λ(J) так, чтобы квадратичная форма U 

была наименьшей при условии λ(e)=l. Для нахождения этого минимума 
заменим условие λ(e)=l другим из него вытекающим. Из (21) в силу (1) 
получаем, что

2 v-(∕>yd= 2 lt(<0 ∑ A(n)λ(n) =
N(d)≤z N(d)≤z Λr(n)≤zπ≡0modcf

= 2 A(n)λ(n)∑μ(<0 = A(e3λ(⅛=l. (22)
N(n)≤z d∣n

Следовательно, нам нужно найти минимум квадратичной формы U при 
условии (22).

Рассмотрим новую функцию

£= ∑ θ(d)j⅞-2w 2 μ(<*)Z<.
N(d)≤z N(<Γ)≤z

и — некоторая вещественная величина. По условию (22)

F- ∑ &ЮЯ-2и. (23)
N(d)≤z

Функцию F можно представить в виде
'- Σ ∙w(^-⅛y->∙ Σ S∙

N(d)≤z N(d)≤z
Отсюда заключаем, что F достигает минимума, когда выполняется ра
венство

>⅛=max"∙T(3Γ∙ <24>

где шахи берется при условии (22). Следовательно,

minΓ= -(maxu)2 £ ∙ (25)
W)≤z

Подставляя (24) в (22), найдем

maxu=( Σ ^w)^1∙ (26)
2V(d)≤z

Сопоставляя равенства (23), (25) и (26), получаем

min ( θ(t7)j⅛) = minF+2maxи= — (maxи)2 ⅝(d) ÷2maxκ=
N(d)≤z N(d)≤z

=-( ∑ ^r÷2( ∑ ®г=( ∑ О'1-
N(d)≤z JV(d)≤z N(d)≤z
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Так как для бесквадратных элементов d μ2(rf)=l, то форма U принимает 
значение

н Σ ⅛)-1∙
N(d)≤z 

Нетрудно вывести равенство 
Р= ∏ (1 ~h(p)) = ∏ (1 +-Hrt^)≡Σ T(dj~ ’

P≡flι ∕*≡Gι d
которое справедливо ввиду (20) и мультипликативности b (d).

^Оценим разность

z=^l= Σ T⅛≤∑τ⅛r(⅛4∙
N(dy>z d

где Z—любое положительное число. Согласно (20) и условиям леммы
1 = Л О’) < <⅛

? θ(p) 1-A(p) tf(p)θ ’
а в силу (17) для любого целого положительного / 

z≤-p(-⅛7r)'∙

lnz

Подбирая

(27)

Z=[-J≡Ξ-
L c1⅞ е In г L

имеем, что

Ввиду (27)

Z≥ 1 при c11>c12e и
Z≤ePexp(-τ⅛7). 

получаем, что
U=∏(l-A(p))∙{l+5exp(-cla⅛-)}.

P≡fl
(28)

В равенстве (21) положим d=d1d2

У<М,= ∑ Λ(n)λ(n).
N(ri)⅛z

n≡0 mod <∕1<∕,
Умножая последнее равенство на μ(⅛) и суммируя по 7V^⅛)≤ nz^ , 
(⅛, d2) = e, получаем

∑ μ(⅛)‰1= ∑ μ(⅛) ∑ ⅛(n)λ(n) =

N<rf∣) n≡0mod⅛<⅛
(rf,, <∕,)=e (.di, di)=e .

= ∑ μ(⅛) ∑ Λ(m⅛)λ(W1).

w∙><χ⅛j "<'">sn⅛
(m,<∕x)=e di∖m(di, т)=ё

В силу (2) и (1) имеем

X μ (<⅛) Ум. = ∑ h (md∂ λ (m⅛) ∑ μ (⅛) =
w<*>βJ⅛> "l'm

U,. </,)=;
= A(⅛)λ(⅛)∙
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Отсюда λ (⅛) = ∣l (⅛) ),dtdt •

(⅛,⅛)=eПодставим в (24) max и из (26):
μ(J) ∕ μa(w) ∖~1

Уа θ(√) ∖ Zi θ(m) / •
N(ni)≤zТогда имеем, что μ(⅜) ( V иа<”0 ∖~2 γ и2(⅜)

W A(d1)θ(rf1) Д Zι θ(m) ) Δ θ(⅛) *
^r(^)≤Z z

(⅛,⅛)-eИз этого равенства, очевидно, следует
∣λ^'≤ Λ(<Oθ(√) ’а в силу (19), условий леммы и (8)I λ(<01≤ ∏ (1 -Λ(p))^1≤ П (1 +^⅛e-)≤exp{ 2 to(1+-w⅛r)}≤

Ptd P∖d v N(p')≤N(d)≤exp{cu ∑ ηy^}≤exp{c11tata^d) + c18}=.Blne∙∙Λr(<∕).
l N(p)≤N(d) 'Согласно (18) получаем оценкуF=Bln'*∙z 2 ∣λ(½∙ ⅛l)l∙

N(d1)≤z
N(dt)≤zПодставляя эту оценку и (28) в (18), находим, чтоH,≤v(x) ∏ (1-A(p))∙{ 1 +Bexp(-⅛-⅛y)} +

PeQ 1 1

+ B∖n'∙<z ∑ ]-K([<⅛, ⅛])∣. (29)
N(dJ≤z
N(d,)≤zВ силу условий леммы грубо оценим последний член и получимW,≤v(x) ∏ (1-A(p))∙∣ 1 +Bexp(-⅛,-J≡y-) ∣+5x0∙z⅛. (30)

pea t ’2. Теперь найдем оценку для W снизу. Элементы множества Q обозначим через p1, ..., pk так, чтобы N(p1) ≤ ... ≤ N(pk). Нетрудно видеть, что элементы а (m), N(m)≤x, не делящиеся ни на один из элементов p1, ∙∙∙.Pjt, получим отбрасывая те a (m), которые делятся на р^; затем те a (m), которые делятся на р2, но не делятся на p1j далее те, которые делятся на р3, но не делятся на p1, р2 и т. д. Тогда
k

w=∙>(χ)-∑ ∑ 1-
√=1 N(∕n)≤x

α(∕n)≡0modpy 
(a(m),pl.. .pj-1)=e

(31)



576 3. Юшкис

Внутреннюю сумму оценим сверху. Применяя формулу (29) к элементам a(m)t делящимся на pj, видим, что в этом случае роль числа v(x) играет v1 (х) = v(x)h (ρj) + R (pj), роль множества Q - множество { p1, ..., 
Pj-ι}f a в качестве г можно взять N(pj). Число элементов а(т), делящихся на pj и на d, (d, Pj) = e, равноv (х) h (dpj) + R (dpj) = [v(x)h(pj') + R (j>j)} А (<∕) ++ Ä (⅛∕) -h (d) R (pj) = v1 (x) h (d) + R' (d), где

R(d) = R(dpj)-h(d)R(pj).Тогда внутренняя сумма (31) оценивается следующим образом:Σ 1 ≤ v1 (х) ∏( 1 - А (ft)) • { 1 +5 exp ( - c13 √° ; ) } + N(zn)≤x i=l '
a (m) e 0 mod Ру

(α(m),p1...py-1)=e

+Blnc∙∙z ∑ ∣A'([⅛, <⅛])∣ =
N(d,)≤z 
N⅛)≤z 

[⅛, ⅛]∣A∙∙∙Pz∙-1У-1= »(*) А (pj} ∏ (1 - h (pl)} ∙ 11 + В exp ( - ca ) |+В | R (pj) | +

+51nc,∙z 2 {∣^([⅛, ⅛])I+∣Λ(P7)∣} =
ΛΓ(⅛)≤Z l ,

N(dJ≤z
ldι,dl] ∖pi...pj-l

= v(x)h(pj) ∏ (1 -A(p,))∙∣ 1 +*≈ψ(~⅛ 1d⅛ ) } +
+ Blnc*∙z 2 ∣Λ([⅛, ⅛]py) j •

∕√(dι)≤z 
M⅛)≤z 

tdl, di}∖p1...pj-1Подставляя эту оценку в (31), получаем, что
k j-1

W ½ V (х) - V (х) 2 A (Pi) ∏ (1 - h (pi)) • Į 1 + B exp (- c13 -jj⅛-) J +
√=1 i=l ∙+5in‘..zjį 2 ∣λ([⅛. ⅛i∕⅛)∣∙

j=∖ N(d1)≤zN(d1)≤z
. ∖,dιtd∩∖Pι...pj-1\ Применяя легко проверяемое тождество1 - ∑ h (pj) ∏ (1 -h(pl)]= ∏ (1 -A(p)).

J=1 i=1 P≡Qнаходим, что FΓ>v(x) ∏(l-A(p))(l+BS)+5T, (32)P≡β i
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где s=∑ h (P>)exp(-⅛ ⅛∙) ∏ (1 -Λ(Pj))^1>
;=1 i=Jι∙=√

wδ-) = exp{ 2 ln(1+⅛r)}≤
N(p)≤N(a)≤r

lnr

r=ln'∙∙zχ ∑ ∣-R([⅛, ⅛]β)∣.
y=l N(⅛)≤z I ' /I

N(rf1)≤z
[⅛, ⅛]∣λ∙∙∙p7∙-1Оценим S. В силу свойств функции h(p)

S≤c*∑ N(pj)9 exp(-c13 1пЛГ(ру) ) ∏ (1+-v⅛j-) = 
y=l i=j

= В Σ -iV(^)θ^exp(~ci3^kΓ]V(pr) П (l+~ΛΓ⅛θ"), 
N(p)≤r N(p)≤N(q)≤rа согласно (8)
∏ (1÷

N(p)≤N(<7)≤r≤exp∣c18 2

' NCp)≤N(9)≤γСледовательно,
s = b Σ (∏n ΛΓ(p) ) exp ( “С13 lntf(p) ) • 

7V(p)≤rВведем вспомогательную функцию
Ψ(") = -⅛-exp(-⅛⅛) •

С8

}=eχP (с“ln -⅛-+в)=в (∏⅛-)c" •1

Применяя частичное суммирование, имеемS=Blnc-r∕ψ(r) 2 1- /ф'(“) ∑ lrfu}.
2V(p)≤r N(p0) jV(p)≤uТак как ψ' (“)=-( Θ+-j⅜- - -⅛) - jsιU- eχP (- c*∙ ⅛⅛) ’то в силу (6)

∙s=slnc,∙r{^⅛^-+ j -^--ue+'ιoc,,u eχp(-⅛⅛⅛)^}=
Λr(Po)= V7eχp{-ci3⅛f)+'βlnc,∙r / и(1пйу..+. eχp(-⅛⅛r)dw∙

N(PJВ последнем интеграле произведя замену переменного r = получаем:
In z

In 7V(P0)s-∙≡p(-,⅛H3-;
In z
In r



578 3. Юшкис1 *¼ cПри t ^½----- — функция e^c*∙r rc*∙+1 является убывающей, поэтому при достаточно большом c115.s..p(-e..⅛) + ^⅛)"∙(⅛r,exp(-c,,⅛) ∫⅜- In z=5exp(-cu^-). (33)Теперь грубо оценим Т:

T=βxβ4n'∙-z∑N<j>j)e 2 ΛΓ([⅛, ⅛])θ =
r=ι wl)≤z

N(dt)≤z= Bxθ* γ2θ z2θ lnc*∙ z = 2 nWq= Bxθl r2Q z*θ lncι∙ z=Bx*' zc".
N(d)≤za Подставляя T и (33) в (32) находим, что 

W > V (х) ∏ (1 - h (p)) ∙ 11 + В exp (- c13 -⅛y-)}+Лх®‘ zc*∙.f≡e 1 'Из последней оценки и из (30) получаем:
W=v(x) ∏(1-⅛(P))∙( l+5exp(-Ci3-j≡≡-)l+Bxθ*z⅛.fee l ,И, наконец, в силу условий леммы и (8)
П Π≡A⅛j≤Π(1+ W(j>)e ) = eχp{ Σ ln(l+ Λr^)β^)}≤
peQ p€Q N(p)≤r≤exp(¾ 2 -jy^θ-) = expX⅛lnlnr+^)=51n⅛r.

ер 7vO,)≤r

W= V (х) ∏ (1 - h (p)). { 1 + В exp ( - c13 ⅛≡-) + Bx*>~* z<* j . P∈βПодбирая z = xc**, где c23 Достаточно малая положительная постоянная, получаем лемму.Лемма 9. Пусть r = г (х) — функция от х, подчиненная условиям r'½ ≥7V(p0), lnr = o(lnx)j w1, п2 — элементы полугруппы G∖ N(n1, λ2)<]∕ χ> Q~' 
любое множество образующих элементов, нормы которых не превосходят г. 
Тогда число элементов meG, удовлетворяющих условиям N(m)≤x, n1n2∖m и 
n∣p X т для всех p≡Q, равно τf≡⅛r-∏(ι-*⅛>H'+M-'-∙⅛)∣.p≡β 
где 0, если p I w1
причем оценка равномерна относительно Q, n1, п2 с N (n1 п2) < 1/ х •Доказательство. Обозначим оцениваемое число через Μ. Пусть β1-множество образующих элементов, которое получается из Q, если отбросить те образующие элементы р, которые делят n1. Число элементов

Λ⅛) =
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m, удовлетворяющих условиям λ1λ2∣tm, ΛΓ(m)≤x, равно v("j√(⅛λ5^)∙ Тогда искомое число М равно числу указанных выше элементов m, для которых 
p∕mi p<≡Q1∙Пусть d— бесквадратные элементы полугруппы G, которые делятся только на образующие элементы p≡Qι∙ Нетрудно подсчитать, что число элементов полугруппы G, удовлетворяющих условиям N(m)≤x, n1n2∖m и делящихся на элемент J, равно

v ( N(n1n2d) ) = v ( 2V(n1∕⅛) ) W(rf)θ + βχβ' ’Мы [будем применять лемму 8, в которой роль v(x) будет играть v(-N(⅛)∙ ТоГДа = “ r^=bx°'- Очевидно,*(<0=∏ n(p)Θ ∙ ħ(p)≈ jvωe .
p∖dIR (d) I = I BxQl I ≤ c25 xθl = c25 xθl N{d)& h {d). Следовательно, условия леммы 8 выполнены и мы имеем∏ (1 -⅛∙),(1 +*exp( ^cm⅛γ) 1 =

p∈β1 -
-⅛(>÷^'⅛-*⅛∣ι+''<⅛)l-

P≡β
= ∏v⅛⅛^ ∏(1 - h &) • {1 + b exp (- с“ ⅛Γ)} •

p≡βЛемма доказана. z
§ 4. Вероятностная интерпретацияМы будем применять предельные теоремы для сумм независимых случайных величин. Задачу изучения распределения значений аддитивных функций, определенных на полугруппе G, можно связать с теорией суммирования независимых случайных величин аналогичным образом, как это делает.И. Кубилюс [5] в случае аддитивных арифметических функций на множестве натуральных чисел.Пользуясь аксиоматикой А. Н. Колмогорова теории вероятностей [4], подберем в качестве поля элементарных событий конечное множество 

E={m: meG, N(m)≤x}. Пусть функция r = r(x) удовлетворяет условиям леммы |9. Обозначим через E(pfl) ^N(p)^r∖ ol = Q, 1, ..., γp) множество всех элементов meG, удовлетворяющих условиям N(m)≤x, βp(m) = α, а через 5-наименьшую алгебру множеств, содержащую все E(pa). Алгебра множеств g совместно с функцией множества λx{m∈E} образуют конечное поле вероятностей, а функции (m) ^N(p) ≤rj являются случайными величинами относительно этого поля.Очевидно, что множества E(pa) для различных a не пересекаются и 
ур
Ця (₽•)=■&•

a=0



580 3. Юшкис

Множества алгебры 5 можно представить в виде сумм множеств вида
Е„- U E(p^"∖

N(p)≤rгде элементы п имеют вид
п= J"Į А 0≤o⅛≤γp.

N(p)≤rНетрудно видеть, что множества Еп не имеют общих элементов при различных п.Подсчитаем теперь частоту λje для множества А. Можем записать, чтоΛ=UX
пгде объединение берется по некоторым п. Считая, что п различны между собой, получаем: λe{m∈Λ} = ∑ λx{meEn}.

пЕсли N(n)<^∖∕ х, то согласно лемме 9λ√m∈E.}= ∏ ⅛,∕,)∙(l+<N(p)≤r где Λ = exp(-c^), c=min(-5-<⅛, см).В силу леммы 6 2 м теЕ„ }≤ λj m e U ⅞}=5*>
N(n)>∕T N(,n)½V~xгде оценка равномерна по Л eg. Следовательно,
λ,{meA}= ∑' 2 S(p'',w)∙(l+BΛ)+5Λ

N(n)≤x N(p)≤rИз леммы 9 следует, что R→0 при x→∞. Это значит, что асимптотическая плотность множества элементов теG, удовлетворяющих условиям βp (т) = ap (и) для всех 7V^(p)≤r, равна∏ S(A"∖
N(p)≤rа сумма ∑ ∏ 8(A",)

N(n)½V хявляется асимптотической плотностью всех элементов meG, для которых ßp(m) = ap(«) для всех p с N(p)≤r и хотя бы для одного п с N(n)≥]∕x. Согласно лемме 6 эта плотность равна BR. Тогда∖{meA}=∑' ∏ S(p^"y)+BR,
п N(p)≤rгде оценка, BR, как видно из доказательства, равномерна по всем 

Ае%.
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Легко получаем тождество
γ y —i
Σ δ Р) = Σ ΛΓ(p)αθα=0 a=0

Тогда сумма по всем возможным п

∑ ∏ 8(Λw)= ∏ ∏8(A)=1. 

л N(p)≤r N(j>)≤r <х=0

Для множеств

λ=U4
системы 5 введем другую вероятностную меру

p<^)=∑' ∏ s^a,w)∙
л N(p)≤r

Из предыдущих предложений ясно, что для множеств AeQ 
Х,{теЛ}-Р(Л)=Вехр (-c-j≡y-) , 

где оценка равномерна по всем А.
Мы будем полагать ξp = ξp (w) =∕f^(w), для p с N(p)≤r. Тогда ξp яв

ляется случайной величиной относительно меры Р и она принимает зна
чения ∕(pβ) (a = 0, 1, ...» γp) с вероятностями δ(pa) соответственно. 
Нетрудно видеть, что совместное распределение случайных величин ξp рав
но произведению одномерных распределений случайных величин ξp. Из 
этого следует, что распределение случайной величины

/«= ∑∕ω(">)
N(p)≤r 

относительно меры λse лишь на величину 27exρ( — отличается от рас

пределения суммы независимых случайных величин

∑ ζp
N(p)≤r 

относительно Р.
Мы знаем, что в случае сильно аддитивных функций ∕(pa)=∕(p) для • 

a = 2, 3, ... Поэтому в этом случае ξp (w(p)≤r) принимает лишь два 

значения: 0 и f(p) с вероятностями 1 —jy(^)θ~ и N(p)e соответственно.

§ 5. Закон больших чисел
Из § 4 ясно, что изучение асимптотического распределения „урезан

ных“ аддитивных функций f(m)r, определенных на полугруппе (?, сводится 
к изучению цредельного поведения распределения сумм независимых слу
чайных величин. Нас будут интересовать не урезанные функции f(m)n а 
сами f (m). Оказывается, что законы распределения для f (m) можно часто 
получить из законов для f(m)r. Для перехода от одних функций к другим 
нам понадобится некоторый аналог теоретико-вероятностного закона боль
ших чисел.

9. Литовский математический сборник, IV
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Лемма 10. Пусть f (т)—любая комплексная аддитивная функция, опре
деленная на полугруппе G. Тогда

2 [∕¼)-Λ(x)∣s=∙8*W-O8(x).
JV(m)≤xДоказательство. Обозначим оцениваемую сумму через S'. Для любых комплексных чисел а, b справедливо неравенство ∣a+Z>∣2≤2[aI2 + + 2∣6∣2. Тогдаs≤2 ∑ ∣∕(">)-X'(x)∣2 + 2v(x)∣λ'(x)-^(x)∣2,

N(m) ≤ х
где

^{χ)= 2 p(p*)∕(p*)∙
N(p)a≤xСогласно неравенству Коши и (13)

∕(pg) I < ( у 1 у l∕2(Ptx) I ∖τ-βri(x∖ 

N(j>yrf> P∖ N(p)*e Zj N(p)a^ ) βlj∖χ) 
N(p)a≤x

(34)
I ∑

N(p)a≤x 
a> 1и аналогично W0>)*≤x

α> 1

Σ
N(p)β≤*

f(pa)
n(pYλ^q ∣≤(.

N(p)0t≤x

l∕ζ(pgH j 2 =

N(p)a≤x

=BD(x).

( V 1 v l/2(pg) t У ∖ Zj ΛΓ(p)⅛+≡)θ ’ Zj 2V(p)≈θ I

=^ω(Σ-⅛)2pep
K{x)-A{x)=BD (х) и оценка для S принимает видS≤2 2 (∕(m)-Xω)(7(m)-Xω)+Bv(x)n≈(x),

N(m)≤xгде черточка обозначает комплексно-сопряженную величину. Далее, имеем, что

Поэтому
(35)

2 ∕w= 2 2 ∕(p*)- 2 ≠(pa) m*{γ и m)∙
N(m)≤x N(m)>ζχ pa∣Im N(p)a≤xНетрудно заметить, что число элементов meG, N(m)≤x, делящихся на 

ра, но не делящихся на pa+1, равно v ( ~N^a )~v(τ⅛∣*+r) • Следовательно 
мх { p* II т } = V (х) р (pa) + ■ •Тогда .

2 ∕(m)≈v(x) ∑ p(p*)∕(p*)+^θ∙ X
Wm)≤x N(p)a≤x N(p)a≤xВ силу неравенства Коши
∑ да<( ∑ «»--“■ ∑ дат-

N(P)a≤x N(p)a≤x N(p)a≤x

-D(x)[ 2 . tf(p)βκθ^*θ0)τ
' N(p)°t≤x
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И J_X f(m) = v (x)K(x)+BD (x)xθl( £ N (p)a^~iθl^ 2 .

ΛΓ(p)α≤xОценим последнюю сумму. При Θ>2Θ1,. имеем, что W(p)acθ-2θ0≤ ≤xθ-aθ1, и в силу (12) получаем:2 ⅛⅛)∙<θ-*θ0≤ι9-βl 2 1 =
N(p)a≤x N(p)a≤xЕсли же Θ < 2Θ1, то2 Λr(p)α<θ-θ'>= 2 Σ √v⅛)∙<s-2θ'>=b 2 W)θ^*β,∙ N(p)≈≤je W)≤* 1≤α≤[i^] N(P)^XПрименяя формулу частичного суммирования и оценку (6), имеем, что’

Bλ≡(0-^1) ln JC

2 7V(p)“<®_2®,)=.ßxe_,e' ∑ 1+B f 2 l∙uβ~,βl~ldu =
N(p)a≤x N(p)≤x N(p0) N(p)≤u

. Bχ2(θ-Θ1) Ž (Θ-Θ1)H*(θ-θ>)-1d⅛

=——+в j--------------
N(p0)Очевидно, при w>exρ(-θ^θ-j

Θ-Θ1<2(Θ-Θ1)--÷-.В силу этого, если exp( θjθ j ≤ N(p0), то f (Θ-Θ1)u≡(θ-θ>)-1fZu f ∣2(Θ-Θ1)--
J Inu .1

N(Pβ) N(p0)

x J^L∖fdu=
Inu ∕

In и

Inu ue(Θ-θl)-ιduIn u
j‰2(Θ-Θι) 

Inx

x 
f 

N(Po)
Inu

■ л
N(Po)При exp (-θJθ ) > N(p0) имеем exp(o⅛) (Θ-Θ⅛) u8(θ-θθ-1d⅛ = г (Θ-Θ1In u ~ J

N(Po)f _ Bx,(e_ai)
J ln u ln xexp(θ⅛1)Таким образом, всегда справедлива оценка2 ⅛⅛)^<β-ιθ'>= ^'θ^θ',

N(p)a≤x

In u
lnxа из того

∑ f(m)=v(×)K(x) + = v(x)g(x)+
u,z, v l∏ X V In XN(m)≤x

∖

(36)
(37)



584 3. ЮшкисРассмотрим теперь сумму ∑ l∕(m)l2∙
N(,m)≤×Имеем ∑ l∕(*)l*= ∑ ∑ ∑∕W(Λ =

N(m)≤x N(m)≤x p<* || m pβ || m= ∑ l∕2(p*) I Mx{p' IIm}+ 2 f(F)f(q*)Mx{p∙∖∖m, 4*∣∣m}.
W)a≤xЗаметим, что при p≠q

Mx{ р?\\т, 7β∣∣m} = v( N{p)*N(q)0 ) V ( N ⅛)*+* N(<į)»)

~ v ( N(ppN(q)<>+l ) + V (-W⅛)∙+1W⅛)3+1 ) = N(p)<,e 2Vfa)<jθ ~⅜(χ) y(χ) у(*)
W(p)<α+1>θ W⅛)βe JV(p)∙θ ΛT⅛)<β+O0 + JV(p)<<,+1>0 W⅛)<P+,>0 +

at0- ,_ч z-≈∖ .∕-b∖ . aχ0∙ ____
+ N(p^N(q)^ -v(*)p(pa)p⅛β)+ ΛΓ(p)aθι y (ρ)βθι •Эти соотношения и оценкаΛ∕x P°t∣∣m} = v (ηv(p)a )“V( ΛΓ(p)a+ι )= N(py& дают оценку

X I/W |2 = Bv (х) D2 (х) = V (х) 2 р (pa) р ⅛β)∕⅛a)∕⅛β) +
N(m)<x , N(p)aN(qfl≤x, - θ1 γ l∕(pg)∕(gβ) I

^r Δ N(p)a^N(q)^ •
N(p)aN(qfi≤xИспользуя опять неравенство Коши, получаем

∑ X⅞ff‰≤( Σ Wθ-lβjWβ-*β∙>×

N(P)βNfa)β≤x N(p)aN(qfi≤x
× Σ ^⅞^(⅜-)τ≤-p2ω( Σ Λr(P)∙ιθ-,θ^⅛)wβ-,θo)τ • 

W)βNfa)β≤x '' N(p)aNfe)β≤'xВ силу (36) и (14) получаем оценку
2 Λr(p)atθ~,θ,>ΛΓ⅛)wθ-*θ,'= ∑ JV(p)a<θ~,θ'>×

N<10aN⅛)ljsx nq,^s^-
N(,Po)× ∑ ⅛⅛)Wθ-iθ∙>=BΛ2<θ-θ∙> ∑ ----------- !—-—

N(j>)a n<P∙>jλ⅜⅜-8,> „ 1 jo2za-θ,⅛ у 1___i/Š^ " *ω*θ " jvo>)aθ
Λr(P)a≤x xexp(-∕lnx)<N(p)0t≤x

= Bx>(Q-θ01nlnx + bx2(Θ- θi) jn In*__  = Bxζ(θ-e*)
lnx-1/lnx 1∕1-Vlnx

(38)
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Тогда
2 I/W |2=Bv (х) D2 (х) + v (х) p (p“) р ⅛0)∕(pg)∕⅛β).

N(m)≤x N(p)aN(9)β≤x
P≠QПри помощи тех же приемов оценим ошибку, которую мы совершим, отбрасывая в последней сумме условие p≠q. Находим, чтоĮ ∑ p(pa)p⅛e)∕(pa)7⅛9) ∣≤

.V(p)aN⅛)β≤xP=q r< ( у l∕a(pg) I v l∕a⅛β)l \2 _∖ Δ N(p)*θ N(q)W Δ N(p)*β N(q)W )
W)αN(σ)β≤χ N(p)aN(<rfl≤x

=*.Σ
N(pf≤xИтак, мы получаем оценку∑ l∕("≈)l2 = √x) ∑ p(pa)p⅛β)∕(p∙)∕⅛β)+Bv(x)I>2(x). (39)

N(m)≤× N(p)g∕√(ρ)β≤xПрименяя (14), оценим К(х):ι*ωι≤( ∑ -j7⅛δ-∙ ∑ -⅛^1-)τ=B∕>(x)i∕tatai. (40)
X(P)a≤x N(p)a≤xПодставляя (34), (37), (39) и (40) в (35), имеем:s ≤ 2v (х) I ∑ Р (pa) Р ⅛β)∕(pa)7⅛β) -1 к (х) I2 Į + Вч (х) D2 (х) =

N(p)*N(qfl*x= 2√x) I ∑ P О) Р ⅛β)∕(p*)7⅛β) I + А»(х) Z>2 (х).
N(p)0‰)β>x 

Λr(p)a≤x, N(g)β≤xВ силу неравенства Коши последняя сумма не превосходит 
Į у 1 у l∕a(Pg)∕2(gβ)l ∖÷-∖ Δ N(p)*β N(qy)W Δ N(p)*e N(q)W ) 

N(p)aN(q^>x N(p)a-≤x, N(qft≤x
N(p)a≤x,N(9)β≤x j= Z>2W( ∑ -v(^gθlv(^βθ") ’

N(P)gN⅛)β>X
N(P)g≤x, N(ς)β≤xПри помощи (14) и (15) оценим последнюю сумму:

Σ
N(p)aN{q∙fi>x 

N(p)a≤x,N⅛)β≤x

1
ΛΓ(p)aθ N⅛)W> Σ

N(p)g≤∕ х
W(∕>)gθ Σ

—<N(9)0≤x 
N(p)g

1
ΛΓ(<7)βθ +

+ ( _ Σ N(pF® ) -2 Σ
V x< n(p)λ≤x ^r(p)a≤ / X

1 /. 1пх
Λf(p)aθ ^ln 1пл-1пДГ(р)« ÷τ⅛)÷^

В у In N(j>yt 
lnx 2л W(p)≈Θ

N(p)g≤∕ X

+в=в. (41)
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Из последних оценок получаем, что
S=Bv(x) D2(x),Из леммы 10 следует:

Теорема 1. (Аналог закона больших чисел.) Пусть f (т) - комплексная 
аддитивная функция, определенная на полугруппе G, t—любое положитель
ное число. Тогда λ<{∣∕¼)-Λ W∣≤'O(*)}= !+-£• (42)
Если ψ(x)- любая положительная неограниченно возрастающая функция, то λ*∣∣∕(wl)-∙4 (x)∣≤P (*)Ψ w}→l (43).
при x→∞.Заметим, что в случае сильно аддитивных функций D(x)>zB(x). Поэтому лемму 10 можно сформулировать следующим образом.

Лемма. 10a. Пусть f(m) — комплексная сильно аддитивная функция, 
определенная на полугруппе G. Тогда∑ ∣∕(m)-∙4(x)∣,=Λ(x)Bs(x).

N(m)≤xСледствием этой леммы является следующая
Теорема 1а. Пусть f(m) — комплексная сильно аддитивная функция, 

определенная на полугруппе G, t—любое положительное число, ψ(x)- любая 
положительная, неограниченно возрастающая функция. Тогда λr{∣∕(*>)-Λ(x)∣≤f,B(x)∣=l+-≤- (44)
и λχ∣∣∕('")-4(x)∣≤5(x)ψ(x)}→l (45)
при x→oo.

Примеры. Пусть ψ(x)→oo при x→∞.1. Для функции ω(m) в силу (8)
Σ -iv⅛^=lnlnx+5'

N(p)≤x

2j2ω= Σ w~lnhχ∙
N(p)≤χ2. Для функции Ω(w) согласно (8) и (13)

a(x'>= Σ -tf(be’ = lnInx+B’
N(p)≤x

z>2ω= Σ -n⅛f+ Σ ^w⅛^~lnln*∙
W(p)≤* N(p)α≤x

a> 13. Так как
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A(x) = 2 l0g*τ*-w

N(p)≤x

Dt(x) = ∑
N(p)≤x4. Для функции

∙^l- Σ t⅛->-÷λ

1
ΛΓ(p)θ + Σ

N(p)α≤x 
a> 1

N(p)≤x

<°⅞τt(p>) ~,n,nr 
W(p)∙θ

∑ ω(rf)
d∖m______τa(m)θ∙(m) =если (m1, m2) = e, имеем, что∑ ω(d1⅛)Jι∣ml⅛ (m1 m2) = j,l",----------

2 ω(<0
d∖m_______τ(m)

∑ ω(⅛)+∑ ω(⅛)<∕>∣m1 <∕ι∣m1____________________ dt∣mt dtjm1,  
τ(m1mi) ~________ τ(m1)τ(m2) ~τ (∕n2) 2 ω (⅛)+τ <wι) Σ ω W .=---------⅛W*-----------W+*("⅛)∙Следовательно, &(т) является аддитивной функцией. Кроме того,X ω(pβ) ^)=-¾- =^Γ∙ Тогда, в силу (8) и (13),^W=4 Σ -jv⅛F=⅛lnlnx+5'

N(p)≤x
(^-∖2 °2 W = T ∑ N(p)s + Σ W(p)ββ ~Tlπlnx∙

N(p)≤x N(p)a≤x
a> 15. Для функции lnσ(7M) = ln^ N(J)e, в силу (11) и (13), 

d↑m4(v)- V lnJV(z’)0(14Lw(p)e ) _0 V In JV<P,)
А(Х>- ъ N(rf>-θ 21 N(pF ■ +

N(p)<x N(p)≤x
ln(1+ivωs^)ΛΓ(p)θ

n(p)q÷ Σ
Λr(p)≤x

= Θ1πλ+S+5 2
7V(p)≤x

+ ... +

W⅛θ-=θtajc+'8∙ 
' ΛΓ⅛y,θ )P4λ)= У wθ(1+√)*

22 21 ΛΓ(p)αθ
W(p)α≤x

jn2JV⅞)^^ ln2N(p)a0 1 d In 2V(p)aθ
ΛΓ(p)θ ^t^ Zλ N(p)*θ +Я 21 ΛΓ(p)(≡+υθ “

N(p)a^x N(p)a≤x
а> 1= θ2 Σ 4^ + B=-^ln≡x+Blnx~^⅛.

N(p)≤x ’ •

= Σ
tt(p)≤χ
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Из теорем lα или 1 следует, что при x→∞

§ 6. Интегральные асимптотические законы
В § 4 мы уже показали, что если r = r(x) растет медленнее любой 

положительной степени х при x→∞, то
λχ{∕(m),<∕}

лишь на величину, стремящуюся к нулю при x→∞ равномерно относи
тельно у, отличается от функции распределения суммы независимых слу
чайных величин

Σ I"
N(p)≤r

где ξp принимает значения f(jF) с вероятностями δ(pα) (a = 0, 1, ..., γp). 
Следовательно, к функциям f(m)r можно применить предельные теоремы 
для сумм независимых случайных величин, в частности, теорему Б. В. Гне
денко [3], стр. 107-108.

Нас будут интересовать не урезанные функции f(m)r, а сами функции 
f(m). Ограничимся классом функций f(m), для которых предельные зако
ны, соответствующие законам

совпадают. Класс упомянутых функций для краткости назовем И. К классу 
Н мы отнесем вещественные аддитивные функции f(m), определенные на 
полугруппе G, для которых D(x)→∞ при x→∞ и существует такая не
ограниченно возрастающая функция r=r(x), что 1°∏ —>0, —>1.

В случае сильно аддитивных функций эти условия превращаются в

Итак, приступим к исследованию интегральных предельных законов 
для функций f(m)eH. Предварительно докажем несколько лемм.

Лемма 11. Пусть даны две последовательности серий вещественных 
чисел 

g.(m), hx(m) {meG, N(m)≤x]

и пусть для фиксированного ε>0

при x→oo. Если
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при x→∞ стремится к некоторой функции распределения F {у) в ее точках 
непрерывности, то тогда и

K{hx(m)<y}

при x→∞ стремится к F (у) в ее точках непрерывности. Доказательство. Имеем:
Мх { g, (m) < у - ε } - Mx 11 gx (m) - hx (m) ∣ > ε | ≤ Mx { hx (m) < у } ≤

≤ Mx { gx (m) < у + ε } + Mx IĮ gx (m) - hx (m) ∣ > ε J .
Если y-ε и j + ε являются точками непрерывности функции F {у), то согласно предложениям леммы найдем:

F (у - ε) ≤ lim λx { hx (т) < у } ≤ lim λje { hx (т) < у } ≤ F (у + ε).
X→00 x→∞Отсюда, если у является точкой непрерывности функции F (у), получаем

K{hx(m)<y}→F(y)при x-÷oo.Из леммы 11, в частности, имеемСледствие. Если Dx= Dx + o(Dx),'Ax = Ax + o(Dx) и для всех meG, 
N (т) ≤ х, за исключением о (xq) чисел, f (т) = f, (т) + о (Dx), где f (т) — любая 
(не обязательно аддитивная) функция, то

имеют одновременно предельные функции распределения, которые в случае 
их существования совпадают,Лемма 12. Если f (т) — вещественная аддитивная функция, определенная 
на полугруппе G, удовлетворяет условию D(x)→∞ при x→∞, λ>0-фик
сированное положительное число, то

Σ Σ √gg⅛r-°M'
N(p)0t≤x N(p)α≤xΓ-l°x 1Lin N(P)J

Σ Σ ( Σ -^)2=÷M∙
N(p)λ^x N(p)*× a=l '

<х> 1Доказательство. Пусть ε-любое положительное число, x0 =
1= (2ε^^1)λθ. Тогда существует такое x1 = x1(ε)>x0, что при x>x1 у /2(ла)_ ε р2( чZj ΛΓ(p)(β+λ)Θ < 2

π tf(p)a≤χ0Для x>x1 имеем:i У ∕2G>tt) ε , .1________L_ V /a(ptt) < e I 1 - .-
z>8(x) ΛΓ(p)(*+λ)θ 2 ^t^ D2(x) ’ χλΘ Zj N(p)aθ 2 χλθ ’

N(p'ft<× ° x0<W(p)a≤*что и доказывает первое соотношение. Применяя неравенство Коши, отсюда получим второе и третье соотношения:
у ∣∕0>g)∣
Δλ N(p^a+1^ 

N(p)a≤x
• Σ

Mp)a≤χ
< Σ

N(pf≤x

1
W(p)(«+D®

10. Литовский математический сборник, IV
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1

Σ ■ l∕(Pa) 1 V2V(p)aθ £1 1 V /а(Л \2-γaΘ 4^aθ '
N(p)a≤X рЛ, а> 1 N(p) 3 N(p)a≤x N(p) 3

a> 1

-*( Σ -
∕≡(pa) ∖⅛ = o(z>(*)} .' (a+±)θ )

N(pΓ 3 ’ff(p)a^χПоследняя сумма оценивается при помощи неравенства Коши

^r(p)α≤x

∣∙Jnχη 
Lin N(p)J оо

Γ-2e±-1Lin N(P)J

Σ ( Σ l∕(p0t) 1 Vλ у / v 1ΛΓ(p)aθ У 2j ∖ Zj ΛΓ(p)≡Θ . у ∕a(Pa)Zj ΛΓ(p)≡θ ,
N(p)≤x а=1 Λr(p)≤x <χ=l а= 1p у ∕2<Pa)Zj ΛΓ(p)(≡+1)θ ’откуда в силу первого соотношения и следует четвертая оценка.Лемма 13. Если f(m)eH, г = г (х) — соответствующая функция, то 

⅛ ∑ ∕*(">)-(⅛ Σ ∕(m))ζ=^(x)(l+0(l)), 
7V(m)≤x N(m)≤x

⅛ Σ ∕2(^-(⅛ Σ ∕(4)s=^(∂+√^w).
X(m)≤x N(m)<≤xДоказательство. Подсчитаем суммуS= 2 ∕2(m) = ∑ f(P,,)Λ<e)Mx{p4∖m, ^∣∣m∣.

N(m)≤x N(p)a≤x
N⅛)β≤xАналогично, как мы уже делали при доказательстве леммы 10, заклю-чаем, чтоΛf1∣p∙∣∣m, ^[∣m∣ = Λ∕x∣∕>a∣m, ⅞9∣m∣-Λ∕,∣∕>"+1∣m, ⅛9∣m∣- -Λ∕x∣∕>a∣m, ^+l∣m∣ + ¼∣Pa+1∣",∙ 9β+1l∞∣ =

= V (х) р (pa) р (qV) ч N(j,)ΛQl N{q)^ ’
Bxe'откуда следует

Bxq** M Р (₽“) ₽ ⅛β) + N(py<b fi(qy∣*Γ- •

Таким образом,
0, если P≠q, N(p)a N(q)^>x,0, если p = qt a≠β, v(x)p(p*)+ если p = q,

если p≠q,
N (p)a N (qyp ≤ х,

a = β. (46)где S,ι= ∑ p(P*)p(^βW)∕⅛β).
N(p'fN(9'P*×

P≠4о V l∕(pflt)∕07β)∣°2- Zj N(p)*^N{q)W' ’
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¾= 2 p⅛W),
Λr(p)g≤χ

с = Y ∕2(Pg)
4 Z1 ЛГ(р)«®1 •

N(p)g≤x

В силу неравенства Коши и (38)

¾≤(. X ∑ -
N(p)gN⅛)β≤Λ 7V(p)gN(<7)β≤x

= Bx^-^(x) ^0lχe-et Dt^\ (47)
l∕ln X

Согласно лемме 12
S,-P>(x)=- 2 jv^÷υ8 =o(D4x)). (48)

N(p)a≤x

Теперь оценим S,4. Так как f(m)EH, то существует функция r = r(x) 
такая, что -įį——>1, -^-→0 при x→oo. Тогда

S4=Btq-^ ∑
N(p)β≤x

ft(pa) 
N(pyθ + Bxβ~β' 2

г <N(p)a≤x

f2(pa) 
N(py*

=Br6-e' £>2 (х)+ Bxθ^θ, (,D2(x) — Z>2 (ι∙)j = o(xθ-θ1 D2(x)j . (49)

Наконец, оценим ошибку, которую совершим, опуская в сумме 5,1 
условие p≠q. Применяя неравенство Коши и лемму 12, имеем, что она 
по абсолютному значению не превосходит суммы

∕(pg)∕(^β) < I γ ∕20>g) v
N(pFq N(q)M> Δ W(p)aθtffa)βθ

N(p)gN⅛)β≤x

Р=< ±
Y ∕2(gβ) \2
Δ N(j>ye N(q)M> )

N(p)gN(ρ)β≤x
Р=9 ι

_Л2(ра2____ у /2(<я_у _ /р2(л
7VCp)(g+1)θ Δ N(q)⅛+Vβ I -°∖lj ∖x)∣- 

N(qft ≤ х

Σ
N(p)aN(q^^x 

p=q

-{ Σ
N(p)g≤x

Учитывая последнюю оценку и подставляя (47), (48), (49) в (46), 
получаем: *

S=v W ∑ p (p*) Р (9β)∕(pa)∕(⅞0) + * W D1(x) + o(v (х) Dt (х)] . (50) 
7V(p)gN(g)β≤X

В силу (37), очевидно, имеем что
⅛ ∑ f{ni)= ∑ p(p∙W)+-^⅛-∙ (51)

N(m)≤x N(p)a≤x

Из (50) и (51) следует равенство
⅛ s- (τ⅛^∑ ум)2 - °г ω=

= - ∑ Р (pa) Р (9β)∕(pa)∕(9e) + о (к2 (х)] .
N(p)a≤x, N⅛)β≤x

N(p)aN(qft>x
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Нам остается показать, что сумма в правой части этого равенства, кото
рую обозначим Sb, имеет порядок o(z>2(x)j.

Используя (14) и (15), получаем оценку:∑ Σ W(p)≡θ-Λ^)βθ^= ∑ Λr(p)aθ (ln
N(p)a≤r -2L-<λ^)P≤x 7V(p)a≤r

ΛT(p)β

_____!≡i_____ +-М- 
lnx-lnΛΓ(p)∙ τlnx∕

В у In ΛΓ(p)g
- lnx 2л N(p)*e

N(p)a≤r

Тогда в силу полученной оценкиs-^( Σ Σ ÷ Σ
N(p)σ≤r —5— <N(ς)P≤χ N⅛)β≤r λγq,)≈sξx

N(p)λ N(qft

=⅛=°(>)∙

l∕(pg)∕WI \_ 
ΛΓ(p)αθ ΛΓfa)0θ /

= BD≡>(*){( ∑

_1_
-^5θ-^βθ-) = о (1)2 (x)j ,1

И (41)Σ + Σ ■
r<W)a≤x 
r<N(pft≤x 

N(p)aN(qft>*
1 1_ Σ -ζvχpjgθ^(5)0θ') +

N(p)a≤r _!L_<N(q^x
N(pf-+ ( Σ Σ 7V(p)gθ N(q)№) }+ 

N(ρ)P≤r —<N("p)a≤χ
N⅛)3+(p2(x)-p2ω)( ∑

X(p)a≤χ
N(ρ)0≤x 

N(p)λN(oP>x

что и. заканчивает доказательство первой части леммы. Вторая формула 
доказывается аналогично.

Лемма 14. Пусть f(m)eH, г=г (х) — соответствующая функция. Ди
сперсии законов q⅛⅛⅛a<4 4*⅞s*M
и законов ∕ / /4zs⅞≡a4 42¾FM-
если f (т)—сильно аддитивная , функция, равны l+o(l).

Доказательство. Дисперсии первых двух- законов равны соот
ветственно 1 Г 1 , 1 _ ∖2 1Σ Σ J’

2V(∕n)≤x N{m)≤x"dγ00∣V0∂ ∑ ∑ -^^r) }∙
N(m)≤x N(m)≤x

Согласно лемме 13, эти выражения равны l+o(l). В силу леммы 12 для 
сильно аддитивных функцийb*(x)-z>≈(x)=b 2 -^e-=0(z,2W)∙

H(p)≤x

Отсюда следует, что дисперсии последних двух законов также равны 
l+o(l).
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Теорема 2. Для того, чтобы законы распределения
' f ∕(m)-Λ(x) į
М D(x)

где f (т)—аддитивная функция, из класса Н, сходились к предельному с ди
сперсией 1, необходимо и достаточно, чтобы существовала такая неубываю
щая функция К (и) с вариацией единица, что при x→∞ во всех точках не- 
прерывности К (и) ,

О‘(х) Σ N(j>pb →κ(u)∙ (52)
N(P)α≤x 

∕(pa)<wD(x)

Логарифм характеристической функции предельного закона вычисляется по 
формуле Колмогорова oolnφ(0= ∫ (ei"∙-l-itu)^fdK(u), (53)

— ∞

где подынтегральная функция при и = 0 считается равной — -^t2-Доказательство. Так как функция f (т) ∈ Н, то существует такая неограниченно возрастающая функция r = r(x), что →0, →1 ПРИ
x→∞. Рассмотрим независимые дискретные случайные величины ξp ^N(p) ≤ г), где ξf, принимает значения f(pa) с вероятностями 8(pa) соответственно. Пользуясь теоремой Б. В. Гнеденко ([3], стр. 107—108), докажем сначала, что условия теоремы необходимы и достаточны для сходимости законов распределения сумм γ

-⅛ Σ (ξp-∑∕(^)»(₽*)) (54)
Λf(p)≤r a—1к предельному, и дисперсий этих сумм к дисперсии предельного закона, и что в случае сходимости предельный закон определяется формулой (53).Теперь докажем, что для любого ε>0

при x→oo. Здесь Mζp- среднее значение ξp, Р — вероятность. Очевидно, 
ур

<z=lСогласно лемме 12, при x>x0(ε)
γp γp

Если для всех p с N(p)≤r и x>x0(ε)∖f(p*)∖≤½D(x),то Λjc(ε) = 0j в противном случае обозначим через No наименьшую норму образующего элемента р, для которого ∣∕(pa) [ > -у D(x). Тогда ⅛ω≤⅛∙
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Так как 7V0→∞ при x→oo, то Ztx(ε)→O при x→∞ для всякого фиксиро
ванного ε>0.

Далее, исследуем последовательность функций

Kx(u)= ∑ ∫>λ>{¾⅛<,}= -

Λr(p)≤r —00

η,
=τ⅛ Σ * (z^) - Σ m 8 И2 8

а= 1 '

где звездочка означает, что сумма берется по всем р, удовлетворяющим 
условиям: jV(p)α≤r,

γp

f(pf,)- ∑f(r)S(p*)<uD(x).
α= 1 

Согласно лемме 12,
κ (tl} =__ LI у* ∕8(poc) у* ∕8(poc) .

p≡(x) | Zj ΛΓ(p)≈θ Δ N(p)<*+W -,^

. » у* ∕(p1> y l∕⅛>11)l ,4γ*∕y I∕<J>-)I у 1
-r" Δ JV(p)≈θ Δ N(p)a^ r ∆ ∖ Δ N(p)<*e ) I

а=1 а=1

1 у* ∕a(ptt) , zn 
D2(x) Δ N(p)a® ~i^0∖l)' '

где оценка о (1) равномерна относительно и. Так как
γp

та* I ∑∙^p°) 5(/Я) Į = о (z> (х)) ,

то в случае сходимости Kx(u) в точках непрерывности предельной функ
ции также и функция

1 у ∕2Cptx)
D2 (х) Δ N(p)aQ

N(pf≤r
f(pa<uD(x)

сходится и оба предела совпадают. Согласно определению класса Н по
следняя функция отличается от функции

l {и}___ L_ у
1-x∖u)- p≡(χ) Zj ΛΓ(p)≡Θ

N(p)0t≤x
∕(pa)<wD (х)

лишь величиной о(1), причем оценка равномерна относительно и. Следо
вательно, функции Kx(ιi) и Lx(u) сходятся лишь одновременно и притом к 
одной и той же предельной функции в ее точках непрерывности.

Кроме того, очевидно, что дисперсия случайной величины (54) равна

Xx(oo)=Lx(oo) + o(l)= 1+о(1).
Заметим еще, что

yp
∑4= ∑ ∑∕(Pa)8(p")∙

JV(p)≤r W(p)≤r a= 1
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Тогда в силу того, что было сказано, из теоремы Б. В. Гнеденко следует, что законы распределения для (54) сходятся к предельному и их дисперсии —к дисперсии предельного закона.Функция распределения
Г f(m)r-A'(r) Iгде

γp
A'(r)= ∑ ∑∕(Pα)δ⅛α),

N(p)≤r а=1лишь на величину о(1) отличается от функции распределения случайной величины (54). Согласно лемме 12
"-<'>- Σ √⅛-- Σ √Ζ⅛Γ÷* Σ ≡-∣('>+√'>H)i 

N(P)≤r N(p)≤r N(p)α≤r
а> 1из следствия леммы 11 следует, что предельные законы функций распределения >.{ ^*-l'w <yį и ⅛{≡⅛a<4 совпадают. И, наконец, в силу равномерности оценки (42) 

• К11 (∕(">)-f(m)r} -[a(x)~a (<∙)) I > ≡ } = ⅜ Į Dt (х) - D2 (г) ∣→0при x→∞ для любого фиксированного ε>0. Из лемм И и 14 следует доказываемая теорема.Аналогичным образом доказывается следующаяТеорема 2a. Для того, чтобы законы распределения
f f(∕ri)-A(x) I

λ√------- BŪ~~ <У}’

где f (т) —сильно аддитивная функция из класса Н, сходились к предельному 
с дисперсией 1, необходимо и достаточно, чтобы существовала такая неубы
вающая функция К (и) с вариацией единица, что при x→∞ во всех точках 
непрерывности К (и)

____ 1 γ ∕2ω
B2(x) Za N(p)Q '

N(p)≤x
f(p)<uB(x)

Логарифм характеристической функции предельного закона вычисляется по 
формуле Колмогорова (53).Теорема 3. Пусть f (w) — вещественная аддитивная функция, определен
ная на полугруппе G. Если D(x)→∞ и для всякого фиксированного ε>0⅝Γ ∑ S→" W

K(p)a≤χ
∣∕(pα)∣>εD(x)

при x→∞ (аналог условия Линдеберга), то∖{ ztl^ww <>∙I→φω∙ (56)
Если f (т) ∈ Н, то для справедливости (56) условие (55) является необхо
димым.
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Доказательство. Сначала докажем, что существует функция ε(x), удовлетворяющая условиям: ε(x)→Q при x→∞ и для достаточно больших х
1 у ∕*β,g) < ε įx)

Di(x) Δ N(p)ae εw
N(pf≤×

∣∕(pβ)l>ε(x)D(x) ;Пусть з > 0 - фиксированное вещественное число. Подберем последовательность чисел (fc = 0, 1, 2, ...). В силу условия Линдеберга для каждого можно найти такое xk = χk[~^k)» чт°бы при x>xk

___ 1 у ∕*(pg) r e
Di(x) ⅛ N(p)a^ 2* '

N(p)α≤x
|/(p“>l>^įD(x)Полагая ε(x) = -^-, если xjt≤x<xfc+1 (fc = 0, 1, 2, ...), и считая, это ε(x) принимает любые значения для x<x0, получаем искомую функцию.Пусть r = r(x) = x*x∖ Согласно (14) имеем:D>(x)-P∙(r) = 2

r<JV(p)α≤x 
∣∕(pa)∣≤ε(x)D(x)

∕a(p°t) , у Γ(Pg>
ΛΓ(p)βθ -r tf(p)βθ

r<N(p)a≤x 
l∕(pβ)∣>ε(x)D(x)≤ ε2 (х) Dt (х) ∑ j√⅛y⅞~ + ε (*) °2 (*) =

r<N(p)β≤x

=BDt (х) ε (х) (ε (х) In -⅛- + 1)=2fc (х) D> (х).Следовательно, функция f(m)eH.β случае нормального предельного закона Ф(у) в формуле Колмогорова (53)

(57)

!0 при и ≤ О,
1 π1 при и > О, поэтому условие (52) равносильно условию (55). Итак, из теоремы 2 следует теорема 3.Аналогично из теоремы 2а получается .Теорема За. Пусть f(m) - вещественная сильно аддитивная функция, 

определенная на полугруппе G. Если B(x)→∞ и для всякого фиксированного 
ε>0 1 ~,ч1 У Г(р)__>0B>(x) ΛΓ(p)θ

N(p)≤x 
∣∕(p)∣>εB(x)Ч a>√--<j,}→φ^∙ (58)

Если f(m)eH, то для справедливости (58) условие (57) является необ
ходимым.Примеры.- В силу оценок, которые даны в конце § 5, из теорем 2а или 2 имеем, что при x→∞

λx I ω (т) < In In х+y ]∕ln In х ∣→Φ (;>),

при x→oo, то
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λje Į Ω (m) < In In х+y ^∣∕ln In x ∣→Φ (>∙), λx{τ√m)<*'"ta*+'y^I→Φ(^ λx∣θ(m)< у lnlnx + -^->> ∣∕lnlnx∣→Φ (j>).

§ 7. Оценка остаточного члена в интегральных асимптотических законахТеперь исследуем быстроту сходимости к предельному нормальному закону интегральных законов распределения „нормированных“ функций на множестве {meG, N(m)≤x} при x→∞.Теорема 4. Пусть f (т) —вещественная аддитивная функция, определен- 
нця на полугруппе G и подчиненная условиям:

D(x)→∞ при x→∞∙, max ∣∕(p*)∣≤μ(x), (59)
где μ(x) не возрастает и стремится к 0 при x→∞. Тогда при x>xq для 
всех у (xq не зависит от у)

равномерно относительно x>x0 и у.Доказательство. Пусть x>x0, где х0 — достаточно большое. Положим
r = г (х) = ехр (---------------- j, с = min (-∣- cs, c24j .cln7ω^ Очевидно, что lnr(x) = o(lnx) при x→∞. Кроме того,7)2 W= ∑ =

N(p)α≤xотсюда μ-2 (x)=ZMnlnx, (60)следовательно, r(x)→∞ при x→∞. Далее,0*(x)-ZP(r) = 2 -C^-=2fl>.(x)μ∙(x)lnta-i⅛-. (61)
r<N(p)a≤xПусть

Σ ∕0,,(m)∙
N(p)≤rИспользуя леммы 6 и. 9, в силу в § 4 приведенной теоретико-вероятностной интерпретации получаем, что равномерно по уλx { hx (m)r <y} = Fx(y) + Bμ (х),где Fx (у) — свертка функций распределения случайных величин ξp(-V(p)≤rj, принимающих значения с вероятностями 8 (pa) (а = 0, 1, ..., γp) соответственно.
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Среднее значение случайной величины ξp равно tf(P)≤rV ∕(pg)8(pg)
Zi d (х)

X(p)a≤rее дисперсия согласно лемме 12 и (61) γp-------^'~' ' ∕(pg)δ(pg) \2_ 
D(χ) )∑ *⅛⅛p- ς∙ (Σ

W(p)g≤r N(p)<r ‘ a=I

-^(D>(x) + D>(r)-DUx)} +

+ Bμ2(x}=l+Bμt(x)lnla-~,абсолютных центральных моментов случайных величин
Σ D2 (x) N(p)*e + j0μ2 W

N(p)g≤r

а сумма третьих 
∑ I,

N(p)≤r

равна
= ΣN(p)≤r

V V I ≠⅛*> _ V ∕<P*)s0,a) Is s /„«л _ 2j 2j I D(x) 2д D(x) I °(p '
N(p)≤r a=0 <x= 1v I ∕⅛,a) _ V ∕(p,>8⅛∙) ∣sχ∕n<Λ . v I V ∕(pa>8<pa) ∣s∕1___ !_) _2ι I D(x) 2ι D(x) ∣δ^)+ 21 ∣2ι Z>(χ) Ц. N(p)θ∣

a= 1 a=l 2V(p)≤r а=1= b J V l∕(pg)∣8 , у у f2 ∕ tλ∖( у IZOat)l \ 1 ,D≡(x).l Zι N(py*β ^r Δ ∆j 'j'f∖∆ N(p)aQ ) N(p)a* -r
’ N(pf≤r H(P><r <x=l <x=l÷ Σ Σ∣∕W∣(∑-≡⅛),-s⅛÷

N(p)≤r а=1 а= 1÷ Σ Σ(∑H⅞^),-s⅛r}÷⅛∙W-
7V(p)≤r а= 1 а= 1=^öö Σ #($> +^μ3W∣1+ ∑ / у + W>asr Mo)« ^o>)0-ιj+ Σ z 1 v + Σ -7-½d=
N(p)≤r (y(p)θ-lj N(p)≤r (W(p)θ-lj

-⅛⅛- Σ -≡U⅛>-m* 
7V(p)a≤rНа основании вышеизложенных соображений к Fx(y) можно применить известные результаты А. Берри и К. Г. Эссеена [6, 7], что дает 

F,(y~Dxy+∖∕^Dx 2 -^⅞^-) = Φω+5μ(.r),
N(p)g≤rгде оценка равномерна относительно у. Следовательно, равномерно по

х и у 4⅛(a^- ∑• D(x)
N(pf≤r

(62)
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на
Теперь в последнем соотношении заменим Aλ(∕m)γ на hx(m), Dx на 1 и γ ∕G>g)δ(∕>0t)Zj Z>(jc)

JV(p)ct≤r

f(p) у /(р)
ΛΓ(p)θ Δ N(p)^

Име!ем:∣Λ(*)- ∑ ∕(p∙)8(p*)∣=∣ £
N(p)a≤r r<N(p)≤x N(p)≤r- ∑ ∕(pa)8(p∙)∣ = ∣5μ(x)Z>(x)+Bμ(x)7>(x)lnη∙^I<

N(p)a≤r 
а> 1

< ⅛ D (х) μ (х) in , (63)где c26 и в дальнейшем c27, c2β — положительные числа, не зависящие от х. Далее, (64)
∕(m)- 2 Λ,(m)= ∑ f(p^}=BD(x)il.(x). £ 1.

jv(p)≤r r<N(p)a≤x r<N(p)a≤x
pa∖m pajmОчевидно, 2 1, где N(m)≤x, не превосходит

Pa∣m
lnx 

]∏ΛΓCp)a ‘Так как JV(p)α>r, то
а тогда

Ис

где

∣∕(∞) - ∑ fw (m) Į < ⅛ -О (×) И (χ) In η⅛j- •
2V(P)≤r(63), (64) и (65) получаем, что

⅛(⅛h- ∑ ^tl)∙=^. 1«
Mp)a≤r

-x{v", ⅛" '>ι'
≤4⅛(*-<")-- ∑ -fl⅛⅛⅛0-)<>÷∙}∙

N(p)0t≤r

(65)

D{x)

ε = (e2β + ¾) μ (х) In + ‰1 у ∣ μ2 (х) In -yyįy- .
Беря Iу I < μ 2 (x), имеем (∣ A Į ≤ 1):I φ O’ + ε)- Φ (j) Į = -~ e^^y+λz',' = βεe-^ .



600 3. ЮшкисТогда в силу (63) получаем: χx{^⅞^-<∕j=Φω+5(εe÷+μω)=
= Ф (у)+Bμ, (х) (е“' In-Jjγ + 1) .Таким образом, для | у ∣ < μ 2 (х) теорема доказана.Остается рассмотреть случай ∣^∣>μ 2(x). Из леммы 10 имеем, что

откудаПоэтому
С другой стороны

Σ (2⅛⅛ar-*∙w∙
JV(m)≤x

λ*{/(д7х>w < -h}=⅜(x), λχ{ Л1~4(Х) <∣y∣}=l+Bμ<x)-
Ф(ТЫ) = 1-Ф(Ы)= у=- 00 1 л

f e-^∣y∣=UU—
]∕ 2π \ М

l>-l

в 
|у|

е=B ]∕μ (х) ехр ( —2⅛j^) =∙β∣t W∙Теорема доказана.Аналогично доказывается и следующая
Теорема 4a. Пусть f(m) — вещественная сильно аддитивная функция, 

определенная на полугруппе G и подчиненная условиям:
B(x)→∞ при x→oo∙, -s∣-r max ∣∕(p)∣≤μ(x),

"W N(p)≤χ

где μ(x) монотонно стремится к 0 при x→∞. Тогда при x>x0 для всех у 
(х0 не зависит от у)

42⅜Fu÷φw+*<<i'l∙⅛r÷l)
равномерно относительно x>x0 и у.

Примеры. Из теорем 4a или 4 легко получаем:λ J ωy-⅛lnx <j,Uφ(y) + ^^(e-÷yinlnlnχ+l),
( V lnlnх J V lnlnx
I .Ω.(^-lnlnx <;y I =ф w+ B= (e-⅛'∙lnlnlnχ+ 1)

Į V In In x J v In In X ι ×λif τ*(m) < k'nbx+,vJ = Φ (y) + (e^τ', JnIn In x + 1),
I J V In In x
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§ 8. ПримерыПриведем несколько примеров полугрупп (см. [1]).1. Пусть элементы полугруппы G — положительные вещественные числа α≥l, причем логарифмы образующих элементов линейно не зависимы. В этом случае систему образующих элементов назовем базой полугруппы G.Если положим N (а) = а, то все 'наши леммы и теоремы будут справедливы для такой полугруппы. Например, в качестве полугруппы G можно взять множество чисел вида л®-1, где л=1, 2, ... и Θ>0. Очевидно, для полугруппы G v(x)= 2 l=≈θ + B.

nθ-1≤xБазой полугруппы G будет множество чисел вида pe~l, где р пробегает множество простых рациональных чисел. При Θ = 1 получаем результаты И. Кубилюса [5] для аддитивных функций, определенных на множестве натуральных чисел.2. Рассмотрим множество целых комплексных чисел. Мы достигаем полной однозначности, беря полугруппу G целых комплексных чисел z с базой, состоящей из простых гауссовых чисел z1, z2, ... первого квадранта. Полагая M(z) = ∣z∣, тривиальным образом имеемv(x) = -^-πx2 + Bx.Следовательно, наши результаты справедливы при Θ = 2.3. Рассмотрим конечное расширение К поля рациональных чисел степени п. Множество G целых отличных от нуля идеалов a поля К будет полугруппой с базой, состоящей из простых идеалов р. Если нормой элемента a будем считать норму идеала а, то (см. [2], стр. 181)
1- — 

v(x) = μhx + Bx п,и все леммы и теоремы справедливы для любого поля алгебраических чисел при Θ = 1.Автор глубоко благодарен И. .Кубилюсу за постоянное внимание к работе и ценные советы.
Вильнюсский государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 27.П1.1964
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ADITYVINIŲ FUNKCIJŲ, APIBRĖŽTŲ SUTVARKYTUOSE 

PUSGRUPIUOSE SU REGULIARIU NORMAVIMU, 
RIBINĖS TEOREMOSZ. JUŠKYS 

(Reziumė)Tegul G—multiplikatyvinis pusgrupis su suskaitytine sistema begalinės eilės generuojančių elementų. Toliau, N— pusgrupio G homomorfizmas į multiplikatyvinį teigiamų skaičių pus- grupį; N (m) — elemento me G vaizdas, norma. Mes tiriame pusgrupį, kuriam
2 1 = C⅛θ+O(xθ9,

N(m)≤xkur C, Θ, Θ1-konstantos, C>0, 0≤Θ1<Θ, ir jį vadiname sutvarkytu pusgrupiu su reguliariu normavimu.Funkciją f (m) vadinsime adityvine, jei ji apibrėžiama visiems m, ne G savybe 
f(mri)=f(m)+f(n), kai m ir n tarpusavyje pirminiai.Šiame straipsnyje yra įrodoma keletas ribinių teoremų apie adityvinių funkcijų, apibrėžtų sutvarkytuose pusgrupiuose su reguliariu normavimu, pasiskirstymą.Darbe taip pat įrodoma ši teorema:

Tegulf (m) —reali adityvine funkcija, tenkinanti sąlygas~d∖x∖ max !∕(pα)∣≤μ(x), D(x)→∞,
( ' NiP)a≤x

kai x→∞ (μ. (x) —monotoniškai artėjanti į 0, kai x→∞, funkcija}. Tegul, toliau, 42¾⅛t4
yra pusgrupio G elementų m, kuriems N(m)≤x ir f(m)<A(x)+yD(x), dažnumas. Tada visiems 
x>x0 ir y galioja pareinamybėf f(m)-A(x) J.l f F“* , M—τ⅛∏<ψ y⅛h au+

+ O∣μ(x)(e 2 l∏-⅛j-+1)}∙
Liekamojo nario įvertinimas yra tolygus x>xa ir y atžvilgiu (x0 nepriklauso nuo y).

GRENZWERTSÄTZE FÜR ADDITIVE FUNKTIONEN 
AUF DEN GEORDNETEN HALBGRUPPEN MIT REGULÄRER 

NORMIERUNGZ. JUŠKYS
(Zusammenfassung)Es sei G eine multiplikative Halbgruppe mit abzahlbar vielen erzeugenden Elementen unendlichen Ordnungs. Es sei N—ein Homomorphismus der Halbgruppe G in die multiplikative Halbgruppe der positiven Zahlen. Man nennt das homomorphe Bild N(m) die Norme des
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Elementes m. Wir annehmen, dass die Anzahl der Elementen der Halbgruppe G mit 
2V(∕n)≤x gleich Cxθ+O(xθ*) ist; C, Θ, Θ1 sind Konstanten, C>0, 0≤Θ1<Θ.

Eine Funktion f(m) heisst additiv, die auf G definiert ist und für jedes Paar teilerfrem
den Elementen m, n die Bedingung 

f(mn)=f(m)+f(ri)
genügt.

In dieser Arbeit werden einige Grenzwertsätze über die Verteilung der Werte von addi
tiven Funktionen, die auf geordneten Halbgruppen mit regulärer Normierung definiert ist, 
bewiesen.

Im Arbeit wird auch der folgende Satz bewiesen:
Es sei f(m) eine additive reelle Funktion, die den Bedingungen

max l∕(Pα)l≤μ(x), D(x)→∞ (x→∞)
* N(p)a≤x

unterworfen ist. μ (x) ist eine monoton nach 0 strebende Funktion. Es sei ferner

die Häufigkeit der Elementen meG, für die N (m) ≤ x und f(m) < A (x) 0-yD (x) ist. Dann gilt

duo

gleichmässig für alle x>x0 und alle у (x0 yon у unabhängig ist).


