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О ВЕКТОРНЫХ РЕШЕТКАХ И КОЛЬЦАХ РАВНОМЕРНО 
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙЛ. В. АПАРИНАНастоящая заметка состоит из двух частей. В первой части рассматриваются векторные решетки с сильной единицей. На множестве 5Ш максимальных собственных Z-идеалов такой решетки каждый ее элемент х естественным образом определяет функцию х(М), и эти функции порождают в 9J1 слабую топологию τσ. Как показал К- Иосида [1], (ЗЛ, τσ)-бикомпакт. Этот результат устанавливается здесь другим способом, с помощью исследования оболочечно-ядерной топологии τhk в 2R.Во второй части рассматриваются векторные решетки Ψ(JV) всех равномерно непрерывных функций на равномерном пространстве X, обладающие сильной единицей е. Доказывается, что если в Ф(Х) определить операцию умножения, положив f×g = ⅛-, где fg—обычное произведение функций, то ^(Ar) становится кольцом; при этом максимальные /-идеалы совпадают с максимальными кольцевыми идеалами.В случае, когда X — нормированное пространство, это кольцо— нормированное.I. Упорядоченным векторным пространством ([2], стр. 71) называется вещественное векторное пространство, в котором задано отношение (частичного) порядка, такое, что если x≤y, то x + z≤y+z и λx≤λy для любых элементов z и положительных скаляров λ.

Векторной решеткой ([3], стр. 163)* называется упорядоченное векторное пространство L, в котором для любых двух его элементов х и у существует х му = sup {x, у }; (тогда существует и х А у = inf {х, у}= — 
— [( — х) м( —у)], так что L — действительно решетка). Для каждого xeL полагают ∣x∣=xv(-х). Обозначим L+ = {xεL : x>0}. R будет означать векторную решетку всех вещественных чисел (упорядоченную по возрастанию).

l-идеалом ([5]** стр. 307) векторной решетки L называется ее векторное подпространство I такое, что если x∈∕, yεL и ∣y∣≤∣x∣, то yεl. Всякое непустое множество ∠4⊂L порождает /-идеал (Л), состоящий из всех тех элементов x∈L, для которых существуют конечные наборы α1, ..., anεA и λ1, ..., ∖nεR+ такие, что ∣x∣≤λ1]α1∣ + ∙ ∙ ∙ + λn∣αn∣.♦ В [4] К—линеалом, в [5] — векторной структурой. ♦♦В [4] — нормальным подлинеалом.



24 Л. В. Апарина

Максимальным l-идеалом в. L называется всякий собственный (т. е. отличный от L) /-идеал, не содержащийся ни в каком другом собственном /-идеале.
Сильной единицей в L называется такой элемент е>0, что (e) = L, т. е., каково бы ни было xeLt существует λ∈Λ+, для которого ∣ х ∣ ≤ λe. Таким образом, е не содержится ни в каком собственном /-идеале. Поэтому, если L обладает сильной единицей е, то каждый собственный /-идеал I в силу леммы Цорна, содержится хотя бы в одном максимальном /-идеале. Беря, в частности, 7= {0 }, заключаем, что множество максимальных /-идеалов векторной решетки -с сильной единицей не пусто.Если /-/-идеал векторной решетки L, то под L∣I понимается фак- торпространство L по /, наделенное отношением порядка, при котором α + 7≤Z> + 7 тогда и только тогда, когда (b-a + Γ) ∩ L+ ≠ 0. Как известно ([5], стр. 329), L/7—векторная решетка, причем каноническое отображение £ на L11— решеточный гомоморфизм, т. е.(х + 7) V(y + 7) = (x vy) + 7 и (х + 7) Л (y + 7) = (x∆y) + ∕.Если М- максимальный /-идеал в L, то, как известно ([5], стр. 329), для каждого α>0 из L Į М существует однозначно определенный изоморфизм LI М на R, переводящий a в 1.Далее мы всюду предполагаем, что L обладает сильной единицей е, и в качестве такого элемента a всегда будем выбирать е + М. Тогда каждый максимальный /-идеал М определяет отображение L в R:

х → х + М →λ.Тем самым элементы xeL определяют на множестве ЯП всех максимальных /-идеалов функции x(Λfj = λ. Как легко проверить, они обладают следующими свойствами:1) M1≠M2 => ^xeL: x(M1)≠x(M2),2) x= x14- x2 => X (М) = x1 (Λf) + x2 (М),3) X = λx1 == > х (М) = λx1 (М),4) х e М •<=> х (М) = О,5) e(M)≡l,6) (XV у) (Λ∕) = x(M) vy(Λ∕),7) (x∆y) (M) = x(M) Λy(M).Из 4) и 7) непосредственно вытекает, что всякий максимальный /-идеал — простой ([5], стр. 202), т. е. если xλveM, то хеМ или уеМ.Пусть τσ-слабейшая топология в ЯП, при которой все функции χ(Λ∕) непрерывны. Из 1) следует, что пространство (ЯП, τσ) отделимо.Второй способ топологизации ЯП-введение так называемой оболочечно-ядерной (hull-kernel) топологии тАА подобно тому, как это делают для множества максимальных идеалов коммутативного кольца с единицей (см., например, ([6], стр. 201)). Замкнутыми множествами назовем всевозможные множества вида ¾(√4)≈{Λ7еЯИ :МзА}, где Λ⊂L. При этом ад = ЯИ,21(е)= 0, ∩9I(4x) = QI(U Λa),QI(Λ)U ¾(B) = ¾({∣a∣ л ∣b∣ ιa∈Λ,Z>∈B}). Докажем последнее соотношение. Пусть Λf⊃ {|я|л|/>|:яеЛ, ЬеВ} к АфМ, так что существует a0 ∈ А \ Μ. Так как ∣ a01 л ∣ b ∣ ∈ М для любого ЬеВ, 
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а ∣fl0∣ фМ, то, в силу простоты М, B^ Μ. Обратно, если M=>A или M=>B, то M⊃ {I а I л J b Į : а е.А, b еВ} по определению- /-идеала.Заметим, что множества 9I(x) = {Λf∈9Jlιx∈Λf} образуют, базу замкнутых множеств в топологии τhk. Нетрудно проверить, чтоSR'= {МеЗЯ.М = ∩ М'}

М'еЩГдля любого ЯП' ⊂ ЯК.
Теорема 1. Множество ЯП максимальных l-идеалов векторной решет

ки L с сильной единицей е, наделенное оболочечно-ядерной топологией τhk, 
бикомпактно.Доказательство. Достаточно установить, что если семейство 
{41(a)}aΞA, где A≈L, имеет пустое пересечение, то тем же свойством обладает и некоторое его конечное подсемейство.Пусть ∩ 9I(α) = {Λfe<0l: М => А} = 0.

аеАТогда /-идеал (Л), порожденный множеством А, совпадает c L, так как в противном случае существовал бы максимальный /-идеал Mt>(A)=>A, что противоречит условию.Итак, (A)=L. Тогда, в частности; е ∈ (Л), т. e. ∣ е ∣ ≤ λ11 α1 Į + ∙ ∙ ∙ + λπ ∣ an | для некоторых a1, ..., anE А и λ1, .... ХлеЛ+, так что e∈({α1, ..., απ}). Отсюда ({α1, ..., an}) = L, и, значит,∩ 5I(α1∙) = j M е ЯП : М' ⊃ { α1, ..., ап } } = 0 .
i=1 * j

Теорема 2. В множестве ЯП всех максимальных l-идеалов векторной 
решетки L с сильной единицей е топология τhk совпадает со слабой топо
логией τσ.Доказательство. Достаточно показать, что функции х(М) непрерывны в топологии τhk. Действительно, тогда то«$тАА и так как τhk бикомпактна (теорема 1), а τσ отделима, то то = тАА.Непрерывность функций х (М) будет вытекать из справедливости соотношения:2R,,α = {Λ∕'e9Jlrx(Λ∕')≤α} = {Λ∕≡aR = Λ∕⊃ ∩ M'} = ‰tt.

м-еЩ1Х1 αДокажем его. Пусть
М z> ∩ М'.

M's∞Λ.αТак как (х - αe) (M') ≤ 0 и, значит, [(х - осе) v 0] (Λf') = 0 для каждого 
M,e 9Jlxa, то (x-oce)vOeM, и, следовательно, x(Λfj≤α, т. е. Л/еЯИ^.Таким образом, ЯПх>а замкнуто. Так как множества

{ МеЯЛ : x(M)≥β} = M-xι _зтоже замкнуты для любого β∈∕ζ то все функции х(М) непрерывны в топологии τhk.
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II. Пусть X - равномерное пространство, ф (X) - естественно упорядоченное векторное пространство всех равномерно непрерывных функций на X. Очевидно, ф (X) — векторная решетка и ΛG0 = {∕∈^β(X): ∕(χ∙o) = O} для каждого x0eX — ее максимальный Z-идеал.
Теорема 3. Пусть X — нормированное пространство, наделенное своей 

естественной равномерностью. Тогда функция e(x) = 1 + ∣∣x∣∣ является силь
ной единицей векторной решетки ^P(Ar).Доказательство. Для любого fe φ (X) существует ^∈(o1 + ∣j∙^ i ) такое, что ∣∣√-x"∣∣≤δ => ∣∕(x')-∕(x")l≤ 1. Пусть хеХ, x≠0 и и —целое число, удовлетворяющее неравенствам nδ≤∣∣x∣∣<(w+1) δ. Положим
Так какI∣xfc-x⅛-1∣∣ = δ (0≤fc≤w) и II xn ∣∣ = ∣∣ x∣∣-nδ<δ, ТО ∣∕(x)-∕(0)l≤≤ l∕(χ) -fM I + l∕(χ>) -fM I + ∙ ∙ ∙ + l∕(χn) -∕(0) I ≤ п + 1 ≤ j и х ii +1, откуда . 1ι∕ω≤∣ ι∣χ∣ι + (ι+ι∕(θ)∣)=∣ (i+ι∣χ∣∣).

Теорема 4. Пусть X — равномерное пространство такое, что <β (X) 
обладает сильной единицей е. Тогда $(У) есть кольца (и алгебра) с едини
цей е относительно операции умножения ×, определенной формулой 
f×g = ⅛-, где fg — обычное произведение функций fug.Доказательство. Заметим, прежде всего, что e(x)≠0 для всех 
х ∈ X, так как в противном случае функция f(x) ≡ 1 не удовлетворяла бы неравенству ∣∕∣≤λe ни для какого λ.Очевидно, требует доказательства только, что если

f, ge<β(X), τo∕×g=4e^(nСуществует с>0 такое, что ∣∕∣≤се и ∣g∣≤се. Далее, для любого ε>0 существуют окружения Uf, Ug, Ue такие, что
(х, √) ∈ Uf => ∣∕(x) -∕(x') I < ⅛ , (1)(2)(х, χ,)∈^e =” •Положим U= Uf ∩ Ug ∩ Ue и пусть (x, x,) e U. Тогда

f(χ')g(χ') _ f(χ)g(χ) I _ I Г f(χ')g(χ,) _ f^χ)g(χ,) 1 + 
e(x') e(x) I II e(x') e(x,) J

‘ f(χ)g(χ,) _ f(x)g(x) 11 < 
е {x) n(x) JIf-⅛≡∣e(x)-e(x')l +∣sM-^ωι<c∙⅛+c2∙⅛+c∙⅛=ε∙

(3)
I f(χ')g(χ') _ f(χ)g(χ) I IГI e(√) e(x) I И. Г f(χ)g(χ') f(χ)g(χ') l l Г+ L e(x') e(x) J'+^l

, l∕(χ)l
+ е(х)

fryтак что функция -у- равномерно непрерывна.
е(х)
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Итак, векторная решетка ф (X), обладающая сильной единицей е, является одновременно кольцом (относительно указанного умножения), причем е также единица кольца.Из последнего, в силу леммы Цорна, следует, что каждый собственный кольцевой идеал содержится хотя бы в одном максимальном кольцевом идеале. Естественно возникает вопрос: какова связь между максимальными кольцевыми идеалами и максимальными /-идеалами в ^Р(У)?
Лемма. Пусть ⅛ (X) — совокупность всех равномерно непрерывных функ

ций на равномерном пространстве X. Если f, g∈<β(Ar) и ∣g ∣ ≤ |/|, то су
ществует такая функция hE⅛(X), что hf=g2 и, значит, h×f=g×g.Доказательство (ср. [7], стр. 509). Положим А(х)=|ШеСЛИ/(х)#°’Į 0 , если ∕(x) = 0.Доказательства требует только, что hety(X). Существует окружение Ue такое, что (У, х) е Ul => I g (x') - g (х) I < i и ∣∕(x') -∕(x) | < -Į .Пусть (x', x)eUz. Случай ∕(x)=∕(√) = 0 тривиален.Если∕(x)≠0 и ∕(x')≠0, то ∣A(x')-A(x)∣ = ∣-^l - 7⅛y-∣ =

= IГ * (χ'> s (χ') _ g(χ)g(×') 1 . Г g (χ) g (*') _ g(χ)g{χ,) 1 , Il ∕(χ') f{χ') J L f{χ,) f(χ) ^J+- ^] М 7⅛T 11«мl+÷l≡llτgτ∏≠w-∕wι + ]ig-∣⅛w-sw^≤2∣jM-8WI + I∕M-∕WI<∙∙Наконец, если f(x) = 0, a f (x') ≠ 0, то ∣ h (x,) - h (x)∖≈∖ h (x') Į ≤ ∖f (x,) ∣ < ε.
Теорема 5. Если φ(Ar) обладает сильной единицей е и в ^β(Ar) введена 

указанная в теореме 4 операция умножения, то максимальные кольцевые 
идеалы в <β(Ar) совпадают с максимальными 1-иделами.Доказательство. А. Всякий простой идеал I кольца ^(Ar) является /-идеалом (напомним, что идеал I называется простым, если abεI=>aEl или Ье1). В самом деле, если ∕eI, g∈φ(X) и ∣g∣≤∣∕∣, то по лемме существует h e ф (X) такая, что h×f=g×g. Так как ∕∈ I, то h×fEl, следовательно, g×gEl, а тогда, в силу простоты I, gEl.

Б. Всякий /-идеал в φ(Ar) является кольцевым идеалом. Действительно, если /е I, g e ф (X), то ∣∕× g ∣ = I — ∣ = ∣∕∣ I — Į ≤ с 1/| для некоторогоI e i I e I 
ceR+, откуда f×gEl.

В. Всякий максимальный кольцевой идеал М в φ(Ar) является максимальным /-идеалом. В самом деле, будучи максимальным идеалом кольца 
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с единицей, М-простой идеал ([8], стр. 98) и потому, в силу А, /-идеал. Тогда М принадлежит некоторому максимальному /-идеалу Л/', который в силу Б является кольцевым идеалом. Из максимальности М как кольцевого идеала следует тогда M=M', т. e. М — максимальный /-идеал.
Г. Всякий максимальный /-идеал М в ф (X) является максимальным кольцевым идеалом. Действительно, в силу Б, М — кольцевой идеал. Так как ф (X) — кольцо с единицей, то существует максимальный кольцевой идеал Λf'⊃Λf. Но, в силу В, М'— /-идеал, следовательно, M=M'.
Замечание 1. Пространства C* (X) ограниченных непрерывных функций на топологическом пространстве X и ф* (X) ограниченных равномерно непрерывных функций на равномерном пространстве X, с обычными векторными операциями и упорядочением, одновременно, кольца и векторные решетки, причем е (х) ≡ 1 является одновременно единицей кольца е и сильной единицей решетки. Аналогично предыдущему можно установить, что в каждом из этих пространств максимальные /-идеалы совпадают с максимальными кольцевыми идеалами.
Замечание 2. Множество всех максимальных /-идеалов в ф(У) вида 

МХо = {∕e Ф W • f (*о) = 0 } плотно в (9Л, τhk) и гомеоморфно X.
Замечание 3. Если ^—нормированное пространство, то ^β(Ar), наделенное нормой ∣∣∕∣∣ = ∣∕(0)∣ + suP ∣∕(x') ~∕(*") I;предложенией И. А. Бере- 

∣∣λ'-x"∣∣≤ 1 занским, является банаховским пространством. Можно показать, что произведение, введенное в теореме 4, непрерывно по совокупности аргументов, так что в этом случае ф (X) — нормированное кольцо.Москва Поступило в редакцию10.IX.1965
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APIE TOLYGIAI TOLYDINIŲ FUNKCIJŲ VEKTORINES 
GARDELES IR ŽIEDUSL. APARINA

(Reziumė)Straipsnyje nagrinėjamos vektorinės gardelės su stipriu vienetu. Įrodoma, jog tokių gardelių visų maksimalinių /-idealų aibė, padalyta apvalkinės-branduolinės topologijos, yra bi- kompaktinė. Toliau parodoma, kad ši topologija sutampa su silpna, iš ko gauname naują K. Josido (1) vienos teoremos įrodymą.
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Antroje dalyje nagrinėjama tolydinėje erdvėje visų tolygiai tolydinių funkcijų vektorinės gardelės, turinčios stiprų vienetą e. Įrodoma, jei apibrėžti daugybos operaciją formule 

f×g = fg_ 
e ’kur fg paprasta funkcijų sandauga, tai nagrinėjama vektorinė gardelė virsta žiedu; tada maksimaliniai /-idealai sutampa su maksimaliniais žiediniais idealais.

ON VECTOR LATTICES AND RINGS OF UNIFORMLY 
CONTINUOUS FUNCTIONSL. APARINA

(S u m m a r y)In the present paper vector lattices with strong units are considered. We prove that the set of all maximal /-ideals of such a lattice, having hull-kernel topology, is bicompact.Then it is shown that this topology coincides with the weak topology, that gives us a new proof of a theorem of Yosida (1).In the second section we consider vector lattices of all uniformly continuous functions on a uniform space, which have a strong unit e. It is proved that if we can define the ©Perazation of multiplication with the help of the formula f×g = where fg is the usual product of the functions then the discussed vector lattice becomes a ring. At the same time the maximal /-ideals will coincide with the maximal ring ideals.




