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О ГРАНИЦЕ ОБЛАСТИ СХОДИМОСТИ РЯДА ДИРИХЛЕА. МИШКЕЛЯВИЧУСВ настоящей статье продолжаем изучать ряды Дирихле
оо∑ (1)

л=1lim λn = ∞ (2)
n→∞с комплексными показательями λπ. При этом предполагаем, что точки последовательности {λn+ι-λn} лежат (за исключением, возможно, конечного их числа) в некотором угле с раствором, меньшим π. Без ограничения общности можем считать, чтоI arg(λπ+1-Хл) ∣ ≤ α, 0≤α<y∙, п =1, 2, 3, ... (3)В заметке [2] мы показали, что область сходимости ряда Дирихле является при указанном условии выпуклой. При этом, если ряд (1) сходится (расходится) в точке z0, то он сходится (расходится) и на полупрямой Imz = Imz0, Rez>Rez0 (Rez<Rez0) (см. [1]). Следовательно, граница этой области является выпуклой и непрерывной кривой, выражаемой уравнением вида x = c{y). Точно также можно получить, что и область абсолютной сходимости ряда (1) ограничена выпуклой и непрерывной кривой выражаемой уравнением вида x=a(y).В этой заметке найдем выражения функций с (у) и а (у) через коэффициенты и показатели ряда (1). Эти выражения являются обобщением известных формул для абсцисс сходимости и абсолютной сходимости ряда Дирихле (1) в случае, когда показатели λn действительны и 0<λ1<λ2< < ... <λn< .. .→oo.Заметим, что ряды Дирихле (1) изучались в работах Г. Л. Лунца (см., например, [3] и [4]).1. Если 0 < μ1 < μ2 < ... < μπ < ... и μ,1→ ∞, то абсцисса абсолютной сходимости а ряда
со

∑ ane-^l (4)
л=1выражается формулой 

пin 2 ∣fl*∣ a = lim ——1-
∕ι→oo

(5)
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в случае, когда α>0, и
001П 2 I β* 1σ=j⅛-------- (6)

n→∞ 'j'nв случае, когда α<0 [5].Воспользуемся этим результатом для определения границы области абсолютной сходимости ряда (1). Обозначимλ∏ = μπ + ιvn, (7)где μn и - действительные числа, и рассмотрим значение z = х + iy0, где y0 = Imz — произвольно фиксированное действительное число.Ряд (1) перепишем, пользуясь (7), в виде
л= 1 л=1Следовательно, f ∣⅛e-χ"∩ = f ∖an∖en,,e~μ,,x.

л=1 л= 1Показатели μn последнего ряда действительны и μ1 < μ2 < ... → оо. Его абсцисса абсолютной сходимости равна поэтому
пIn ∖ak∖e,ky*

k=∖
Ил

00In 2 ∖ak∖e,ky<>
k = n

Ил

β(y0) = Hm
n→∞в случае, когда α(y0)≥θ. и

α(y0) = lim
n→∞в случае, когда α(j0)<θ∙Заметим, что для справедливости указанного результата достаточно, чтобы последовательность {μπ = Reλπ}, монотонно возрастая, стремилась в бесконечность.Таким образом, доказана

Теорема 1. Пусть последовательность {μn = Reλπ} стремится, моно
тонно возрастая с некоторого места, в бесконечность. Тогда границей 
области абсолютной сходимости ряда (1) будет кривая x = a(y), где

пIn 2 ∣^∣evΛ>'
а (у) = lim ——-------------- (8)

n→∞ Ил
в случае, когда α(y)>0, и

∞In 2 ∣α* I e,ky

а (у) = lim —---------- (9)
∏→OO Γ*,Λ

в случае, когда a(y)<Q.
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Замечание. Формулы (5) и (6), выражающие абсциссу абсолютной сходимости ряда (4) с действительными показателями μπ, получаются из формул (8) и (9), если в последних положить vn = 0, и=1, 2, ...2. При изучении области (условной) сходимости ряда (1) нам будет полезна следующая
Лемма. Пусть {μπ}, limμn=∞ — монотонно возрастающая последова- 

n→∞
тельность и {aπ} — произвольная последовательность комплексных чисел. 
Если функция действительного переменного у, — ∞ <y< ∞

In Į X <⅛e~'⅛'∣⅛W=≡ —i=i-------------  (Ю)
n→∞ Ил

принимает положительное значение при некотором y=y0, то эта функция 
равна тождественно постоянной', c1(j)≡c1, при — oo<j<ooj также, если 
функция In j 2 ake~ιv^ky Į

⅛ (у) =≡------ k-=^------------- (11)
n→00 μ∏

определена и отрицательна хотя бы для одного действительного значения 
y=y0, то она равна тождественно постоянной: c2(y)≡c2, при — ∞ <y< ∞.Доказательство. Рассмотрим ряд Дирихле (4). Пусть его абсцисса сходимости равна с и у — произвольно фиксированное действительное число. Число с будет абсциссой сходимости и ряда

2 ⅛e^μ"ζ, <⅛ = ⅛e"μ< (12)
л=1полученного из ряда (4) заменой z = ζ + z>, где у - произвольное действительное число. Но абсцисса сходимости с последнего ряда равна c1 (у), если о0, и c2(y), если с<0, где c1(y) и c2(y) — определенные в лемме функции. Лемма доказана.3. Теорема 2. Если ряд (1) удовлетворяет условиям (2) и (3) и λπ = 

= μn + bn, то граничная кривая χ = c(y) области сходимости этого ряда 
вычисляется по формуламIn Į ake~,*ky Į ln I ∑ ake,ky j

e (у) = Ūm----- ⅛=i--------------= ПпГ -------- ------------------, (13)
n→αo Ил n→∞ ∏n

если c(j)≥0, и ln Į 2 ake~lλky Į In Į ∑ °ketky ∣ c(^) = Um----- ⅛=∖------------ = fim —-½~--------------, (14)
n→∞ Ил ∏→∞ Ил

если c(j)<0.
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Доказательство. Рассмотрим сначала действительные значения z и ограничимся случаем, когда co = c(O)>O. Нам нужно установить, что c0 = d, где
п■n Į ∑ ад j J=l⅛------ . (15)

∏→00 Γ,ΛПредположим, что z = x0>d и докажем, что ряд (1) сходится в точке 
z = x0. Для этого введем обозначения

4=∑ ak, Bs = e~λ,x, (16)
Ä=1и применим преобразование Абеля к сумме

⅛m(xo)= ∑ ake^x∙. (17)
k=n+ 1Мы получим

m m— I•Яц m (∙*θ) = (Ak~ A∕c-ι) B∣c = AmBm~ ∙Aπ Bn+∙f — Ak (B⅛-∣,1- B∣c).
Λ=∏+l Л=л+1Следовательно,l∙Skra(*o)l≤l41⅛+ιl + l AaBm∖+ ∑ ∣Λ*∣∣⅞+1-Bt∣. (18)

k=n+1Из определения числа d (см. (15)) следует, что для произвольного ε>0
I4,l = ∣ ∑ <⅛ ∣<ew+',*4 (19)

Л=1начиная с некоторого n>N, N≈N(ε). Число ∣⅛bl-2⅛∣, k>N, представим в виде λJt + l∣Bft+1-Bft∣=x0∣ f e~ujc<>dul = x0∣ f e~ux°du∖, (20)
Ч lk

lk

где путь интегрирования lk — отрезок
Ik:и = λjt + seιφk, φ⅛ = arg(λfc+1-Z*), 0≤j≤∣λj⅛+1-λ⅛∣. (21)Из (3) следует, что Reu возрастает, когда точка пробегает отрезок lk в направлении от λk до λ⅛+1. Поэтому μfc≤Reu, uelk. В соединении с (19) и (20) это неравенство дает∣ΛII¾+l-⅛∣<ew+',μ*x0 f ∣e^"jt∙∣<⅛≤x0 [ ∣е-<⅛→-∙>∣ds,k ⅛при k>N, 0<ε<xo-d.Пользуясь (21), легко вычисляем последний интегралx0 f Ie--ix∙-∙,-t11ds = -.----- ----- --------  (e-<*∙-∙,-∙>⅛-e-<¾-a-.>μ ).

u J 1 1 (x0-d-ε) cosψfc v
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Напомним еще, что ∣φ⅛∣≤α (см. (3)). Следовательно,∣Λt∣ ∣J⅛+1-⅛∣< fa,∕"e)cosa (e-tj'∙-''-','1*-e-<∙''∙-''-ε,⅛+χ). (22)Заметим, что из (16) и (19) получаемI А„ Вм1 < ew+6> l*""e-χ" μ"+> < e~<x∙-'-'> μ-+s (23)I Am Bm I < eω+e> tl" e~x' = ⅛ (24)Из последних трех неравенств легко получаем (см. (18))

рл— 1I ⅛m(*θ)∣≤∣ B∏+l I + Mm I + ∑ M* I I ∙⅞+l — Bk Į <
fc=n+ 1

<________⅛_______  e-<j⅛-rf-e>*1n+l(jc0- d— е) cos a Так как μπ→∞, то lim⅛,m(xo) = O,
n→∞
m→∞ и ряд (1) сходится в точке х0.Таким образом, мы показали, что c(0)≤√. Покажем, что имеет место и обратное неравенство c(0)≥J. Для этого допустим, что ряд (1) сходится в точке ∑=xo>O.По сделанному допущению частичные суммы

S.(*β)-∑ a⅛e-λ*x"
к=1ряда (1) ограничены в точке х0: ∣Sn(x0)l≤*∙

(25)
(26)Рассмотрим опять число А„Абеля; мы получим (см. (16)) и воспользуемся преобразованием

где
л л лΛ = ∑<⅛"∑ alce-^x∙e^x∙=∑ [¾(x0)-¾.1(x0)]Cb

к=1 к=1 к=1

Ck = e'^'Следовательно (ср. с неравенством (18)), л—1IΛI≤∣cπs⅛0) 1+∑ l¾WI∣ct+1-ctI.
к=1

(27)Величину |С*+1 —Cfc∣ можно оценить сверху таким же способом, как и ве- личину M⅛∣∣Λ+1-Bt∣ (см. (22)).Мы получим e*o μ∙fc+ι-ex∙ v∙k cos aI C∙k+ι С к Į <Отсюда из (26), (27) и (28) следует (28)



96 А. Мишкелявичус

Значит, xo>∏m --!-a1 =d
n→oo tinи c(0)≥<∕.Таким образом, мы доказали, что c(O) = <Z, если c(0)≥0.Рассмотрим теперь точки z = x+z>, где у = Im z — произвольно фиксированное действительное число, и предположим, что c(j)≥0.Ряд (1) представим в виде

<4e^λ"*, 4,=v4' = Mve_'v.

л= 1По доказанному выше
Л л

ln | Σ flΛ | ln Į Σ Qkeikye~iy-ky j
с (у) = lim ------—------= lim--------—---------------------- .

n→∞ Ил n→∞Пользуясь леммой, получаем
лln j 2 o*e''tj, jc w = ita-------k-=i------------- . (13)

n→ao r,ΛТакими же выкладками доказываем и формулу (14) в случае c(j)<0.
Замечание 1. Если в (13) и (14) положить v„ = 0, то функция с (у) становится постоянной с, равной абсциссе сходимости ряда (4) с действительными показателями (см. [5]).
Замечание 2. В случае lim — = 0 (29)

∏→ao liπвыражения для функций а (у) и с (у) могут быть упрощены. А именно, в этом случае
n→∞ Н-лЭто следует из того, что при условии (29) для любой последовательности комплексных чисел {an} величина

<Z=Iim ±L∣.g-l 

n→ao ^лравна величине
лIn 2 a* I≡ ------S≤------ ,

π→oo ∣inесли tZ>O, и равна величине
in į Σat IHm ------—------ ,

n→∞ Илесли d<0 (см. [5]).Вильнюсский Государственный университет им. В. Капсукаса Поступило в редакцию5. VII. 1965
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DIRICHLE EILUTĖS KONVERGENCIJOS SRITIES PASIENISA. MIŠKELEVIČIUS
{Reziume)Šiame straipsnyje surandamos Dirichle (1) eilutės konvergencijos ir absoliučios konvergencijos sritys.

SUR LA FRONTIERE DE DOMAINE DE CONVERGENCE DE SERIE DE DIRICHLETA. MICHKELEVITCHUS
{R ė s u m ė)On trouve dans cet article le domaine de convergence et le domaine de convergence absolue de serie de Dirichlet (1).




