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О ВЕРХНИХ и нижних ФУНКЦИЯХ для СУММ НЕЗАВИСИМЫХ 
СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН С ПРЕДЕЛЬНЫМИ УСТОЙЧИВЫМИ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯМИ

Н. КАЛИНАУСКАЙТЕПусть Ga функция распределения устойчивого закона с характеристи­ческой функциейexp ∣-∣r∣α (1+'∣7∣- tg α)∣, 0<α<2, α≠l.Известно [7], что такое устойчивое распределение обладает следующим свойством: при l<a<2 для каждого фиксированного a имеет место соотно­шение l-Ga(x)~Λ(a)∕2 ^rexp (x→+∞), (1)Если 0 < a < 1, то для каждого фиксированного a имеем 
1 a аl-GJx)~Λ(a)∣x∣2 exp {-B(a)∏ l'a}, (x<0, x--0}, (2)где

i-----------!—a 2<≡-,> 
А (а) = _]/ 2π I а— 11 2 В2 (а)

а ___ 1

В (а) = I а — 1 I а a~l | cos a Į a~1 .Пусть имеется последовательность независимых одинаково распределен­ных случайных величин ξ1, ξ2, ..., ξn, ... (5)с функцией распределения F, имеющей конечный пвсевдомомент
f ∣x∣a Į log∣x∣ j'+s !rf(F(x)-Ga(x)∣

— ∞
(3)относительно Ga, где δ>0 некоторое число. Из этого следует, что F при­надлежит области притяжения устойчивого закона Gλ.Не нарушая общности, можно предположить, что∞

f χMd (f(x)-Ga(x)) = 0. (4)
— 00Непрерывную монотонную функцию g отнесем к классу C5a, если она обладает следующими свойствами: при t→∞

Iφ(O = g(O*  a-^∞ при l<a<2
8. Liet. Matematikos rinkinys VI, 2
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g(f)→~∞ и
__i_φ(∕)=g(0*  α→θ при O<a<l.Припомним, что функция g ∈ Φa называется верхней, если

Р pim sup ξ,∙ > g (n)) } = О
' ι=l iи нижней, если

пP∣limsup ξ>>S(n))l=1∙
' /=1 'Мы рассматриваем верхние и нижние функции только на одной полуоси зна-Лчений,т.е. для самой суммы Sn = ‰ а не для ее модуля. На целесообразность

∣∙= 1рассматривать вероятностные свойства случайной величины или процесса от­дельно на положительной и отрицательной полуоси неоднократно указывал В. Μ. Золотарев [3], [4], [5].
Теорема. Предположим, что последовательность (5) удовлетворяет ус­

ловиям (3) и (4). Тогда функция g≡^ai является верхней или нижней в за­
висимости от того, сходится или расходится интеграл

00 11 4te)=f у 92 Wexp {-B(a)⅛(∕)}Λ,
где į .?(')=? *̂ l (О-Как частный случай, из этой теоремы следует закон повторного лога­рифма p {≡------------- т;—т«~-~---------- ≡l^=1}=1 •(-l)la∣ + 1∏0t (в-1 (a)) a (In Inn) aСначала приведем вспомогательные леммы. Обозначим Fn функцию рас­пределения суммы Sn. Пусть δ>ε>O любое положительное число.

Лемма 1. Если последовательность (5) удовлетворяет условиям (3) и (4), 
то для каждого фиксированного 0<a<2, a≠l имеет место соотношение _1_

⅛Sr=1+r<.ω- (0)
где sup γn (x)→0 (w→∞) при 2>a>l, x≤pa (Л)sup Yλ(.x)^0 (n→oo) при 0<a<l,

I A i>Pa (л)
а- 1Ра W = [(1 + ≡) Л(_1) (a) b In n]~.Действительно, тогда из теоремы Г. Бергстрема [1] следует, что

_1_sup I Fn (хп a) - Ga (х) I = о (In и"1"8).Полагая ε<δ и используя (1) или (2), соответственно получаем (0).
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Лемма 2. Если теорема имеет место для тех функций g е фα, для ко­

торых имеет место соотношение(1 — ε)B-1(a) In In n < q (n) < (1 + ε)B-1(a) In In«, (6)
то она имеет место для всех функций из класса (5a.

Лемма 3. Пусть 1, 2, ...,«, ... последовательность натуральных 
чисел. Из нее выберем подпоследовательность {nk}, удовлетворяющую ус­
ловию w1=l (7)
где 0 <a< b некоторые константы. Тогда интеграл ∕a(g) сходится или рас­
ходится одновременно с суммойΣ Р {Sπk>g(nk)}.

kДоказательство лемм 2 и 3 не приводим. Их можно найти в статье (6).Используя (1) или (2), соответственно, и формулу Тейлора, нетрудно получить следующее утверждение.
Лемма 4. При n→∞ для каждого фиксированного a≠ 1 и любой кон­

станты С, при g f= (δa имеет место соотношение

Р {s,>s(∕>) (1--^V)~)}~* cBWP {-S,>sW)}∙ (8)
Переходим к доказательству теоремы для случая l<a<2. Из последо­вательности натуральных чисел выберем подпоследовательность {nk}, удо­влетворяющую условию (7).1. Предположим, что Ia (g) < ∞. Тогда

∑ Р {Snk>g(nk)}< 00. -

kОбозначим Λπ = {¾>g(n)}и покажем, что
Р {lim sup An } = 0.Для этого достаточно показать, что для любого ε найдется w0(ε) такой, что для всех n>no(ε)

007>(U 2*̂)< ε>
k=nтак как

оо даlimsupΛn=∩ U Ak.
л=1 k=nПоложим

_1_

Bn,k = {Snk-S4>-(nk-n)*}'

H⅛>4φ(Mι--≡⅛))∙
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Для каждого nk-↑<n≤nk имеет место соотношение Ck≡>AnBnk. Действи­тельно, если имеют место события Ап и Bnk, то— ± 1/ * \—•S М = (S,k - s,,) + s,, ½ п*  φ (n) - (,⅛ - n) • > n? (1 - į-^- -J “ [φ («) - φ ('⅛-1)+

где

+ φ(nk- ,)]-«* ’ >h * ? ^n.k
Я ("к-1)

1) , τ i .{, 2b+ba )Следовательно,
пк "к я - 1∕,(G)≥P{ (J AnBn, J =‘ Σ Р |л„в,.*\лд,.*п  и" .• i j n-,,k 1 <1 <"-¾-1>

"k ( л - 1≥ ∑ н A∏ Bn k∖An Bπ, k ∩ II Aιn 1 —л.= n*--l+ 1
пк f n — 1 ч . "к

= Σ p 1 А„\А„ ∩ и AnyP(Bn,k)≥C0P { (J
n~nk-ι+' m -^πk-ι+ 1 "-"Аг-14C0 = infP(⅛,*).

n. kЗаметим, что Co>0 так как из (0) следует, что при п — к достаточно больших P(⅛,lt)≥∣ (1-Gα(-1))и, кроме того, вследствие соотношений
X X

f x<∕(σαW-F(x)) = 0, f xdGt(x) = 0

среднее MS,,k-n = 0, т. е. на положительной оси сосредоточена положитель­ная вероятностная масса.В силу леммы 4 ряд P(Ck) сходится, поэтому
к

p (и Φ∑ р( Ü ^)≤ ⅛ Σ
j = n k=kβ m = ∏Ic+l k~kβпри n>n0(ε).2. Рассмотрим случай

X p(⅛>sQ⅛)l = ∞.
к fОбозначим

Bk = {Sl,k>g(nk)}и покажем, что
Р(lim supBk)=∖.Вследствие закона нуля или единицы достаточно показать, что любого п можно найти номер ψ(n) такой, чтоψω

р {(J Bfc∣>c2>o,
к — пгде константа С2 не зависит от п.
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Из (7) следует

nk-χ<nk< β0Hk-ι,
1 1 0t"J-. I atСл ( <7¾^Γ)), (lnln'7*)  α -яд,(1п1п^-1) a , (9)

φ(¾)-¾x∙∣φ("*-ι)>  v ∙ (1°)где β0 константа.Пусть δ1>0. Тогда вследствие расходимости ряда P(Bk) и того, что
k

P(Bk)→0 при k→∞ для любого натурального n>∕n0(δ1) можно найти но­мер ψ (и) такой, что
81≤ 2 ∕,(¾)≤28,.

π≤Λ≤ψ (л)Положим
ф (л) - т

D(m) = Bm ∩ ‰+, = {⅛n>g(n,,,), ⅛+∣≤g(‰+ι)............ Sn.i,(,0≤g(nψ(„))}.Тогда Г-1 J B,,,= U D(m)
п ≤ т ≤ ф (л) л ≤ т ≤ ф (/л)и D (т) ∩ D (k) = 0 , m≠k.Положим 1P1(m) = {g(‰)<⅛≤^(‰) + ⅛ (τ‰')",}∙Из (8) следует, что 

а В (а)
Р (p1 (m)) ≥ (1 - (1 + γ)е 7*rπ) ■ Р (В,γ > 0 .Пусть

А—1

D2(m) = Dl(m) ∩ {Snπt+k+1- ⅛+*≤0} .
А: = 0Тогда p(p2(m))>∕⅛∙p(D1(m)),где

Po = infР { Snm y r+1 - Sπ^r ≤ 0} > О,так как из леммы 1 и (1) при nm±r достаточно больших следует ‰fr⅛,≤°)4 σa(0).Если имеет место событие D2(m), то в силу (10) имеют место события 
1 I Is",,,+r ≤ ⅛ ≤ % Ф М + ⅛ (--‰ ) ’ ≤ «Л I ф («».-и)для всех г=1, 2, ... h. Тем более

_1_ 
⅛,+r≤<+rΦ2так как функция пa φ(π)→∞ монотонно при n->∞ т. е. получаем 

h
D2(m}cz Dl(m) ∩ 5whr.г-- I
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Далее положим
Ψ (л)

D3(m) = Di{m) ∩ Bm+r.
m+r=m+h+ 1Очевидно, что P3(w)⊂P(w)⊂Bm.Достаточно показать, что при δ1 достаточно малом и h достаточно большом (но оба фиксированы) существует константа C3>0 такая, что 

р [θ3(m^>C3P(Bm). (11)Действительно, 
p{ U b∙"}=p{ U pw)" Σ p(z><'w))≥ fl≤m<ψ(π) n≤m⅞ψ(n) π≤∕n≤ψ(π)

> 2 p(β8(m))>C, 2 P<βm)>C3S1.
n≤m≤ψ (л) n≤m≤ψ(π)Положим

Dz,r(m) = D3(m)∙Bm+rдля m + A<m + r≤ψ(∕ι), ясно, чтоD2(m)⊂D3(m)u ∣J D3,r(m), (12)
m+h<m+r≤φ (л) и имеет место включение P3,r(m)⊂Z)2(m)∙Er(m),где

1 1 1

Р {Er}=P{s,m+-Sl,m+h)>n^(nm+r)-nπ° φ(‰)-⅛ (^⅛-)*  }.Вследствие (10) получаем
nm+rψ(nm+,)-n' φ(nm)--^ (∙^J-)α > U (τ⅛^)β •Если ит+Л< nm+r≤2∏m, то из (7) следует, что

г-1

nm+r ~ nm+ħ ≤ (nm+k+l ~ nm+k) ≤ 2Z>Γ , .
k=0ПоэтомуP(Er,)≤C1exp {-5(α)∙(-^)τrr∙(2⅛r)ττr∣≤C4exp {-C5r}.Отсюда

p{ U ¾ r(m)I≤C5p(z>s(m))∙ f '-c>'. (13)
nm+h<nm+r^2nm γ=a+*Далее, если 2nm<nm+r≤nmqa(nm+r), то из (3) и (4) следует

n'"+' φ (nm+r) - ‰ φ («,„) -15∙ (τ(⅛-) “ ≥ 47 Σ (7⅛7⅛) ≈s
k=0

г—1 1 a—1 1 а—1 1 а—1

4ij(j ^nm+k+1 (l∏ln ‰+⅛+ι) f^m+k (l∏l∏m+fc) j ≥ O7 nm+r (lnln n∏ι+r)1 л=о
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Поэтому для таких ‰+r получаем

р (fr(m))≤ ()пя’)ёГ •так как
nm + r~ Нщ > J_

∏m + r ' 2 'Так как число членов последовательности (7), удовлетворяющих условию ‰+r≤‰ qa(nm+r)не превосходит C9(lnln ‰)α+1+δt, то∕>{ U Z>,,rw}≤P {D2(m)}.^^ι^-. (14)
~nm<nm+r^nm t∣a (n,n + r'>Наконец, для nm q*  (nm) < nm+r ≤ r⅛ получаем‰+rφ(‰+r)-‰ φ(nm)-~ (τ^)")a ≥‰+rφ(‰+r)-2wz^ φ(‰)≥ 

>√+rφ⅛+r)(l-i^).Поэтому согласно лемме 4 имеем
Р (rr(m))≤Cπ∙P(‰).Следовательно,

p( ∣J D3,√m))≤C12P (p2(w)) 2 P(⅛,1,)≤ (15)
πnιnm (nm>≤nm + r≤n⅛ (л)≤C12∙281∙P (θ2(m)).Из (13), (14) и (15) следует, чтоP{ U¾r(m)}≤p(D2(m))∙(c6 f e^-r+ Ci + C12∙ 281}. (16)

1 r = Ä 'n ’Если h выберем достаточно большим, а δ1 достаточно малым, то для всех достаточно больших т будет иметь место неравенствор| U P2,r(m)∣≤Θ∙∕>(θ2(m)),
n < т + г ≤ ψ (л)где O<Θ<1 константа. Окончательно, из (12), (16) следует, что

Р ( D3 (m)) 5≈ (1 - 0) pį (1 - (1 + γ) е ~τ<i→β “’)'Р 
Соотношение (И) доказано.Вообще, в случае 0<a<l теорема доказывается таким же методом, что и в случае 1 < a < 2, но имеется несколько особенностей. В первой части доказательства приходится делать очевидные изменения, если случайные ве­личины ξfc, fc=l, 2 ... строго отрицательные, при доказательстве соотноше­ния C⅛⊃√4π при nk~1<n≤nk. Во второй части доказательства число h не вводится и возможность применять (2) при оценивании Р достигаетсяза счет выбора констант а и Ь. Следовательно, не надо вводить событие 
D3(m), и событие D3tr(m) определяется следующее

D3t r (т) = D1 (τri) ∩ Bff,+r.Институт физики и математики Академии наук Литовской ССР Поступило в редакцию' 25.XI.1965
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NEPRIKLAUSOMŲ ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ SUMŲ SU RIBINIAIS STABILIAIS 

PASISKIRSTYMAIS VIRŠUTINIŲ IR APATINIŲ FUNKCIJŲ KLAUSIMU

N. KALINAUSKAITĖ

(Reziumė)Darbe gautos būtinos ir pakankamos sąlygos, kad klasės (5« funkcija g būtų viršutinė (apatinė) nepriklausomų vienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių sumoms su ribiniu stabiliu pasiskirstymu, turinčių parametrus: 0<α<2, a±l ir β=-1.
ON THE UPPER AND LOWES FUNCTIONS FOR SUMS 

OF INDEPENDENT RANDOM VARIABLES WITH A LIMITING 
STABLE DISTRIBUTION

N. KALINAUSKAITĖ

(Summary)Function gε<5a in said to be the upper function for a sum of independent random variables ξ*,  if
and — lower, if

Convergence (divergence) of the integral Ia(g) is proved to be necessary and sufficient condition for a function g ∈ Φα to be upper (lower) function for a sums of independent iden­tically distributed random variables ξ⅛, A=l, 2, ... with limiting stable distribution Gα, 0<a<2, a≠l having the parameter β=-1, provided random variables ξ⅛ satisfy the follow­ing conditions
f χMrf (f(x)-G.(x)) = 0.

∞∞
f ∣x∣α I log I x I ∣, + δ ∣rf {f(x)-Gλ(x) [<∞

where F(x) denote distributions function of random variable ξυ— 00


