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О СВЯЗНОСТЯХ в ПРОСТРАНСТВЕ ОПОРНЫХ ЭЛЕМЕНТОВА. П. УРБОНАСВведениеВ 1946 г. Б. Л. Лаптев ввел понятие пространства опорных элементов. Б. Л. Лаптев построил теорию связностей (аффинных) в общем пространстве тензорных опорных элементов [4].Хорошо известно, что относительно дифференциальной группы второго порядка, существуют только три типа простых дифференциально-геометрических объектов:а) свернутый объект аффинной связности,в) объект аффинной связности,с) объект проективной связности (параметры Томаса [3]).В пространстве значений свернутого объекта аффинной связности и объекта аффинной связности дифференциальная группа второго порядка действует транзитивно, а в пространстве значений объекта проективной связности - интранзитивно. Поэтому заслуживают внимания все три специальные типа пространств опорных элементов, т. е. такие пространства опорных элементов, когда опорный объект совпадает либо со свернутым объектом аффинной связности, либо с объектом аффинной связности, либо с объектом проективной связности.Один вариант теории аффинных связностей, когда опорный объект — свернутый объект аффинной связности, был предложен В. И. Близника- сом [1], который также указал способ построения теории связностей и для общего случая в [2].В данной работе рассматривается случай пространств опорных элементов, когда опорный объект совпадает с объектом проективной связности, т. e. с параметрами Томаса.
§ 1. Пространство опорных элементов Пл.Пусть Vn есть некоторое и-мерное дифференцируемое многообразие класса Cr, которое мы будем называть базой (или базисным пространством). К каждой точке х (x1, х2, ..., хл) многообразия Vn присоединим объект проективной связности ∏gγ. Этот объект мы примем за опорный объект. Совокупность (x', ∏‰,) называется опорным элементом. Полученное пространство опорных элементов обозначим через Пя. В этом специальном многообразии опорных элементов рассмотрим преобразование координат точек“10 _______________ xi' = xr(xi), (1.1)♦> Будем считать, что все встречающиеся индексы принимают значения 1, 2, .. п.
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и соответствующие преобразования компонент опорного объекта [3] :
π√ ,= dx* dχii dχγ гр + —- c12-λ1 _ 2_ dx* dx* ∂i∏δ /i q∖β γ дх*  (λx⅛' dλ-γ' βγ d.va ∂χV ∂x'<' л+I dxa дх<$' ∂x'<'> ’ Ргде A=det 'iС каждым опорным элементом (х, П) пространства П,., ассоциируются два векторные пространства:1. Касательное векторное пространство Т(х, П), изоморфное простран- ству операторов j <, 51~}.2. Касательное дуальное векторное пространство T*(. y, П), натуральный корепер которого {dxi, d∏gγ}.

Теорема 1. Если в пространстве Пл задано поле дифференциально-гео
метрического объекта Γβγ5, компоненты которого при преобразованиях (1.1) 
и (1.2) преобразуются по законуΓ≈, — ∂∙* ac' ∂,vf3 dxγ ∂xs pα ∂ ∕ ∂χ*'  ∂x^ ∂xγ \

p y λ ∂xλ дх& ∂χT ∂xs' ∂xs' \ дх* дх$' ∂xγ' / 1
_____д ∕ ∂xa,' d2.r0t__________2 дх*  дх*  din Δ∖

∂xs' ∖ dxa dχβ'dxγ' /I +1 дхл дх^’ дх^Л /’ ( • )

то тогда в дуальном касательном пространстве можно построить линей
но независимую систему форм*) θβγ = ^∏βγ÷ ,

βγ

(1.4)
и таких, что (1.5)
и наоборот.Доказательство. Нам нужно доказать, что из (1.3) и (1.4) следует (1.5). Также нужно доказать, что из (1.4) и (1.5) следует (1.3). Начнем с доказательства первого утверждения. Дифференцируя (1.2), получаем 

∕√∏a' Iх— dχγ √∏≈ 4-А f JxL ∂×L∖ ∏a Λχst"11PY- ∂xλ~ ∂x^ ∂x<' "11Pγ+ ∂xs 1 dx≈ ∂χV ∂χ∙r'∣ llβγ*̂  +
д (∂xa' daxflt 2 dxg' дх*_  din Δ∖ 

∂xs ∖ dxa dx∙3' ∂x^f' л+1 ∂xλ d√β' dχτ'> /Если в выражение новых форм Θ^γ- подставим t∕∏g'γ' из полученных равенств и Γg'γv из (1.3), то будем иметьГЛ«' JΓTa' . Γ<a' j ę dx0t' ∂∙* p ^Xγ √∏ι I ∂ ∕ dxa' ∂x^ ∂x^ ∖ ,Θβv-tZ∏βv + Γβvr√x5-^^7 dχ^t. dχγ d∏^γ+dχi ( dχ^ dχγ dxy)dx^ +1 d (∂xλ' d8xa 2 dxa' ∂xλ dln∆∖ χ7
+ ∂xs ∖ ∂xa dχ0'dxγ, л+1 ∂xλ d√∣3' ∂x^)a^ +

,дх^_ д^_ dxγ д£_ pa г ._____ д__ (дх^_ dxß дхУ \ πa d+ dxa ∂χV дхУ ∂xs' 1βτ* ajr ∂xs' ∖∂xa dxß' дхУ)

д Į ∂xλ' d2xgt__________ 2 dP' ∂xa din Δ ∖ , ,t
- ∂xs' ∖ ∂xλ dχβ' dxγ, n +1 dxa ∂χΦ' ∂x"f,> ) ’и, после приведения подобных членов, получим0a' -⅛L ∂xβ dχγ 0»υβ'γ' “ dxa ∂χV ∂χf βγ,т. е. имеет место (1.5).♦) Число форм Θ≈γ такое же как и число дифференциалов <∕∏gγ.
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Обратно, если дана система формθβγ = ÷ Γ,ργ5 dxs,и таких, что при преобразованиях (1.1) и (1.2) они преобразуются по тензорному закону (1.5), то закон преобразования Γ∣γs дает формула (1.3).Из (1.4) и (1.5) следуетrf∏jv + ‰= ∣⅛∙ (rf∏gγ+ι‰<M.Подставим в полученную формулу выражение дифференциала <√∏g≠v-ι

∂xλ' дх&_ ∂χf ,rfα , д 
дх*  дх& ∂χy' aιl^+ ∂xs

Idχiχ,I дх*

, ∂ I∂x*'  J2x^________ 2_ ∂xa' дх*  ∂ln∆∖ , дх^
+ ∂xs \дх*  дх&дхУ п+\ дх*  ∂√β' ∂xγ') ) β'γ'5' ∂xs a*r~

_ ∂x*'  ∂χV ∂χ4 , ,rrα r,a d X
~~∂^r ∂χy, (* 11βγ+1βγ^>∙После приведения подобных членов, ввиду произвольности dxs, получим: г«' _дх^_ ∂χt дх^ ∂xs r,a______д Į ∂xa' ∂x^ ∂x^∖ pa1β'γ's'- дх*  дх& дхТ ∂xs' lβγv ∂xs' ∖∂xaι ∂x^' ∂x^) 1Pγ

_____д f ∂xa' ∂2 х* _________ 2 ∂xa,' ∂xλ ∂ln Δ \
∂xs' ∖ ∂xλ ∂χβ'∂χτ' п +1 ∂xλ d√β' ∂xγ'> /Из полученного следует (1.3).

§ 2. Связность в пространстве опорных элементов П„.Определим инвариантное дифференцирование векторных полей, определенных на П„, таким образом, чтобы дифференциал тензора являлся величиной того же типа.Инвариантный дифференциал векторного поля ξ,'(x, ∏), компоненты ко- 
∂xi'торого преобразуются по закону ξ', = ξ', определим при помощи дифференциально-геометрического объекта (γ⅛(λ∙, ∏), C⅛γ(,v, ">) следующим образом

D ξ'∙ = d% + tk (Ц, dx> + С& Θgγ). (2.1)Объект (Г, С) будем называть объектом аффинной связности пространства опорных элементов ([2], стр. 13).Найдем закон преобразования компонент этого объекта (для общего случая эти законы получены в [2]).
Теорема 2. Для того, чтобы DQ являлся векторным полем, т. е. что

бы при преобразованиях (1.1) и (1.2) преобразовались по закону

W=⅛Γ Dζi, (2.2)
необходимо и достаточно, чтобы объект (Г, С) имел следующую струк
туру: Г»" — ∂xk ∂χP р,- ∂xi' ∂2 xi

kp ∂xi ∂xk' ∂xp' kp ∂xi ∂xk' ∂χP'

ri'd'γ'_ ∂x[, ∂xk ∂x^ ⅛β' ∂χf r,iβγ 
^k'*' ∂xi ∂xk' ~∂x*'  дх$ ~∂χt~ fca' (2.4)
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Доказательство. Нужно доказать, что из (2.1) и (2.2) следует (2.3) и (2.4). Соотношения (2.2) можем записать в видеrfξ'∙ + ξ*∙  (П'.„. dxp' + CkV t⅛√) = [<∕ξi + ξ*  (Γ⅛ dxp + Ci⅛ ΘJr)]. (2.5)Так как
ς дх‘ ζ, dxp dxp∂xp

И
d×^ дхУ (Ла 
дх& дхГ βγ,

<Λa' - dχa'

то (2.5) запишем в виде
-⅛*'⅛  ξ*Γi,Λ'+-^  ξ*Ci⅛θg r,Или, после приведения подобных членов, получим:

Γ±L п-,._Ö_ ∕⅛Q] ^dχp+(-- ML ML LLL с‘ах\ E‘A« - I ∂xk ∂χP lkp + ∂χP ∖ ∂xk I] ta a +∖ ∂xk ∂xa ∂x∣3' ∂χy, Ск'л' } ⅛ υ3v ~ 
=(# ιM ιkdχp+{⅛- c%) ^<⅛∙Так как последнее равенство должно выполняться при любых ζk, dxp и Θgγ, получим

p,∙ ∂×i ∂xk^ ∂xp' l ∂xi ∂a √'
lkp~ ∂Xi' ∂xk ~fap~ lk'P'+ ∂xi' ∂xk∂xp ’r∕βγ^ ∂xt ∂xk' ∂xa' ∂x^ ∂χf rιw

^ka~ ∂xi' ∂xk ∂xa дх& ∂χr, k'a' •

эти равенства относительно Γ,k'^ и C*P α∕, мы получим (2.3)Разрешиви (2.4).Теперь докажем обратное: из (2.3), (2.4) и (2.1) следует (2.2). Из (2.1), в силу (2.3) и (2.4), получимDξ'∙ = rfξ'' + ξk' (Γi√ dxp' + CiV Θgγ) = d ξ'j +
.ML f к (ML ML LLL Γi ½L- dχk + - d,χl ½!- dxp+

∂xk ∖ ∂xi ∂xk' ∂xp' kp ∂χP ∂xl ∂xk" ∂xp' ∂χP

∂xi' ∂xk ∂xλ ∂x^' ∂x'f' ^,l∙βγ ∂xλ' ∂x^ ∂x^f ∩a ∖
+ ^∂√^ ∂xk' ∂x*'  ∂x^ ∂χr Скл ~7⅛r ∂χV ∂χf' ^0γ∕∙Или

Так как
r,r1' ∕ ∂t xi' ∂xk' ∂xi' ∂z xi ∂χP' ∖ r. J∖ Λrt<⅛7+ ∂xk ~∂xr ∂xk^ ∂x"' ∂χP) ξ dx + + -^ [rfξ' + ξ*  (ΓU*'  + Ci¾f ΘSr)]∙

t дх? /-^r = ⅜', то, продифференцировав это соотношение, по-(2.6)
лучим
или

Из (2.7) следует
∂txi' _ ∂χk' ∂d' ∂i xk ∂xp'

∂xi∂xp ~ ∂xl ∂xk ∂xk' ∂xp' ∂xp

(2.7)
(2-8)
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В силу (2.8) формулу (2.6) перепишемOξi' - ⅛r W + ξ*  (П, dx" + Cį*  θgγ)] = ⅜t'- Dξ'.Это и доказывает теорему.Если ввести формы (2.9)

(2.10)
Λk = Vikpdxp + Cik⅛‰то легко доказывается, что они преобразуются по закону 

∂χi' ∂χk f ∂xi' , ∕ ∂x, \
ωk' ~ ∂xi ∂xk' ω* ∂xi ∖ ∂xk' / 'И (2.1) принимает вид: Dξ' = <∕ξ'÷c⅛ξ*. (2.11)

Теорема 3. Если введенный инвариантный дифференциал является диф
ференциальной операцией, перестановочной с контрактированием, то1) инвариантный дифференциал скалярной функции φ совпадает с обык
новенным дифференциалом, то есть

D<p = dφ∙, (2.12)2) инвариантный дифференциал ковариантного векторного поля имеет 
структуру

Eτik = dτtk-ωpkτlp. (2.13)Доказательство. Из (2.11) для произвольного ξ'∖ умноженного на φ, имеем:
D (φζ') = d(φξ') + (φξ*)  coį = ξ'- dy + φtZξ, + φξfc ωjc = ξidφ + φ∙ Dξi. Так как D является дифференциальной операцией, тоP(φξ')=Dφ.ξ' + φ.Dξ<и, сравнив с предыдущей, ввиду произвольности ξ', получимZ)φ = dφ.Для доказательства второй части теоремы воспользуемся тем, что инвариантное дифференцирование перестановочное с контрактированием.Продифференцируем скаляр ζkηk, где ξk - произвольный вектор, а ηfc- данный ковектор: 

(2.14)
(2.15)

P(ξ*η*)=<∕ξ*η fc + ξ*<⅛.С другой стороны
D & '(]k} = Dlk τik + ξ*  Dτlkи, в силу (2.1*1),  получим:

dξk rik + ξ*  drĮk = (dζk + ωk ζj>) ηk + ζk Drik. Заменив индексы суммирования (к<—φ), получим: 
ζk Dτik=ζkdfik-ωpkζk fιp,и, ввиду произвольности ξ*,  получим

Dτik = dτtk - ωpk rlp.Что и требовалось доказать. Если векторное поле ξ,' веса 5, то есть, если ([4], стр. 188) я-=д. r>xL С'
'3 ∂xl ■” (2.16)то имеет место

Теорема 4. Для векторного поля веса s инвариантный дифференциал 
имеет вид Pξ' = ^ + (⅛ξ*-^ξ' (2.17)
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Доказательство. Из (2.10) следует, что
или

rflndet∣l IIОтсюда, согласно обозначению в формуле (1.2), получим<∕ln∆ = ω^-ω∑. (2.18)Вычислим инвариантный дифференциал по формуле (2.11) векторного поля (2.16), пользуясь формулой (2.10).
W=dV+^=d^⅛r ξ<)+[^ ωjt+ +⅛r d (⅛] δi # ξ'+∆∙rf (⅛ ξ'++δ' d^ ⅛r ⅛ ⅛- 4e÷∆≈ ⅛r ⅛ d ξ>.В силу (2.7) и (2.18) будем иметь

d%' + <⅛V' = sfr(<⅛-<⅛) -^r ξ'+Δ*  (<∕ξ'+ωiξ*).  (2.19)Равенство (2.19) можно записать в виде
dζ,' + c⅛ ξ*'  -sωττ', ξi' = Δ*  -^γ (<∕ξ*  + ωjtξ*-jωIξ f). (2.20)Отсюда и следует, что имеет инвариантный смысл.Продолжая рассуждения таким же путем, получим выражение инвариантного дифференциала для смешанного тензора любой валентности и веса. Пусть дано тензорное поле, закон преобразования которого следующий:2,λi ∙ ∙ ∙ λfc _ ∂χλ'l дх*е γλι ∙ -∙λk

1 μ,l...μ'e~ ∂Xλ' ’ ’ ’ QχV-'e 1 μι ...μe'Тогда
к

DTkl ... \ = ∙∙∙ λ* + у ω∖,rλ, "• ' ••• λ*-μl ∙ ∙ ∙ μe Hi ... μe Li . μ1 ... μe

-∑ ω' Tλ' •L μp μt .
P = 1

(2.21)

(2.22)p=l

§ 3. Пфаффовы производныеЕсли ∕(λ*,  П) скалярная функция класса С2, определенная на П„, то коэффициенты линейного разложения инвариантного дифференциала этой функции через формы dxi и Θgγ называются пфаффовыми производными рассматриваемой функции.Найдем эти производные.Так как <∕∕(χ.∏)=⅛^+⅛<∕∏gτ.то, в силу (1.4), получим
df(x, ∏) = (-‰—‰ <∕xs +Д- Θgγ.
j ' \ дх OTgγ ∕ ⅛∏0γ βγ (3.1)
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(3.2)(3.3)
(3.4)

Введем обозначения ([2], стр. 17)__У г. _£ f
Ы 1JI⅛ 0τ' ,7,⅞=⅛Формулу (3.1) перепишем (в силу (3.3) и (3.2)j в виде 

df(x, n) = ∂ifdxi + kγf‰ г г
∂if — будем называть производной первого рода, а ∂ζff - второго рода.Для скалярной функции f(x, П) они являются тензорами (доказательство ниже).Альтернирование вторых пфаффовых производных первого рода дает: 2¾⅛√=⅞V ‰ (3.5)где (3.6)

(3.8)

O« ⅛P -⅛! Г'

dxJ ∂x* +d∏'ti'ti ∂T∖rst itj'

Теорема 5. Первые пфаффовые производные и R‰γ являются тензорами. Доказательство. Из инвариантности формы дифференциала скалярной функции следует
df= ∂ifdxi+⅞γ∕Θgγ = ∂i,fdxi' + ⅜γ√Θgv.Или, в силу (1.5), получаем:0i∕^+⅜Vθgγ = ⅛∕-^ rf√+⅜X∕ 0§т. (3.7)Так как равенство (3.7) сохраняется при произвольных dxi и Θgγ, то 

r ∂χt' r<V=⅞γ ⅛∕,5βr∕∙=*≤- 2⅜ J≤L ⅛τ√ (3 9)
1 д** дх»' ∂χT * j∙ l° ,Таким образом, первые пфаффовые производные от скалярной функции являются тензорами.г гДокажем, что ¾∙⅛∙j∕ тензор.Из (3.8) получим:

г Г a j Г Г з у г а Г Г Г η<W=-⅛V ∂1∂,f=⅛r [^7 (∂√)-<W√)∙η⅛]== 7⅛ [⅛7 (-& ⅛∕)-⅛5,√¾]=⅛λ ∂lf+⅛ ⅛ V-⅛W‰]=1⅛. r∂i∕+-^- ⅛r ∂t∂,f. Аналогично получим:5 J г S /, ∂xi ∂χi Г Г r
di'dJ'f~ ∂xi'∂χJ' djf+ ∂xi' ∂χj, didjf∙Взяв разность, мы получим:r γ г Г ai a j г г г г ∂i'∂j'f-∂r∂i'f=⅛r (∂i∂jf-∂j∂if). (3.10)
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Из формул (3.5), (3.9) и (3.10) следует, что R‰γ тоже тензор.Тензор R‰γ называется тензором кривизны связности Γgγ,. Если ∕¾γ = 0, то вторые пфаффовые производные первого рода симметричны для любой скалярной функции. В этом случае линейная дифференциально-геометрическая связность называется плоской или связностью нулевой кривизны, если пространство опорных элементов рассматривается как составное многообразие в смысле В. В. Вагнера.
§ 4. Инвариантные производные и тождества РиччиФормулу (2.1) можно переписать следующим образом: (4.1)где

Гv*ξ'=¾ξ'+ξ'Γ' 4, (4.2)V≡4' = ⅛ξ.∙ + ξPC'¾r. (4.3)Vfcξ' и vgγξ-, - инвариантные производные, соответственно, первого и второгорода. Аналогично определяются инвариантные производные тензора.
Теорема 6. Инвариантные производные ykζi и ySγξ' являются тензо

рами.Доказательство. Так как Z>ξ', dxk и 0pγ являются тензорами, то 0ξ''=⅛- 7>ξi∙ 
dxk =⅛^ dxk'

(=)« = Jζl dx^ dxY а*'  
βγ ∂x*'  ∂x^ ∂χy β'γ',V*.  ξ'∙ <bf+vr ς<∙ Θgγ=4< (Vt ξ< <b* +vr ξ' θgr)∙Подставляя в последнюю формулу соответствующие выражения из (4.4) и (4.5), получим:

vt.ξ-^ + vΖ>ξ'-Θgv=4^ + vSγξ'‰Так как эти выражения должны выполняться при любых dxk' и 0β-γ½ то 
λ zi, ∂χi' ∂xk 
*k'ξ> =~aχΓ V∕c⅛.

τ,wyιι∙-^L dx°- j⅛L ⅛)r'. ∆⅛r< v«' ς - дх< дх*' дх» ∂x' ∙ ς'что и доказывает теорему.Альтернирование инвариантных производных второго порядка первого рода векторного поля приводит к обобщенным тождествам Риччи. Так какV* ξ'=∂k ξ< - <ЭГ ξ< I‰ + V Γ<t, (4.8)
¾ξ- = > и = Д

(4.4)
(4.5)

(4-6)(4.7)

где
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V, vtξf=<¾⅞ξ,-<Wξ' ‰-ag-ξ<a, Γgγ4+ +⅛- ξ' ∂∙r' r‰k г;„ - э*  & г' k rgγ, - & ⅛- г' k η⅛+ +⅛ξ' rj,-⅛-ξ11‰ ∏,+∂"0g-ξ< r⅛ ∏,z+<⅛ξ< r'4+ + ξ<- <?, 1% - Ö®- ∂k ξ' Γ⅛ + ξ<- Γ⅛ Г', - V, ξ' I¾. v*  V/ ξ'=⅜ ∂, ξ' - ∂k & ξ' Γgγ, - ⅛- ξ' ∂k η⅛+ +⅛ ξp г',+ξ' дк г;, - э®- ∂l ξ< ι‰+э? & у rgτ, r1r,t+ +<⅞- ξ' <⅝' r⅛ ∏rt - а*  ξ, г', ι‰ - ςp ö®- г;, ι‰+ +а, ξ∙ г;4 - as- ξ*  rgγ, r't+ξ∣> г;, r∙4 - v, ς< ι¾.Альтернируя по индексам к и /, получим:- 2V(⅛ V/] = V/ Vλ ζ' “ V*  V/ = ⅛γ ζ,' дк Пт/ “ ⅛γ ξ,' ∂l Γgγjt + 

+ ⅛> ∂l Γipk - ξ' ∂k Γip∣ + е ξf' ∂srl I‰ Γrstl - др ξ'∙ д? Γ%γl Γ'slk + + ξ'⅛γ Γ',Γ‰-ξ'<T Γ'λ I‰+ξ' Γpk Γi,-ξ' Γ',Γ'fc-— 2u<7 ξ' Γ‰ = ξp (2⅜ Г' p |Л] — 2др Tį [fc Γ∣t pγ ∣ z∣ — 2∏ [Л Γf p ∣ n) —- 2ψρ ξ*∙  η⅛ - др ξ'∙ (∂l r‰ - ∂k rgγ,+∂srt ι‰ ∏,fc - ∂°r' r⅛ г;,). Таким образом, 2V(∕ V⅛ι ξf = ξp Ripik - 2v9 ξ,' Rqkι - др ξ,' Rξγlk, где
Rtplk = 2 (⅞ Γ{ p Į Л] - ∂P Tį [jk Γf βγ Į /] — Г; [fc Г p i /]), 

Rtki=^‰}и
R⅛χik = 2 (⅜ Γ{eβγ∣ fc] + ∂srt Γpγ (/ Γ[ st l fe]).

(4.9)(4.10)(4.11)(4.12)Тензор RJd. называется первым тензором кручения пространства Пл, а тензор Riplk — первым тензором кривизны того же пространства.Тождества (4.9) являются первой группой обобщенных тождеств Риччи и их можно переписать еще в виде:2 V(∕ V*]  % = ⅛p K‘pik - V≡γ ζ,' RWk + 2ψ<7 ξ,' Re∕k, (4.13)где
K'plk = Riplk+CippR^lk. (4.14)Тензор Kiplk, согласно терминологии Б. Л. Лаптева, называется первым картановым тензором кривизны пространства ∏w.Вторую группу обобщенных тождеств Риччи получим, рассматривая вторые инвариантные производные uJy ysr, ξ'∖

V' vSy ξf = ∂srt др ξ' + ⅛ cpr - д? % ср srιjkl+∂°rιp> cipp ++ ξ' <⅜' С*-  + С“' - ξ" Clp}' С®- sr'ik∣.Альтернирование проводим по группам индексов (’,')• №2v [" vSγ] ξ'=v" vSγ Н' - v5γ V” ξ'=∂sr' <⅞- ξ' - ⅛r <¾' ξ'+ +ög- 5» С“' - д? & C∙,ξ' - dį‘ ξ'∙ с»- ∙rl>kl+∂f' ξ< c∙r' ®ч, + 
+∂srι ξ∣> cipt* - ∂≡- ξ<> cipsr,+^p∂sr, cî r-ξp <⅞- c'ps; + +ξ<> c«®- cį! - ⅛ ср cip^-ξ" e# c®- sr, 'kl+ +ξ' c' į‘ csr⅛γ = - 2ξ<- (d [®- c i į i ?] + c' g- c ∣ ’ ∣ ;<]+ + с^с[®-?]У-2^Ч'С[в-;-]{„
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или где и
2v P VŽT ξi=ξ' +2dį' R⅛γ, (4.15)= 2 { д βτ СI į I"] + Cį г с I * I n + C% C [£"] i,} (4.16)Λ5S' = cβr¾. (4.17)Тензор (4.17) называется вторым тензором кручения пространства ∏√ а тензор (4.16) — вторым тензором кривизны.Тождества (4.15) можно переписать в следующем виде:2? [?' Vαγl ξ' = &- 2v*zξ'∙ R%tf, (4.18)где

K,qs%γ = RiqT + 2CiqkJ (4.19)Последний называется вторым картановым тензором пространства П„.Третью группу обобщенных тождеств Риччи получим, рассматривая изменение порядка инвариантного и частного дифференцирования по компонентам опорного объекта. Вычислим величины дрyjlξi'и v*⅛ γξ,'ι∂0γv⅛ ξ' =------ -------ь—-—α v*4 <fc*0∏g γ ∂I⅛, Γ⅛ + ξ' ∂∏βγ ___?£___ Г*  _ ⅝' . /Ą 20)<5∏gγ∂¾ ksl ∂∏rst ∂∏βγ

илигде

v ^βγ р/ =  Į. J⅛p p< — pßr L - ∂aζ' . pr (421)V ζ ∂x*∂∏g γ+ ∂∏βγ pk ∂∏', α kst ∂∏βγ∂∏'r k5t' (Беря разность (4.20) и (4.21), получим:⅛γ v⅛ ζ*∙  - v*  др %=ξp (Г Г' k+м % (r‰r - ги
дръ%-ъдр%= -ξp⅛pa+∂γζiLprst,4‰=er⅛

i⅛=γ‰-⅛<i‰

(4.22)(4.23)(4.24)и

Тензор (4.24) называется простейшим тензором кручения пространства Пл, а (4.23) - простейшим тензором кривизны (имеется ввиду терминология Б. Л. Лаптева для случая пространства тензорных опорных элементов).Другой вид третьей группы (или четвертую группу) обобщенных тождеств Риччи получим, рассматривая разностьVfrVfcξ,'-W Vaγξf∙Так какvζγ Vtξ, = -+⅛ξpC^-0√√QSγ + eξ'' Γ't ++ξ' 3? ∏*+ξ'  Γ⅛ cg-ζ' г;, с® - -¾ П„ -
σllβγ σlls∕

_ ∂ζt ∂Γ‰ _ fist Кр рг p∙iβγ . fisl Г/ pr f<<70γ
’-,1-rr λγt≈ f7r 1 kst c∕,a υr ⅛ L qst >
σ∏sr σ∏βγ

+⅜ ξ-> с** +С’ ⅞ c% c% ιχ, - д? c% IX, ++ ξ*C^Γ' 4-ξ'<¾'Γ‰.

(4.25)

(4-26)
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то из (4.25) и (4.26) следует, что

vSr V*  5' - v*  vSγ ξ'=ξ, № - С“' z½ - V*  <3⅛r)+ 
+v, ξ∙ cff - vf 5' (⅛γ П« - r‰,).Или, окончательно,vfr Vk £ - Vk vlγ ξ, = ξρ + Λ½α Vρ ξ' QSγ + Vsr' ξ, L⅛rsl, где Ą& = - <T L⅛rsl - V, C⅛γ.Тензор (4.28) называется третьим картановым тензором C⅛γ — третьим тензором кручения пространства Пл.

(4-27)(4.28:) кривизны, а
Вильнюсский педагогический институт Поступило в редакцию1 .X. 1965
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APIE ATRAMINIŲ ELEMENTŲ ERDVĖS SĄRYŠIUSA. URBONAS

(Reziumė)Darbe nagrinėjama speciali atraminių elementų erdvė Пл, t. y. kai atraminis objektas sutampa su projektyvinio sąryšio objektu (1.2). Surasta struktūra (2.3), (2.4) diferencialinių geometrinių objektų, kurių pagalba galima įvesti invariantinio diferencialo sąvoką.Surastos apibendrintos Ričio tapatybės (4.9), (4.13), (4.15), (4.18), (4.22), (4.27) pirmos ir antros rūšies invariantinėms išvestinėms, o taip pat kreivumo ir sukimosi tenzoriai (3.6) 4.10), (4.11), (4.14), (4.16), (4.17), (4.19), (4.23), (4.24), (4.28). Darbas atliktas tenzoriniu metodu.
ÜBER ZUSAMMENHÄNGEN DES RAUMES VON STÜTZELEMENTENA. URBONAS

(Zusammenfassung)Wir legen eine и-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse r zugrunde, die wir noch zu einer Mannigfaltigkeit von Stützelementen erweitern, indem wir in jedem Punkt differentialgeometrische Objekte ∏βγr
ct' _d^_ ∂x^ ∂χy α d^_ ∂ixa_____ 2 ∂xa' ∂xa ∂ln∆
pγ ∂xa ∂x⅛, ∂x^f, pγ ∂xa ∂χV ∂×4, /l+l dx? ∂x^' ∂χY,>
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т-r — a n uit чhinzunehmeo. Die Mannigfaltigkeit Пл von Stützelementen (x', ∏βγ) ist eine—--------dimen-sionale Mannigfaltigkeit.Das invariante Differential eines Vektors ξα ist durch (2.1) festgelegt, wo Γ,∣q, das Objekt von affinen Zusammenhangs und CįaY das Tensor sind. Die invarianten Ableitungen erster und zweiter Gattung von Vektor ξ' sind mit Hilfe der Formeln (4.2) und (4.3) bestimmt. Die Identitäten (4.9), (4.13), (4.15), (4.18), (4.22) und (4.27) sind die verallgemeinerten Identitäten von Ricci.


