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К ВОПРОСУ ДИХОТОМИЧЕСКОЙ И ТРИХОТОМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧ 
ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ ДЛЯ ПРОЦЕССА 

С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ ШАГОВВ. Б. БИСТРИЦКАСДля дихотомического процесса динамического программирования с ко- нечным числом шагов /1 (х, У) = ≡ax [pi r1 х, p2 r2y],

Jn+i(x, y)=∞∞-

А ∙.pl rlx+frj ((1 -r1)X,у)

B'.p2 r2y+fN(x, (l-⅞)jj (D

(N=∖i 2, ..O≤x, y< оо; O<r1, r2, p1, p2< 1) находим области решения, существование и монотонная сходимость которых была доказана Р. БелЛманом [1]. В п. 2 такая же задача решается для вспомогательных дихотомических процессов (10) и (22), а в п. 3 для некоторого класса трихотомических задач (24).1. Найдем явный вид решения уравнений (1).Обозначения: fAmBi(N, х, у) — N шаговый процесс, когда в точке (х, у) сначала т раз подряд используется А, а затем, начиная с ти+1, I раз используется В, и только потом следует оптимальное продолжение, где m + ∕≤ N.
Kn — коэффициент прямой

х, y)=faλN-ι(N, х, у).

Kn — коэффициент прямой *
∕bn[N, х, y)=fABn-1(N, х, у).

К — коэффициент прямой
∕λb(N, х, y)=fBA(N, х, У), 

где N==2, 3, ...
⅛×=y — граничная прямая между А и В областями решения. Существование этой прямой доказано Р. Веллманом.
Лемма 1. Имеют место следующие соотношения:а) Kn-K≈-^- [(∖-t1)Kn.1-Kn},

б) (∖-γ2)Kn-Kn-1≈c1(K-Kn),
где c1>O.
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Доказательство. Докажем соотношение а). Для этого найдем коэффициент Kn. Из определения следует, что
∕λn(N, X, У) — X,

∕bAn~1 х, y)=PzW + 1-A(l→ι) X.Приравнивая ∕an(N, х, у) и ∕ban^1(N, х, у), получаем 
v, _ P^ { 1 -Λ+[A-A (1 -r1)]pf-1 (1 →1)λγ-1 } KN Ara[l-A(l-rι)]Обозначим

c __________ Pili_________
2 AM1-A(1→1)] ■Так как

₽■_ А rι О ~∕⅛)
“ P8ra(l-Pι)

(2)

(3)см. [1] стр. 95), то из (2) следует, что^-χ=T⅛- {<1 -A)(J -a)+a"-1(1 -r1)w-*[Λ-A(l -Γ1)J× × (1 -a)-(1 - а) (1 -a) - a n (1 - а) }■
Kn-K≈-^- {p"→(l -γ1)"-4a-λ(1 -r1)](l -A)-r1(l -А)}. (4)Элементарные преобразования приводят к соотношениям1 -r1)‰.1-‰=<⅛ {(1 -rl)[l -λ+√-*(1 -r∕->[A-A (1 -n)]- 1 +А- -∕>f→(l -r1)w-1[A-A(l -rι)]} = ¾ {Aλγ^2(1 -'∙ι)i'-1[p2-A(l -rf)J(l -Ąb . -rι(I-a)}∙Сравнивая (3) и последнее соотношение, получаем

.".'' κfl-κ=-^- ц1 -r1)κf,-1-κlfιВторая часть леммы доказывается аналогично.
Теорема 1. Если p2>p1, то„ , ч IZ<w(∙v' Х’ κosda y<κNx∙ ,,,?)-j fs(jfι x, y')t когда y½Krlx,

для
N<No≈mm {N.Kn-K<O}>

{N}
и r , . fΛW X. у), когда y≤Kx,

fκ(x, χt y)t когда y≥Kx, ( >

для N≥No.
Если p1=p2, то функция fN(x, у) удовлетворяет соотношению (6) для У=1, 2 ...
Если p2<Pι, то _

f , = x> У)’ КОгдй y^KNx,
Jλ∙( , У) \faN(Nt χι y)ι когда y½Kffx, 

для _ _ΛΓ<ΛΓ0 = min {ΛΓι‰-tf>O}>l,{^r}
и функция f 'n{x9 у) удовлетворяет соотношению (6) для N>No.
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Доказательство. Пусть p2>p1. Методом математической индукции покажем, что прямая y = KNx является граничной прямой для функции Λr(x, JO, если Kn>K.Если N = 1, то

fι(x, J,) = max p1r1x į Pi rι x∙ когда у ≤ х,

P>riy I р, rl у, когда у > ∙~∙ х.и, следовательно, Z1 = ^-.
1 Р»г2Из соотношений (2) и (4) следует, что

Этим K-K1 = PιΓl(p2-p1) 
pirt(∖-p1) <о.мы доказали справедливость утверждения для N = 1. Предположим,что ∕λγ-i = ‰.1,когда Kn~1>K, и получим равенствоZjγ=jζv, когда Kn>K. В силу неравенства In^1>K и монотонной сходимости llikK (см. [1] стр. 97),

In.^In>K. (7)Пусть l∏>K. Тогда над прямой у=Кх либо В используется первым, либо оптимальным поведением является An (см. [1] стр. 95).Таким образом, на прямой y≈lfixΛW х, y)=fA»(N, х, Л (8)Если точка (х, у) лежит на прямой y = lrfx, то точка (х, (1— r2) .у) лежит на прямой y=(\—r^lNx и, кроме того, ниже прямой y = lfi-1x в силу (7). Отсюда следует, что на прямой y = lNx
fa(N, х, y)=pt,riy+ptfll-ι(x, (l-'∙2)j')=Pa'∙aJ'+

+pJ,ah-i[n~∖, х, i)-r^y)=faAH.i.(N, х, у).По определению lN на. прямой y = lNx 
fa (N, X, y)^∕AN, х, У)-'Подставляя сюда вместо ∕a(N1 х, у) и fβ(N, х, у) последнее выражение и (8), получаем

Jban-i(N, х, y)=fAN(N, х, у).Это означает, что Zλt=‰ (9)когда Kn>K.Допустим, что
In = K и Kn>K, и покажем, что такое допущение ведет к противоречию. В силу утверждения а) леммы 1 и соотношений Kn>K1 In-1=Kn.1 справедливо неравенство 

7 к
lN-l>~^Γ,
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и, следовательно, на прямой у=Кх

∕λ(N, х, y)=Pιr1x+p1fN-1{(l -r1)x, X, у)-

Таким же образом, как в случае lχ>Kt доказываем соотношение
fε(N, Х, y)=.fBAN-l(N, X, у).Приравнивая fλ(N, х, у) и fa(N, х, у), получаем

∕λh(N, х, y)=fBÄN-i(N, х, у). Это означает, что
Kn=K.Получили противоречие допущению. Таким образом, In=Kn, когда Kn>K, и доказано соотношение (5).Соотношение (6) для N≥No следует из теоремы Веллмана (см. [1] стр'. 97).Если p2=Pι, то

h≈K1≈Ktи в силу монотонной сходимости областей решейия
in=k для N= 1, 2, ...Случай p2<p1 рассматривается аналогично случаю p2>p1.

Следствие. Если p2>Pι, то для всех х и у, удовлетворяющих нера
венствам (1 -γ2)λγ~z~1 Kl+1x≤y и y^(\-r^N-lKtx, где /=1, 2 ... и 
l<N<No, верно соотношение

fκ(x, y)=fBN-lAl(N, X, у),

а для у ≥ ( 1 — γ2)λ^^1 х — соотношение

∕n(x, У)=/вн(Я, х, У)-
Если p1<p2, то

f ∕x у\ = /fA”-is'(*> x> Л (1-Γi)2v^%x≤j≤(1-Γi)n→-1⅛1x,
N ’ ∖∕an(N, х> у), когда ^≤(1-γ1)λγ^1X1 х,

где l<N<No.Доказательство. Пусть l=N— 1. Тогда в области
Kn х ≤y ≤ (1 - r2) Kn.1 xt

∕n(x, y)≈fβ(N, х, ^)=P2[∕∙2^+Λr-ι(x, (1 -r2)^)].Так как точка (х, (l-r2)jj находится в области x≤y≤^,1x, то согласно теореме 1
∕n-i(x, (l→2)j)=.∕>-ι(-N'-l∙, х, (1-Гъ)уУ Следовательно,

∕n(x, y)=fBAH-i(N, х, у).Продолжая этот процесс для l=N-2, 2V— 3, ...» получим доказательство следствия для случая p2>p1. Случай p2<p1 рассматривается аналогично.
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2. Для решения трихотомической задачи нам понадобится исследовать процесс Ψn(x, у), имеющий вид

{
A∙.p1 Γrι*+φw-ι((l-rι)x, >),.r, ■ . x . .. . . l. , \ (10)
С.Рз I⅞(jr+j') + φw-ι ((1 -r,)x, (1 -ηl)jJ,где N 1, 2.................. <p0(x, y) = O'∙ O<rl, r3, pl, pa<i. Обозначим через Mnкоэффициент прямой <PcλγW χ, y) = φi4cN-ι(N,. X, у)г

Mn - коэффициент прямой .
∕an{N, х, У) = 4>can-i(N, х, у),

М — коэффициент прямой
Vλc(N, х, у) = <?сл(М, х, у), N>2.Оптимальное поведение процесса <рлг'(х, определяется следующей теоремой. Теорема 2. Если p1 >p3, то

<Гн(х, у) =
(pcN(Nt ,xt у), когда y ^MNx, φy4(2V, х, j), когда y^MNx,

где N=∖t 2, ...» и Mn сходится к М при N→∞, строго 
φ√*, j)=

возрастая.
Если p1=p3, то

<pc(N, х, у), когда y≥Mx,

<рА (N, х, у), когда у ≤ Мх, 
где #=1, 2, ...

Если p1<p3t то ___( 1J ΦcW А когда у^М^х,
’ У 1 9an(N, х, у), когда y^MNx, 

для Λr≤jVo=max {N.Mn-M≥O}>∖.
{N}

Процесс yN(x, у) удовлетворяет соотношению (12) для N>No. Доказательство. Пусть p1 >p3. Тогда из определения

(Н)
монотонно

(12)
(13)

получаем
Vacn-i(n> x> y)=Pιrιχ +

<Pcn(N, х, у) =

9ach-i(n^ Jz) и Φc*W x>
Р1Рз r3 [1 -∕ff~ι (1 -ra^~1] [(1 -r1) х+у] 1- Рз(1~ ra)
РзГя[\-р”(1-гя)”](х+у)l-Λ(l-r8)

‘9

Приравнивая <pcn(N, х, у) и φχcw-1(Λr, х, у), найдем коэффициент Mn

u Pl ∣∙, (1 -p,)-p, r, (1 -pl)-pgr3 (1 -γ,)n~1 [p1 (1 -r,)-p, (1 -г,)] 
n~ Рг r> (1 -Pι)+pgr, (1 -γs)λγ-1 [Pι-p3 (1 -г,)]Покажем что Mn монотонно возрастающая функция от N. Обозначим (14)

α=Pιr1(∖-p3)>O,

b=Pir3(∖-pl)>O, c=P1-P3(l-'3)>O (15)
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и рассмотрим разность
a-b-p^r3 (1 -γ8)λγ~1 (c-pi r1) a-b-pN-1 Га (Į -r3)7y→ (c-pl r1)

b+p*rt(l-rJN-*c b+jp^-ir3(l-r,)^->c

гдегде = Л [& (с -p1 r1) + c(a-b)] = R1 (са -p1 r1 Ь),

n ∕>Jγ-1'⅛(1-'∙)λγ-,(1-a+a'⅛)1 ~ U>+∕f Г. (1 -r,)r,-1 С] [b+pζr-ι г, (1 -r,)N~‘ С] >Подставляя вместо a, b, с выражения (15), получаем
Отсюда Mn - Mn.1 = R1 p1 r1 (1 -p3 +p3 r3) (p1 -p3) > О.

mn> mn~1.Теперь найдем коэффициент Μ. Так как для 2V≥2 (16)
<PλcW х, y)=PιΓ1x+P1P3r3[(l-r1)x+y] + +A∕>3Φn-2((1 -Γi)(1 -r3)xf (1 -r3) j),Φcλ(M х, y)=P3r3(x+y)+P1P3(l-r3)r1x + +AP3φN-2((l-Γι)(l -r3)xt (1 -r3)j),то, приравнивая уАс(К, х, у) и <PcλW х, А получаем

Pi Γι х + АРз r3 [(1 - r1) х+у] =p3 r3 (х+у) +p1 r1p3 (1 →3) х. Следовательно, - Λf = aa(1-a)"Таким образом, из соотношения (14) следует, чтоlimΛfjv=Λf. (18)Докажем соотношение (11). Применим метод математической индукции. Пусть N=∖t тогда f AiDιΓlχ. когда v≤aγi р‘г* х.
В силу (14) это и есть соотношение (11) для JV=1. Предположим, что соотношение (11) выполняется для N=k-1. Покажем, что это соотношение верно и для N=k.Докажем, что в области у > Мх оптимальное поведение есть Ck. Пусть в какой-нибудь точке этой области оптимальным первым выбором для процесса φjt(x, у) является выбор А. Тогда по предположению индукцииФл-1 ((l→ι)x, J>)=Φca-i(k- 1, (1—r1)x, у),так как Λffc-1<Af (соотношения (16) и (18)j. Следовательно,

<Pk(x, y) = <Pj4ςk-ι(k, х, У)-Но стандартное рассуждение показывает, чтоФлс(£, х, y)<<PcA(k, х, у) 
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для всех y>Mx, и, следовательно, ACk~1 не может быть оптимальным поведением. Поэтому в области y>Mx

<Pk(x, y) = 4>ck(k* x> х, у). (19)Аналогичные рассуждения приводят к соотношениям
9k(x, y) = <f>A(k, х, y)>φc(fc, X, у) (20)для ^≤Λ∕jt.1x. Из однородности и непрерывности функции <?N(x, у) следует существование граничных прямых таких, что

<Pc(k, х, у) = <рА(к, х, у).Соотношения (16), (18), (19) и (20) показывают, что все граничные прямые процесса φjfc(x, у) находятся в области Mk~1x<y≤Mx. Пусть y = M,kx одна из граничных прямых. Тогда по предположению индукции на прямой y = M'k х имеем ψc(fc, x> y) = <Pck(k> J,)и в силу неравенства Mk>Mk.1

х, y) = <?ACk-i(k, х, у).Подставляя вместо φc(fc, х, у) и φi4(fc, х, у) полученные выражения, получаем равенство φc*(fc, X, y) = <?ACk-x(k, х, у).Следовательно,
Mk = M'k.Это означает, что функция φfc(x, у) имеет единственную граничную прямую 

y = Mkx. Так как Mk>Mk~1, тоφc(fc, х, y) = 4ck(b х, У)-Отсюда и из соотношений (19) и (20) следует соотношение (И). Этим процесс математической индукции закончен.Если p1=p3, то соотношение (17) имеет вид
M = ^-

ГзИ
{

Aιp3r1x, когда y≤-~Гз ,
3 г -г 

Ctp3r3(x+y), когда у 1 3 .'зЭто соотношение (12) для N=1. Пусть соотношение (12) верно для N-1. Докажем его справедливость для N. Очевидно, что в области y>MxΦ√*, y) = <Pc(N, х. У),так как по предположению
<Pa(N, х, y)=Pιr1x+p1<f>N-1((l ~r1)x, y) = 4>Ac(N, х, у)<<?Са(Н, х, у)- Следовательно,
<₽*(*» y) = 4>c(N, х, У)=РзГ3(х + у)+РзО-r3)φN-ι(x, y) = φcN(N, х, у). Далее исследуем область y<Mx. Рассуждения, аналогичные проведенным, приводят к соотношению Ψλ√x∕ j)=φ√(M х, у),
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т. е. к соотношению (12), так как на прямой у = Мх оба выбора являются оптимальными.Доказательство теоремы, когда p3>pi, проводится аналогично случаю P2>P1∙Следствие. Если p1>p3, то для всех х и у удовлетворяющих нера
венствам (1 →ιy-1JΠ^∕+1x,где 7=1, 2, ... N— 1, верно соотношение 

где

где

<Pn(x, j) = φi4∕cj^∕W х, у)φ√x, у) = фллг(У, X, у), когда у≤(1 -γ1)n-1M1x.

Если p1=p3, то

1
4>cn(N, х’ Л κ02^a y'≥Mx,
4aicn-i(N, х, у), когда (1 -r1)lMx≤y ≤(1 -r1)l~1Mx, <рллг(У, х, у), когда y≤(l-γ1)n~1 Мх,

I, У=1, 2 ... и l<N.
Если p3>p1, то

Ψcn(N, х, у), когда y'≥M1x,

Ψn(x, y) = <pch-iai(N, х, у), когда Mj+1x≤y≤Mlx,

<¥AN(N,x,y), когда у ≤ Mnx,

(21)

l<N≤N0.Доказательство. Пусть pr>p3 и 7=1. Вейлу теоремы в области (1 -r1)M^1x≤y ≤Mnx<Pλγ(*, J')=Pι'ι*+AφΛr-ι((l-r1)χ, у), как точка ((l-r1)x, у j находится в области , тоφ√*, y)=φ^c^-ιW у)>

Так

и

т. е. верно соотношение (21), когда 7=1.Пусть 7=2. Исследуем область (1 -r1)2 Λ∕yv-2x≤y≤(l -r1) Mn~1x. Так как Mn-1 < Mn, тоφ∕v(x, y)=Pιr1x+p1<VN-1 ((l-r1)x, у).Точка ((1 — r1)x, у) принадлежит области (1 — r1) Λfjv.2x≤y, y≤Λf∕v.1x. В силу полученного соотношения для 7=1,φzv-1((l-r1)x, y) = φy4cN-2 (лг-1, (1-Ф, у).Следовательно, φ√*, y) = φj4∙cN-2W х, У)-Нетрудно заметить, что мы можем продолжать этот процесс до 7= У— 1. Далее исследуем поведение процесса φ7v(x, у) в области y≤(l-rι)"-1ΛΛx.Очевидно, что Φλγ(^. y)=PιΓιX+Pι4>N-ι ((1-Γι)x, у))и Ψλγ-i ((1-γλ)x, y) = φ^(y- 1,1 (l-∕,ι)x, у).
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I B 'p2 
⅛n(×, y) = max jĮ C∙p3

Продолжая этот процесс, получаем, что в области у ≤(1 — t1)n~1M1x

Φn(x, y) = <PAN(N, X, y)∙Доказательство следствия, когда p1>p3, закончено.Если pl=p3, то в области y>Mxφ√*, jv)=P3'∙3(*+j')+∕>3(1 -⅝)φw-ι(^ >)=vW х> »•Остальные соотношения, фигурирующие в доказательстве, которые мы опускаем, аналогичны случаю p1>p3.Рассмотрим другой вспомогательный процесс ψjv(x, у), удовлетворяющий рекуррентному соотношению ',2J' + Ψn-i (*, (1 →2)j')], r3(*+J') + Ψ,v-ι ((l~r3)*, )где ψo(x, у) = О.Обозначим через
Ln — коэффициент прямойΨcn(Λγ, х, J') = Ψcbjv-i W x∙ Л
Ln — коэффициент прямой

^>bn(N, х, y) = φcβw-ι(N, х, у),

L — коэффициент прямойΨcbW х, y) = ¾c(N, х, у).Если в теореме 2 выбор А заменить на Б и очевидным образом изменить граничные линии, то теорема 2 примет следующий вид:Теорема 3. Если p2>p3, то

(Ψb(M х, у), когда y^LNx, 
⅛crAN, х, у), когда y^LNx,

для N=1,2, ... и Ln сходится к L при N→∞ строго монотонно убывая. 
Если p2=p3, то !ψβ(ΛΓ, х, у), когда y≥Lx,

⅛c(N, х, у), когда y≤Lx, (23)

где N=1, 2, ...
Если p2<p3, то Ψn(jc, >')=! ψβ^,f7v' x' у)’ когдаI ψc(Λζ х, у), когда y^LNx,

для N≤Mo = max {N.Ln-L≤O} и ψ7v(х, у) удовлетворяет соотношению
{ N}(23) для N>Mc.3. В этом пункте будем рассматривать трихотомическую задачу для процесса ^γ∖n(x, у) с конечным числом шагов, имеющего вид

)
A∖pι [r1x + ηyv-ι ((l-rι)x, у)],
B'.p2 r2J' + ηtf-ι [х, (1 →2),y)], (24)
c∙p3 r3(*+j)+ηΛτ-ι ((1 →3)*,(1 -'3)j')],где N≈∖, 2, ...; ηo(x, y) = O, O<r1, r2, r3, p1, р2, p3 < 1; х, y≥O.
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Лемма 2. Если O≤M, L<∞, то либо L>K>L, либо M>K>L, либо 
L = K=L.Доказательство леммы опускаем. Оно основано на элементарных преобразованиях выражений L, К и Μ.

Теорема 4. Если p1, p2>p3 и L≥Mt то{ηyl(ΛΓ, х, у), когда y^MNx,
vicn(N, х, у), когда MNx^y^LNx, (25)
η5(JV, х, у), когда y^LNxt

для N≤max {7V:(1 -i∖)Ln-1≥Mn и (∖-γ^Ln≥Mn~1}. 
{N}Доказательство проведем методом математической индукции. Пусть N=1. Тогда

{
A.p1r1x,

B'.p2 r2y, 
C'.p3r3(x+y)

И

{
p1r1x, когда y≤M1x,

Рзгз(х+у), когда Λf1x≤j≤L1x, 
p2r2y, когда y≥L1x.Пусть соотношение (25) верно для N=k — 1. Докажем это соотношение для N=k. Для этого рассмотрим процесс ηjfc(x, j>) в области y≤Mkx. Предположим, что

Vk(x, y) = v∣B(k, х, y)=p2 [r2J' + η⅛-1 (х, (1-',2)j)]∙Точка (х, (1 — r2)jj принадлежит области j≤Lλ.1x, так как Mk<Lk~1. Следовательно,¾-1 (х, (1-r2)j) = max (fc-l, х, (l-r2)j), ηc⅛-ι (&-1, х, (l-⅝)j')] и η⅛(x, y) = ^β{k, X, jθ = max[ηβc(fc, х, j), г[ва^, х, j)].В силу теорем 2 и 3 из определения Lk следует, что
Mk<Lkи ⅞cλ-i(^, х» j)<ηcfc(fc, х, J>),когда j≤Λffcx. Отсюда следует, что¾(x, j) = ηa(fc, х, y) = f∖BA{k, х, j). (26)Далее, на основании теоремы 2 и леммы 2Λfft≤Λ∕≤7C≤L, откуда, по определению К,

t∖ba^ х, y)<τ∣AB(k, х, j>), когда y≤Mkx<Kx, и η∕M(fc, х, y) = ‰B(k, х, у), jкогда y = Mkx = Mx = Kx. Но это противоречит соотношению (26). Следовательно, įz 4 ∫ 71λ(^> Х> J), 'ηt(x, ^) = max I χt у}
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в области y≤tMkx. Так как (1 — r1)Lk.1 ^≥Mk, то согласно теореме 2 

f yA(k, X, у), когда y≤Mkxj)-<P*(*, j)-∣ τ∖ck(k, х, у), когда y = Mkx.Аналогичные рассуждения приводят к равенствуf т\в(к, х, у), когда y≥Lkx,
7k(x> y)-Vk(*, У)~ I γ∣ck(k, х, у), когда y=Lkx.Так как Lk>Mk, то из последних двух равенств, применяя стандартные рассуждения о линейности τ∖ck(x, 1— х), получаем

flk(×, y) = flck(k, х, j),когда Mkx≤y≤Lkx. Теорема доказана.Автор выражает глубокую благодарность Э. И. Вилкасу за ценные советы при решении данной задачи.Институт физики и математики Поступило в редакциюАН Литовской ССР 27.1.1966
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DINAMINIO PROGRAMAVIMO PROCESO SU BAIGTINIU ŽINGSNIŲ 
SKAIČIUMI DICHOTOMINIO IR TRICHOTOMINIO UŽDAVINIO KLAUSIMUV. BISTRICKAS

(Reziumė)Nustatomos (1) ir (10) dichotominių uždavinių bei tam tikros klasės (24) trichotominių uždavinių sprendimo sritys.
ON THE DICHOTOMIC AND TRICHOTOMIC PROBLEMS FOR DYNAMIC 

PROGRAMMING PROCESS WITH FINITE NUMBER STAGESV. B. BISTRICKAS
(Summary)There are given the regions of decision for dichotomic processes (1) and (10) and some trichotomic process (24) when number of stages is finite.

5 Литовский математический сборник, VI—3




