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О ЦЕНТРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ ДЛЯ СУММ 
ДИСКРЕТНЫХ ПРОЦЕССОВ ВОССТАНОВЛЕНИЯВ. ЛЮТИКАСПусть { X (z), t = 0, 1, 2, ... } — дискретный процесс восстановления типа F(x), т. е. X(t) равно максимальному значению п, для которогоЛ∑ξi≤r, где ξ1, ξ2, ξ3, ...

fc=l— последовательность независимых неотрицательных одинаково распределенных случайных величин с общей функцией распределения F(x), принимающих только целочисленные значения с вероятностями
pk=P {ξi = k}, i=∖, 2, 3, ....Мы будем рассматривать набор

X1{t), X2(t), ..., Хп (Z) независимых разно распределенных дискретных процессов восстановления.Л2 ^k(i) является числом восстановлений за отрезок времени (0, z) в 
к=1системе, состоящей из п неоднородных элементов.Б. Григелионисом [1] была доказана асимптотическая нормальность сумм Л2 Xk(t) при больших значениях п и t в случае непрерывных одинаково 

к=1распределенных процессов восстановления. В настоящей статье приводятся соответствующие результаты в случае дискретных разно распределенных процессов восстановления.При решении этой задачи будем пользоваться семиинвариантами случайной величины X (z). В статье [4] доказано, что при условииμzn+j+1 = Mξ-n+i+1 < оо, где т>0 и s≥0 семиинвариант /и-того порядка числа восстановленийrm(')=γm*+δm + o (⅛l), (1)где γzn — рациональное выражение от μ1, μ2, ..., μm, а 8m — рациональное ыражение от μ1, μ2, ..., μw,+1. лПри доказательстве асимптотической нормальности сумм ⅛W Для 
к=1одинаково распределенных дискретных процессов восстановления достаточно
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воспользоваться выражением (1). Но в случае сумм разнораспределенных процессов восстановления этого недостаточно, так как требуется найти строение остаточного члена формулы (1). К решению этой задачи мы приступим, начав с доказательства следующей леммы.
Лемма 1. Пусть Tk = ph где pi=P {ζj = i} и

i>k+l

Tk [∑ z,J (2)fc=√∙ /=0
Если μv+,∙+1 < оо, то v+√+l r∕v∙(1)= (v+i)(v+2) ... (v+y+l) Σ 

1=1 
где S‰1 — числа Стирлинга первого рода.Доказательство. Непосредственным вычислением из (2) получаемИ’)(]) =____ !____ у г. [у (⅛-<∙-l)!<! ]7 Ш (/-1)! lk{∆ (k-i-j)∖(i→)∖ Г

*=v÷√ I=v
аоИмеем Q(z)=∑ Tkzk, где Tk = £ pi. Тогда

⅛=0 ∣≥A∙+1δ0'+v>(l)= ∑ τtfc(fc-l) ... (fc-∕-v+l).
k = v+jНо так как

k-J

∑
{k-i-∖)∖i∖ = (у—1)! А; (Аг— 1) ... (fc-j-y+l)

Uc-j-i)∖ (∕-v)! (v+l)(v + 2) ... (v+√)
i=vто из (4) и (5) следует j ' , (v+l)(v+2) ... (v+7∙) ,Доказано [4], что βω(l)=7⅛ Σ s‰μ∕.

1=1

(4

(5)

(6)
(7)

a S7¾ — числа Стирлинга первого рода. Из (6) и (7) непосредственно следует (3).
Лемма 2. Для ] φ ∣ ≤ верноlδ(^)l>y μ1. (8)Доказательство. Так как 0(l) = μ1, то

μ-.-δ(e'φ) = X rn,(l(9)
т = 0Пользуясь неравенством ∣ e,x — 11 ≤ ∣ α |, из (9) получаем

00μι-∣ Q(elφ) l≤ ∑ ∣φ∣mrm = ∣φ∣∙∙!i⅞⅛.m=0
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Тогда ∣β(e-<P)∣>μ1-∣φ∣.∙!^.Отсюда в силу условия леммы получаем (8).Обозначим α(ΛΓ) = minP {ξ1≠0(mod^), ξ1≤7V}. (10)ς≥2

Лемма 3. Для любого 0<N<∞ и -^≤φ≤π верно∣β(e,φ)l>^τ-∙ (Н)Доказательство. Известно [4], что β(z) = где P(z) =
оо= Σ PmZm.

m= 1Пусть φ = 2πφ'. Тогда∣0(efφ)∣ = ∣β(e2πφ'i)∣> X pmsin2 mπφ'. (12)zn=lДостаточно разобрать случай -^≤φ'≤y.Пусть
где ∣Θ∣≤1, о.н.д. (а, ^)=1, 2≤^≤τ и τ = 2N. Тогда

∞I β(e2"*'i)∣> 2 ⅛sin2 [V + (φ"-f) "1]
≥min

q>2
.Σ Рт s™2

m½0 (mod q) g≥2 Σ Pms⅛2^-∙ m≠0 (mod g)
m≤N

(13)
2q∖φ'-^Так как при ^≥2

то из (13) следует (11).На основании лемм (2) и (3) непосредственно получаем следующее для нас важное
Следствие 1. Для любого π∙ μg~μ^1 ≤N<∞ и 0≤∣φ∣≤π верно lxι∣β(^)l>mm{-⅛-, ⅛j. (14)
Лемма 4. Если для какого нибудь π ∙ -μg ~ μι ≤ 7V≤ ∞ существует a (N) > О w μm+s+2<∞, mo момент m-того порядка числа восстановлений выра

жается формулойMX"(z) = γlm∕-" + γ2mr"-ι+...+γmmZ + γm+l,m + -^^ Cms (15) 
где I C,ms I ≤γm+,+2, m и γlm (f=l, 2, ..., m+l, m + s + 2) рациональные выра
жения от μ1, μ2, ...» μ,∙.
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Доказательство. Известно [3], что производящая функция моментов m-того порядка числа восстановлений
m-jm ∑ ⅞-n⅛",

• Gm (z) = 2 ( - 1У (l-2y-J+lQM-∕(z) >

j=0где ⅛"0 — постоянные, вычисляемые при помощи рекуррентного соотношения
⅛*) = (п + 1) ⅛m-1> + (m - п) a[nL~1 υ,когда α<02>=l, fl(2)=ι и ⅛"> = 0для всех n≥m.Разложением этой функции в ряд Лорана получаем

m Į m —j m--j

Gm(z) = ∑ (-»' ∑ Cζ,X"> ∑
J=O |л = 0 ⅛ = 0

wm~j+1 ωμ2 (∕n-√) Qm-j {z) » ∖
m m-j+ Σ (-i)'∑

j=0 n=0где Ψm-j+1(z) - целая рациональная функция от r1(z), r2(z), ..., rm.y+1(z), определяемых соотношением (2).Так как MP(r) является коэффициентом при zt в разложении Gm(z), то . mx^-(0-∑ (-i)'{∑ ⅛.n⅛'">∑ ⅛∙⅛⅛)Γ=.∙
j=Q n=0 k=0

!
m m—j+ ∑ (-l)' ∑ cun⅛">∙

7=0 л=0f 1 Г ‰-7÷3 ω p) 1μ2(m-7) t! Į β"^-∕(z) Jz = O∫*Или, на основании (3) и (7),
М Хт (Г) = γlm tm + γ2m tm -1 + . .. + γmm t + γm+1, m +

, J_ у κmj г wm-j+1(z) -∣ω"+^ г! ^m-j) L Qm~j{z} Jz=O,

(16)

(17)
где Kmj — постоянное, независящее от z и t.В силу условий леммы∣β(e*)∣>mm{⅛, ⅛}, так как а(.У)>0, то∕ PKn-7+1(z) \(') _ r., f ‰-y∙+1(z) ∖ β"l→(z) λ=o 2πz J Qm~i (z) z,+l UZ‘

I zl = lПроведем 5-кратное интегрирование по частямf ‰-7+1(z) , (г-5)! г ∕ π%-7-+1(z) ∖ω dz
J Qm~J{z)zt+ιa г! J ∖ Qm~j(z) ) zt~s+l ' ∣z∣ = l ∣z∣=l (18)
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Ясно, ЧТО ∕ ‰-y+1(z) ∖ω = σro-y+1(z) ∖ Qm~∙i(z) ) Qm~J+s(z) ’где Um~j+1 (z) — целая рациональная функция от производных r}0(z) О’ = 0, 1, j; 7 = 0, 1, ..., ти+1).при Į z I ≤ 1

(19)
Но

где
где

Į rjo(z) I≤I rjo(l) |.Из (3) и (20) при условии μm+i+2 < ∞ получаем
i+j+ 1∣6o(z)∣≤ (1∙+i)(,∙+2) ... (z+y+l) ‘ Σ I ⅛¾∙+ι I И/’ /=1 ι≈0, 1, ..., 5; 7 = 0, 1, ..., /и+1.Пусть min {∙^-> ∣ = c∙ Тогда в силу (8), (11), (20) и (21) получаемI ( wm-j+1 (z) ∖ω I 2 ≈(">→+υ-ι (∕-5)∣∣∖ βm->U) ∕z=ob πcm-j+° ∙γm+s-j+2,mt

γm+s-j+2,m - целая рациональная функция от μ1, μ2, ..., μπ,+s-7+2. Пусть

(20)
1 (21)

(22)
г 1 V Kmj I fv,n-j+l(z) Vo

ms (r-s)! Za μ2(m-y∙) Q∙n-j(z) )z=o'7 = 0 1Тогда из (17) следуетMJf'n(z) = γlmr + γ2w tm~1+ . . . +γιnmt + γm+1,m + -~r^ c≡∙Из (22) и (23) имеем
i 1 V ∣¾∣ I ∕ ‰-7+1U) V')∣c^∣- (r-,)! Za μ2(m-7) ∖ βm-∕(z) А=о |7 = 0 1l⅛∣

(23)

m≤Σ7=0что и требовалось доказать.
Лемма 5. П усть для какого - нибудь π • — ≤ N < оо существует

α(2V)>0.

Если μm+i+2<∞, то семиинвариант т-того порядка числа восстанов
лений вычисляется формулой

Гт (t) = ym t + $т + Vn,s (0>

(24)

где
(25)

v (t)=y <-l>v~1 . у ________ m,2j V Zj ml∖ m2∖ . . . mvlv=l ml+...+mv=m■ I Σ Π <Yi"1i ,m‘ + ∙ ∙ ∙ + V-», √ + <»/) ∙
*J~l l-l

i≠j÷ Σ Π (γim√m'+ . ∙ . ÷γmzm∕÷γmj∙ + l,mi)∙
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Доказательство. Известно, что семиинвариант ти-того порядка числа восстановлений X (t) определяется через моменты этой же случайной величины следующим соотношением:
m vC(')-∑ bF∙ ∑ b,!√..^∙∏m^w∙v=l ml + ...÷mv=nι ι=lПрименяя к последнему (15), получаем

Γm(r)= 2 - ∑ mιl _ mv↑ ■ Π (γim√m'+ . • ■ +γm1∙+l,m1∙) +v=l ml +.. .+mv=m i=l+∑j~1- Σ ⅛∙(∑∏<>1'"÷-+⅛>,.i)×v=l mi+...+mu^-nι j=∖ l≤i≤v
i≠jcmjt+ ... + ∏ JL-2∑i⅛.c I. (27) ι=l jДоказано [4], что

m vX ~~V Σ m1! ... mv∖ ∏ (γi",i*zn'÷ * ∙ ∙ + Yw,∙+ι, mj∙) = Yn√ + (28)v=l ml+.. .+mv = m i=lгде γm — рациональное выражение от μ1, μ2, ..., μm,δm — рациональное выражение от μ1, μ2, ..., μm+1.Из (27) и (28) следует (25).Теперь, с помощью результатов леммы (5), можем приступить к доказательству основной теоремы.Пусть имеется набор последовательностей
⅞4,. ¾4,, ξ<3t,. ...где k = 1, 2, ..., п, независимых неотрицательных одинаково распределенных случайных величин с функциями распределения Fk(x) (k=∖, 2, ...,w). Этому будет соответствовать набор процессов восстановления-Y1(r). Xt(t)............... X,(t),о котором говорилось в начале этой статьи. Пусть, таким образом,

∑ xk(<)
k- 1представляет нам сумму разно распределенных дискретных процессов восстановления. Чтоб исключить тривиальные случаи, будем предполагать, что не равны константе с вероятностью едийица.Обозначим
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где μ,.t = M(ξ<1*>)'j

n ∑ U⅛(O-M¾(O]

n.,-r W<-l}-, V- X r,..i
j ≥ m + 1e*ω= ∑ ^z"∙- f,,,(x)=p {r.(o<χ}.

m=OОбозначим αjt W = min Р { ζιfc⅛θ (mod q), ξc∕υ ≤ N }.
q≥2Предположим, что

(А), существуют μ = lim μ1,λ>0 и M = limμ6ι⅛<∞, 
k^> ' fc→∞

(В), существует π∙ μ,g, fe~μι∙ fe∙≤ 2V< оо такое, что
Hi, кадг = Нт α⅛(7Vj>O.

k→∞Обозначим Λf = min ∣y, Тогда верна
Теорема 1. При условиях (А) и (В) имеет место соотношениеsup ∣Γ71.z(x)-Φ(x)∣≤g(M, Λ∕)(γ + -^A

-00 <Х< 00 \ v 1 /

где
X и*φw=ψ⅛ f e 2 äu’

a g(M, М) — рациональное выражение от M~∞ и Μ. Доказательство. Пусть
В силу независимости процессов Xk{t} имеем

iz [%a,(z)-M %a.(0)∕,,,(z) = Meιw∙w ∏ Me ,'s" =∏Λ∙'(y⅛)∙
k=l k=l ' л/НоΛ., (~-) = 1 - ⅛ м [Хк (г) - М Хк (Г)]2 + M R [τj∕=, Xk (Г) - м Xk (z)] где Imλ(v⅛'x*w-m^w)H6⅛⅛∙

• I М [Хк (/) - м хк (г)]31 + 24⅛γ м ∖Xk (Г) - М Xk (∕)]4.В силу известных соотношений между центральными моментами миинвариантами, получаемМ[^й-МУл(/)]г = Г2дЙ,
М[УА(/)-МУИг)]3 = Г3.л(г),М [A√(r) - M%t (rψ - Γ4, k (г) + 3Γ≡ k (г),

(29)

(30)
, (31)

(32)и се-
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где Γ,∙ι⅛(∕) (ι = 2, 3, 4)-семиинвариант z-того порядка случайной величины 
Xk(t). При условии (А) и (В), в силу следствия (1) и лемм (4) и (5) получаемγ^W = δ^∙'+(⅛- 1 i 5μi.⅜r _ 1 _ 2μ3,⅛ _ μ2,fc \ ,2μ1^ 4μb 2μ12jfc 3⅛fc 2μ≡j+I Cg) I I eg) р

r(∕-l) t2 {t-∖)2 (t-2)z , r(33)где постоянные Cgj и Cg} определяем неравенством (24).ПустьМ2)(И1,ь И2,Ь ч_ μ2,fc 1 , 5⅛⅜rμ3'fc' 2μ3jfe 2μ1.* + 4μ4j, 1 2μ3, ⅛2μb ‰ μ2,⅛2⅛* ’Обозначим через h∖r>(M, М) рациональные выражения от М и Μ. Тогда в силу условий теоремы
Пусть

Ä<2) (м, м)
Тогда, в силу неравенства (24),IM⅞WI≤Таким образом, имеем r(r-i)

r⅛tW=∆t∙f+Λry,(μι.b μ2.t. μ3.*)+Λr3¾(⅛

(34)

(35)
(36)где 7V(22) и Λγ^2∖ определены неравенствами (34) и (35). Точно таким же путем получаемr3.jt(0=M3j(ιχι.b ιj⅛,b из,л)^+М3)(Н1.ь μ2,fc, из, k, μ4,*)+Mi⅛W, (37) где _lM=υ(μ1,b μ2,b μ3,Ji≤∕⅛3W, Л/),I М3) (μι, к, μ2,*. μ3,b μ4, *) l≤∕⅛0(Λ∕, м)∣Λ¾ωι≤И, наконец, Λ<3)(Λ∕, М)

tr4,fc(0 = Mυ(μι,Λ. μ2,b μa,b μ4,⅛)∙'++ ^244μι.b μ2,b μa,Λ. μ4,*, μ5,jι) + ^3⅛W. где _I N(fi (μ1, k, μ2,fc, μ3.fc, μ4, *) | ≤ Aį4) (Л/, Λf),I ΛΓ∞(μι, *, μ2tΛ, μ3,b μ4.Λ, μ5, к) I ≤ ⅛υ (M, М) и ___∣Λr<⅛Wl≤⅛4)(Λ∕, м).

(38)

В силу (32), (34), (35), (36), (37), (38) и того, что такжеI Δ≡ I ≤ ∕⅛2> (М, М),получаем
IMÄ (V⅛' x^~mx^) ^(tv⅛+⅛)' (39)где g1 (Mt М) — рациональное выражение от М и М, независящее от к.

и
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Из (31) имеемfk∙' (v⅛) = 1 -⅛[Д*'+ N‘y<μι∙*’ μ≈∙*’ μs∙j+jv≡∙*t(<)]+
2⅛ Ma(μι,*. μ⅛b ∣⅛*)- —2⅛λγ3∙,*w + mλ(v⅛' ¾(')-MXt(f)).Обозначим∙Rn,r,*(z)=-2^- μ2,*. μ2,*) + ^2¾W]--ms(t⅛ , ¾(f)-M⅞(ι)j. (40)Тогда λ,' (v⅛)^ z≡∆.2

1------JŠTИД (41)где 1 ⅛,tt, k(z) 1 ≤gz(M, m)(4+jλl+4].∖ nt nV nt n* J
(42)

где g2 (^C Λf) — рациональное выражение от М и Μ.Далее везде будем предполагать, что ∣z∣≤λ]∕H, где λ — достаточно малая положительная константа. Из (41) тогда получим
Iλ'(v⅛) Is '-⅞γ-≈∙<λ'∙ i7>(÷+-⅛+4В силу условий теоремы I δ* L ft (Mt М)I Sn П пгде g3(Λf, М) рациональное выражение от М и Μ. Тогда при достаточно малом λ∣Λ∙'(v⅛)∣≥1-T*≡<m∙ 1'H>(m- Λf) (y + y→φτ>0.Значит, для таких z fkt t (- z-) отлична от нуля и

\ v tSn /∕π,r(z) = exp {į ln∕t., (y=-)∣ = exp { į In [1 - (-L  ̂+ Λn.
t, к

= exP {∑ [(—⅛^-Ä„.,.*(z)]-Ä„.r,fc(z)]| =
1 к=1

п п= exp{-y-∑ ∙ro,⅛,<(z)-∑ Λ1,r,ιt(z)}, (43)1 Λ=l k=l ,где
[-⅛+Λ...i(z)∏ι -е (⅛⅛<Jtfe IΘI < 1.

7. Литовский математический сборник, VI—3
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Пользуясь неравенством ∖ew- 1 ∣≤∣w∣el,v∣,из соотношения (43) получаем

≤e 2

гл n η -⅜+Γ ∑ lÄn,r»A(z)'+∑ l^,r,⅛ω∣l.≤[∑ l¾,,t(z)l + ∑ ∣Λ,,,.t(z)∣]e l*-, *-, -1(44)Λ=l А=1В силу соотношения (42)
∑ ∣Λ,,,,,t(z)∣≤g2(Λ∕, М) (4+ψ=+⅞) 

И ∑ ∣Λn,,.t(z)∣≤g4(Λ∕r М)~,А=1где g4 (Λf, М) — рациональное выражение от М и Μ.Из последних неравенств и соотношения (44) следует
М) (≤+lΛ∣l + ≤∖. 

I' Уш «/∕∏,<(z)-e

где Č2 4 (Λf, М) = max gi (M, М), а δ > 0 при достаточно больших t и доСтаточ- 1 = 2, 4но малом λ.Применяя известную теорему Эссеена [2], при T = λ]∕w получаемsup ∣Fn,r(x)-Φ
— ∞ <x< ∞

(x)∣≤⅛(Λ∕, Λ∕)0- + -j^-).

Асимптотическую нормальность сумм ⅛ (0 одинаково распределен- ⅛=1ных дискретных процессов восстановления можно доказать точно таким же путем, только, безусловно, в таком случае ставятся более слабые условия, соответствующие тем условиям, которые ставились Б: Григелионисом [1] при доказательстве центральной предельной теоремы для сумм одинаково распределенных и непрерывных процессов восстановления.Выражаю глубокую благодарность В. А. Статулявичусу, под руководством которого выполнена настоящая работа, а также Б. Григелионису за ценные советы по поводу данной статьи.Институт физики и математики Академии наук Литовской ССР Поступило в редакцию .10.IV.1966
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APIE CENTRINĘ RIBINĘ TEOREMĄ DISKRETINIŲ 
ATSTATYMO PROCESŲ SUMOMSV. LIUTIKAS 

(Reziumė)Tegu {X(t), ∕=0, 1, 2, ...} — diskretinis atstatymo procesas, t. y. X(t) yra maksima-
nline n reikšmė, patenkinanti pareinamybę ∕l ξ⅛≤z, kur ξ1, ξ2, ... — nepriklausomų nenei>A-=igiamų vienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių su pasiskirstymo funkcija F(x) seka, kur ξ1, ■ igyja sveikas reikšmes su tikimybėmis

Pk=P {ξ,=k}, <=1, 2, 3, ...Tegu turime tokių nevienodai pasiskirsčiusių atstatymo procesų rinkinį*1(0, *2 (O, ..., *π(t).
00

Tegu μ∣,k=∑ miPmtk (1=1, 2, ...), kur pm,k=P {⅛Φ=m}. Taip pat tegu
m= 1 

n

∑ [Λ⅛(n-M¾(r)]
k=\Λ,,,(χ)=∙P∣ 4

↑∕tSr.‰-ΣStraipsnyje parodoma, jog, esant sąlygomsμ= lim μj,∕f>θ, M= lim μβ, k< 00, fc≡>∑o fc→∞ir <⅞N=lim αjt (N),
k→∞kur a* (N) = min P { ξ<*>≠0 (mod q), ξ<λ> ≤ N }

galioja sup I l (x)-Φ(x) I (M, M) (y +~'
— oo <λ<co ∖*yΛ)kur

X _ u* 
Φ(x)=-τ=∙ f e - 2 du, 

l∕2π J

o g (M, M) — racionalinis reiškinys nuo M ir M.
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ÜBER DEN ZENTRALEN GRENZWERTSATZ VON SUMMEN 
DER DISKRETEN WIEDERHERSTELLUNGPROZESSENW. LIUTIKAS 

(Zusammenfassung)Es sei { X(t), r≈0, 1, 2, - der diskrete Wiederherstellungprozess, d. h. X(t) ist
Лmaximaler n Wert, der die Bedingung ξ⅛≤f geltend macht, wobei ξ1, ξ...........eine Folgejc=Ivon unabhängigen, positiven, gleichmäßig verteilten Zufallsgrößen mit Verteilungsfunktion F (x) ist, wobei ξb ξa, ... ganze Werte mit Wahrscheinlichkeiten

annimmt.Es sei Pk=P {ξ∕→}, /=1, 2, 3, ...
*ι(0, *i(0, ..., *л(0eine Sammlung von Wiederstellungprozessen mit ungleichmässiger Verteilung.Ferner sei

wobeiEbenso sei
wobei

μ∕, k= 2 miPm, k 0=1, 2, ...),
m= 1
Pm,k=P { ξ(ft>=m }.

л2 U⅛(0-MJ⅛(01—4

A,= l
M-⅛t

t⅛*In vorliegenden Artikel wird der Satz bewiesen: wenn die Bedingungen
und
wobei
gelten, dann ist
wo

μ= lim μ1, fc> 0, M= lim μβ, ∣c < со fc→oo *→∞αjv= lim a⅛ (N) > 0,
k→∞

&k W=min P { ξ<1fc>≠0 (mod q), ξ∞ ≤ N}, 9>2 
sųp I Fnt t (x)-Φ (x) I (Af, M) (7+-1∕

O<Λ<CO \ V

X 

φw= v⅛^ f ‘ i duund g (M, M) — ein rationale Ausdruck von M und M ist.


