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МЕТРИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ ЭРМИТОВЫХ КВАДРИК 
В УНИТАРНЫХ НЕЕВКЛИДОВЫХ

И ПОЛУНЕЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХЛ. Μ. ЕЖОВА-ГУСЕВА, T. Μ. КЛИМАНОВА, Е. У. ЯСИНСКАЯВ работе находятся метрические инварианты эрмитовых квадрик в комплексных унитарных неевклидовых (§ 1), квазинеевклидовых (§ 2) и по- лунеевклидовых (§ 3) пространствах и в кватернионных унитарных неевклидовых (§ 4), квазинеевклидовых (§ 5) и полунеевклидовых (§ 6) пространствах, аналогичные метрическим инвариантам квадрик в вещественных евклидовых, квазинеевклидовых и полунеевклидовых пространствах ([1], стр. 283 — 290, [2], [3] и [4], стр. 85-88), § 1, 4 и 5 написаны Л. Μ. Ежовой-Гусевой, § 2 и 3 — Е. У. Ясинской, § 6 написан T. Μ. Климановой.
§ 1. Комплексные неевклидовы пространстваРассмотрим эрмитову квадрику

∑ ∑ xjavxl = 0, aij=3ji (1)
i Jв комплексном унитарном неевклидовом пространстве lSn(i) ([5], стр. 622) с абсолютом ∑¾xix'=0, (2)

Iгде εi= + 1, причем -1 среди этих чисел встречается I раз. Уравнения (1) и (2) можно соответственно записать в матричной форме в видеx2*Λx = 0, Ar=A, (3)и
xrEx = 0, (4)где x = (xi) — матрица, состоящая из одного столбца, А = (ai^ — эрмитово-симметричная матрица (h+1)-γo порядка, E=(zi 8ij) — диагональная матрица того же порядка с диагональными элементами εi, Т — знак транспонирования матрицы.Движения пространства lSn(i) имеют вид

'x=Ux, (5)где U — унимодулярная матрица, связанная условием унитарности
UτEU = E. (6)При движении x=U,x квадрика (3) переходит в квадрику

xτ(UτAU) х = 0 (7)
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откуда видно, что матрица 'А этой квадрики равна
,A=υτAU. (8}Эрмитова квадрика пространства ⅛(f) в основном случае переводится в себя подгруппой группы движений, зависящих от п вещественных параметров: эрмитову квадрику в основном случае можно привести движением к каноническому виду

∑ alxlxl-0, (9)

2 εfcxi∙xf∙ = 0 (0≤⅛≤m),

iгде числа ai вещественны и указанная подгруппа состоит из движений'√ = e'φ'x', ∑ 9i = θ> (10)
iзависящих от п параметров φi, i > 0. Так как комплексная . эрмитово-симметрическая матрица А зависит от (и + 1 )2 вещественных параметров ((и + 1} вещественных элементов aii = aii и n (п + 1) вещественных параметров, от кото- рых зависят ——- комплексных элементов aij при ι>j∖, а группа движении пространства lSπ(i) зависит от и (и+ 2) вещественных параметров, уравнение эрмитовой квадрики этого пространства в основном случае обладает(и+1)2-[и(л + 2)-и] = л +1 (11)независимыми вещественными метрическими инвариантами.Для определения этих инвариантов заметим, что в силу (6) и (8) при любом вещественном λ

,A-λE= UτAU-XE= Uτ(A-λE) U, (12)откуда, если обозначать определитель матрицы А через \А | и учесть, что ∣σ∣ = ι, ∣'Λ-λE∣ = ∣ σr∣.∣Λ-λE∣.∣tf∣ = ∣Λ-λE∣. (13)Поэтому при движениях пространства lSπ(i) инвариантами уравнения эрмитовой квадрики (1) являются коэффициенты α1∙ многочленаP(λ)= IА -λE∣ = ( - l)"-'+1 λ"+1 + aπ λ" + aπ-ι λ""1+ ∙ ∙ ∙ + a1λ÷a0. (14)Коэффициент aj∙ равен алгебраической сумме главных миноров (n — i + 1 )-го порядка матрицы А, в частности, ал — след матрицы А, а a0 — определитель этой матрицы. Все числа ai вещественны.Так как каждый коэффициент ai зависит от таких элементов aij-, от которых не зависит коэффициент a,∙+1, найденные нами п +1 вещественных инвариантов уравнения эрмитовой квадрики независимы.
§ 2. Комплексные квазинеевклидовы пространстваРассмотрим эрмитову квадрику (1) в комплексном квазинеевклидовом пространстве l°hSn(i) [6] с абсолютным конусом β0 с уравнением (15)
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абсолютной плоскостью Ао с уравнениями x,'∙ = 0 и абсолютной квадрикой Q1 на этой плоскости е уравнениями2 Ч χil χil = θ (m < ⅛ ≤ ri), (16)

»1где ε,β и εf∙1 = ± 1, причем — 1 среди этих чисел встречается, соответственно, 
Jo и Z1 раз. Уравнения (15) и (16) можно, соответственно, записать в матричной форме в виде Хо ⅞ xo = θ (17)и xf^1x1 = 0, (18)где x0 = (xi°) и x1 = (x,ι) - матрицы, состоящие из одного столбца, f0 = (εl∙1δl,J и Γ1 = (εj∙1δ1∙1yl) - диагональные матрицы (m+l)-ro и (и-ти)-го порядков с диагональными элементами ε,∙0 и ε1∙1.Движения пространства имеют вид}■
что мы будем коротко записывать в виде (5), гдеtz=(τσ1)∙ <2°)причем здесь Uo и U1 — матрицы, связанные условиями унитарности 

t⅛E0U0 = E0, UfE1U1 = E1 (21)и условием Į Uo | Į U11 = 1, представляющим собой условие унитарности матрицы (20).Уравнение квадрики (3) можно записать в видеХо Ao Хо + хо Λι xι + * Г ^oι хо + х Т Aι x1 = 0, (22)где A‰ = A00, A{l=A11. При движении x=U'x квадрика (22) переходит в квадрику
'⅛(i⅞Awi Uo) 'x0 + 'xJ(f∕0rΛ0ι Т) 'xo + 'xf(t7Uoι '¼) 'Xι ++ ,x0r(fr4ι U0)'x0 + 'х WΛr1 C7o) 'x0 + ,xτ0(TrAll Т) 'x0 +
+ ,xτ0(fτAll U1) ,x1 + 'xf(t∕f All Т) 'x0 + x{∙(σTΛu U1) 'x1 = 0 откуда видно, что матрицы 'Λ00, 'Aal и 'A11 этой квадрики равны

'Awt = Uτ0Am U„ + Ura A<,1 Т+ trAIi U<, + TrA11 Т,

,a01 = uIamu1+vIa11t,
'Λa-(⅛AnU1.

(23)

(24)
Эрмитова квадрика пространств l°lιS"(i) в основном случае переводится в себя подгруппой группы движений, так же, как в случае lSπ(i), приводимую к виду (10) и зависящую от п вещественных параметров, а вся группа движений z∙⅛(Z), как и группа движений lSπ(i) зависит от n (и+ 2) вещественных параметров. Поэтому уравнение эрмитовой квадрики z∙zι⅛(ι) в основном случае обладает п + 1 независимыми вещественными инвариантами.
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Для определения этих инвариантов заметим, что в силу (21) и (24) при любом вещественном λzΛ11 -λE1 = U{A11 U1 -λE1 = U↑(A11 - λE1) U1 (25)

)(?:)■ (26)
Из равенств (24) и (25) в силу унимодулярности матрицы U и равенства определителя матрицы U1 комплексному числу единичного модуля следует, что (27)и

I
Aoo λE0 √4qi I Į ∕1qo — λf0 -Л oι I
, аТ A11 I I аТ a į-λ01 11 I Į ^oι -^π1Поэтому при движениях пространства 'olι S„ (i) инвариантами уравнения эрмитовой квадрики являются m+ 2 коэффициентов многочленаP0(λ) = l ⅛"λr° Ao1 ∣ = (-l)w,"zo+1am+1λ-+ι + amλ-+ • • • +a1λ + a0 (29) Λ01 Ап Į

(28)

и n— m коэффициентов многочленаA(λ)HΛιι-λEι∣4-l)"^'"-',λ"-", + αnλn-",-1+ - • • +aw,+2λ + am+1. (30)Коэффициент al∙1 равен сумме главных миноров (п — i1 + 1 )-го порядка матрицы A1, в частности ал - след матрицы A1, am+1 — определитель этой матрицы, коэффициенты a,∙0 выражаются через элементы всей матрицы А: Так как коэффициенты а,- можно расположить в таком порядке, что каждый из них зависит от таких элементов aij, от которых не зависят предыдущие, найденные нами п +1 вещественных инвариантов независимы.
§ 3. Комплексные полунеевклидовы пространстваРассмотрим эрмитову квадрику (1) в комплексном полу неевклидовом пространстве l°l' "' 'rSnm"n,1 ",r~ 1(i) [6] с абсолютными конусами и квадрикой Qc с уравнениями ∑ ε,βS,^√∙=0 (31)

ia(a = 0, 1, ..., г, O≤zo≤wo, Wa.1<za≤wfl), где ε,∙a= + 1, причем — 1 среди этих чисел встречается la раз. Уравнения (31) можно записать в матричной форме в виде
xτaEaxa = Q, (32)где xa = (√a) — матрицы, состоящие из одного столбца, Ea = (ε,∙a 8iaja) — диагональные матрицы (wa-wιa-1)-ro порядка (считая w.1=-l) с диагональными элементами εl∙β.
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гт ■ ∙ ∕≡ fttφ ffll « I Z .\Движения пространства Sπ (i) имеют вид'x0 = U0 х0,

,Xι = T10 x0+ U1 x1,
'x2 — T2q x0 + T,21 x1 + U2 х2, (33)
,xr = Tr0 x0÷7>ι Xχ+ ∙ ∙ ∙ + Tr, r-1 ×r-ι + Ur xrчто мы будем коротко записывать в виде (5), где

/U, 0 0 • • 0 \∕ T10 u1 0 0 IС7=| ∙^2° U2 • 0 I (34)
∖τr0 τrl τr2 • • ∙ C7r /причем здесь Ua — матрицы, связанные условием унитарности

UτaEaUa = Ea (35)и условием I Uo | Į U11 ∙∙∙ | Ur | = 1, представляющим собой условие унитарности матрицы (34).Уравнение квадрики (3) можно записать в виде
xb -А ab xa θ> Λ∙ab Aba∙ 

a bПри движении х = U'x квадрика (36) переходит в квадрику∑ Σ Cxo ÷ 'x^ 7fι + ∙ ∙ ∙ + 'xb-ι Ть, ь- \ + 'χb Ub) Aab × 
a b× (7ταo'xo + Ta^x1 + • • • + Та> α-√Xα-ι+ C7√xa) = 0, откуда видно, что матрицы ,Aab этой квадрики равны

,Aab = Ub Aab Ua + Ть+\,ь Aθtb+ι Cζ,+ • • • + тЛ Aar Ua +

+ uI Aa+lι ь Ta+lt a + Ть+1, b Aa+lt b+1 Ta+lt a + ∙ ∙ ∙ + Trb ^a÷ι,r Ta+lt a + 
+ ∙ ∙ ∙ + Uь Arb Tra + Tb+↑tb Artb+ι Tra+ ∙ ∙ ∙ +T,r⅛ Arr Tra.

(36)

(37)

(38)
∕0Λ ... lr-m0mι ... mТак как эрмитова квадрика пространства Sn (z) в основном случае переводится в себя подгруппой группы движений, так же, как в случае lSn(i), приводимую к виду (10) и зависящую от п вещественных параметров, а вся группа движений l°h ■ ■ lrs"°,"ι ■■■ mr-ι зависит 0τ n(n + 2) вещественных параметров, уравнение эрмитовой квадрики в Sn 1(z)в основном случае обладает п +1 независимыми вещественными инвариантами.
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Для определения этих инвариантов заметим, что в силу (35) и (3) при любом вещественном λ
Аа, а+1 ^α+l, а+1
^■г, а+1

Из равенств (38) и (39) в силу равенства определителя

(39)

комплексному числу единичного модуля следует, что
Aaa ^kEa Aθt aφι • Aar Aaa Aθf flψj 1y4a+l, а ∙^a+l, а+1 ’ ∙'4d+l, г = Aa+1, а j4a+l,a+l ’ '’ ∙ ^a+l,r

'Ara ,^r, а+1 , , • 'Arr Ara y4f, a+l , ‘■ • А„
l9lι ... lr-mtr∏ι ... mr. (į\Поэтому при движениях пространств Sn v' инвариантамиэрмитовой квадрики являются ma-ma~1+l вещественных коэффициентов многочлена

Pβ(λ) =
I Aaa ^KEa Аа> β-∣-ι

А а+1, а Aa+lt a+1
Aar

’ ' ∙^a+l, г

^r,a + l • а, + 04-ι+2 λ÷°4z-ι+, • (42)Общее число неравных между собой коэффициентов многочленов Pa (λ) равно Σ(ma-ma-1) = n+∖. Так как коэффициенты ai можно расположить
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в таком порядке, что каждый из них зависит от таких элементов aij, от которых не зависит предыдущий, найденные нами п + 1 вещественных инвариантов независимы.

§ 4. Кватернионные неевклидовы пространстваРассмотрим эрмитову квадрику (1) в кватернионном унитарном неевклидовом пространстве 1 Sn(i, j) ([5], стр. 622) с абсолютом (2). Уравнения (1) и (2) здесь также можно записать в матричном виде (3) и (4). Движения пространства lSn(i, j) имеют вид (5), где U — матрица, связанная условием унитарности (6), из которого в этом случае следует равенство полуопределителя ЦТ/II матрицы U ([5], стр. 567) единице. Эрмитова квадрика пространства l Sπ (i, j) в основном случае переводится в себя подгруппой группы движений, зависящих от 3 (п + 1) вещественных параметров: эрмитову квадрику в основном случае можно привести движениям к каноническому виду (9), и указанная подгруппа состоит из движений
fxi = uixit (43)где все кватернионы Ui — единичного модуля и каждый из п +1 кватернионов Ui зависит от трех вещественных параметров. Так как кватернионная эрмитово-симметричная матрица А зависит от («+1) ∙(2h+ 1) вещественных параметров ((и+1) вещественных элементов aii = aii и 2и(и+1) вещественных 

п (п +1) -Лпараметров, от которых зависят —— кватернионных элементов aij при ι >jI , а группа движений пространства lSπ(i, j) зависит от (я+1)∙(2л + 3) вещественных параметров, уравнение эрмитовой квадрики этого пространства в основном случае обладает(и+1) (2h+1)-[(h+1) (2n + 3)-3 (w+l)] = w+1 независимыми вещественными параметрами.Для определения этих инвариантов заметим, что в пространстве 
1 S„ (i, j) при любом вещественном λ также имеет место равенство (12), откуда в этом случае вытекает равенство полуопределителейИ ,A - λE И = H ŪT И • И А - ХЕ || ∙ || U || = || А - ХЕ Ц. (44)Полуопределитель ||Л —λE∣∣ представляет собой многочлен 2(и+1)-й степени от X; однако, если мы вычислим его для эрмитовой квадрики (9) с вещественными коэффициентами, мы получим, что этот полуопределитель равен квадрату определителя |Л— ХЕ| и, следовательно, квадрату многочлена (и+1)-й степени от X. В силу инвариантности этого многочлена при движениях этот многочлен является квадратом многочлена (и+1)-й степени от X и для произвольной эрмитовой квадрики, приводимой к виду (9). Поэтому при движениях пространства lSn(i, j) инвариантными являются л+1 вещественных коэффициентов многочлена]/ II л—XS∙II = (— l)--'+1 λ"+1 + ⅛ λ" + ⅛-1 λ"-1+ • • • +α1λ + α0, (45)которые здесь, так же, как в случае многочлена (14), независимы.
4. Литовский математический сборник, VI, 4
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§ 5. Кватернионные квазинеевклидовы пространстваРассмотрим эрмитову квадрику (1) в кватернионном унитарном квази- неевклидовом пространстве l°llS"(i, j) [6] с абсолютным конусом (15) и абсолютной квадрикой (16). Уравнения (15) и (16) здесь также можно записать в матричном виде (17) и (18). Движения пространства l°hS"(i,j) имеют вид (19), где Uo и U1 — матрицы, связанные условиями унитарности (21), из которых в этом случае следует равенство полуопределителей этих матриц единице; движения можно записать и в виде (5), где матрица U имеет вид (20).Эрмитова квадрика пространства lβllS"(i,j) в основном случае переводится в себя подгруппой группы движений, так же как в случае lSn(i, j) приводимую к виду (43) и зависящую от 3 (п +1) вещественных параметров, а вся группа движений /ф/15л (ι, j), как и группа движений lSn(i,f), зависит от (л+1) (2и + 3) вещественных параметров. Поэтому уравнение эрмитовой квадрики в l°l'S"(i, j) в основном случае обладает и+1 независимыми вещественными инвариантами.Для определения этих инвариантов заметим, что в рространстве 
l°llSn(i, j) при любом вещественном λ также имеют место равенства (25) и (26), откуда в этом случае вытекают равенства полуопределителейII 'Λ11-λE1 ∣∣ = ∣Mn-λE1 II (46)и II -Aθo~ λ⅞ ^oι К Λo-λFo 2‰ι

,ir ,λ = ~δt л • (47)II y*oι лп II (I Л01 A11 IIПоэтому при движениях пространства l°llSn(i, j) инвариантами уравнений эрмитовой квадрики являются ти + 2 коэффициентов многочлена(P0λ)= 1/11 Ат~™т° Ап ∣∣ = (-l)"-A.+1αm+1λ'"+> + αmλ-"+ • • ■ +alλ + a0 (48) г К Л oi лп (Iи п-т коэффициентов многочленаP1(λ) = √M11-λE1∣∣ =(—l)"^m^', λ"^m + an λn^m^1+ ∙ ∙ ∙ + am+2 λ + am+1, (49)которые здесь, так же как в случае многочленов (29) и (30), независимы.
§ 6. Кватернионные полунеевклидовы пространстваРассмотрим эрмитову квадрику (1) в кватернионном полунеевклидовом пространстве lah '" !rS™°m' ∙∙∙ m*-ι(ι, j) [6] с абсолютными конусами и квадрикой (31). Уравнения (31) здесь также можно записать в матричном виде (32). Движения пространства /о/* " lr^s^mι ∙, n'r-1(i, j) имеют вид (33), где 

Ua матрицы, связанные условием унитарности (35), из которой в этом случае следует равенство полуопределителей этих матриц единице; движения можно записать и в виде (5), где матрица U имеет вид (34).Эрмитова квадрика пространства z°,1 ∙∙lrs",°n^ ∙∙∙ mr-ι (∕t у) в основном случае переводится в себя подгруппой группы движений, так же как в слу-
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чае lSn(itf) приводимую к виду (43) и зависящую от 3(w+l) вещественных параметров, а вся группа движений /л ” ''S?"1' mr~1(i, j), как и группадвижений lSn(i, j), зависит от (и+1)(2и + 3) вещественных параметров. Поэтому уравнение эрмитовой квадрики ,#/l 'rSnn,°mι ∙ ∙ mr-ι(i,j) в основном случае обладает п +1 независимыми вещественными инвариантами.Для определения этих инвариантов заметим, что в пространстве 
∕0∕l ... ιr-^m0ml ... mr-ιUt j) ПрИ любом вещественном λ также имеют место равенства (39), откуда в этом случае вытекают равенства полуопределителей

! j4flo "λEa Aa, а+1 * Aar Aaa λEa Aat , * Aar∙^a+l, о 'Aa+l,a+l , , Аа+1, г
=

Aa+1, а Аа+1, а+1 , ‘■ ∙ Aa+lt r

,Aτa Аг, а+1 ’ ’ • ,Arr Ara -<4r, а+1 • ∙ Arr

Поэтому при движениях пространства l°l' lrSnn'amι "''∙-ι(z, у) инвариантами уравнений эрмитовой квадрики являются ma-ma.1+l коэффициентов многочлена
Λ(λ) =

4^αmα λ + ∙ ∙ , +ocma-1+2 (51)которые здесь, так же как в случае многочленов (42), независимы.В рассматриваемых нами пространствах можно также определить метрические коварианты эрмитовых квадрик, называемых центрами этих квадрик В пространствах lSπ(i) и lSn(i, j) центрами квадрик в основном случае являются вершины общего автополярного симплекса квадрики (1) и абсолюта (2), определяемые уравнением(Λ-λE)x = 0. (52)В пространствах l°llSn(i) и ,ollS„ (*, j) центрами квадрики в основном случае являются вершины общего автополярного симплекса квадрик (1) и (16), определяемые уравнением(Λ11-λE1)x = 0 (53)и точки, определяемые уравнением
Аоо — λf0 √401 ∖ ∕ χo \ _ 0

A oi A11 ∕ ∖ χι /
(54)
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В пространствах /o/1 " ,rS,7°,"1 m'-'(i) и /о/* ,' l'S!*m, '" ,"r~1 (i, j)центром квадрики в основном случае являются вершины общего автополярно- го симплекса квадрик (1) и Qr, определяемые уравнением
(Arr-XEr) xr = 0, (55)и точки, определяемые уравнениями

В случае одномерных пространств S1 (Z), S1 (Z, j), R1 (i) и R1 (i, j), являющихся частными случаями пространств lSn (Z), lSn(i, j) при п=1, 7 = 0 и пространств l°llS'n(i), '°llS'n(i,j) при ∕ι=l, m = ∕o = ∕1 = 0, соответственно, изометричных сфере евклидова пространства R3, гиперсфере евклидова пространства R5 ([5], стр. 630), евклидовой плоскости R2 и евклйдову пространству Ri ([5], стр. 576), эрмитовы квадрики изображаются окружностями на сфере R3 и на плоскости R2 и 3-мерными сферами на гиперсфере в R5 и в пространстве Ri. В первых двух случаях центры квадрики изображаются двумя диаметрально противположными центрами окружности как 3-мерной сферы, а в двух последних случаях — центром окружности или 3-мерной сферы и бесконечно удаленной точкой плоскости R2 и пространства Ri при их дополнении до конформной плоскости С2 и конформного пространства С4. _В случае унитарного евклидова пространства Rn(i), являющегося частным случаем пространства l°llS"l'(i) при m = lo = l1 = O, центры эрмитовой квадрики были определены А. Р. Амир-Моэзом [7].Черновицкий Государственный" университет, Поступило в редакциюКоломенский Педагогический институт, 20.11.1966Коми Государственный педагогический ин-тут
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HERMITO KVADRIKŲ LYGČIŲ INVARIANTAI 
NEEUKLIDINĖSE IR SEMINEEUKLIDINĖSE UNITARINĖSE ERDVĖSEL. JE20VA-GUSEVA, T. KLIMANOVA, E. JASINSKAJA

(Reziumė)Nustatoma Hermito kvadrikų lygčių invariantai neeuklidinės, kvazineeuklidinės ir semineeuklidinės erdvių judesių grupės atžvilgiu kompleksinių skaičių ir kvaternionų algebrose.Parodoma, kad visų nurodytų tipų л-mačių erdvių Hermito kvadrikų lygčių, nepriklausomų metrinių invariantų skaičius bendru atveju yra lygus n-∣-l.Metriniai invariantai kompleksinėse erdvėse yra koeficientai daugianarių, kurie lygūs determinantams matricų, sudarytų iš Hermito kvadrikų lygčių koeficientų ir erdvių absoliutų, o kvaternionų erdvėse — koeficientai daugianarių lygčių analoginių matricų pusiau- determinantų kvadratinėms šaknims.
METRIC INVARIANTS OF EQUATIONS 

OF HERMITEAN QUADRICS IN UNITARY 
NON-EUCLIDEAN AND SEMI-NON-EUCLIDEAN SPACESL. EZHOVA-GUSEVA, T. KLIMANOVA, E. YASINSKAYA

(Summary)The invariants of equations of Hermitean quadrics under the groups of motions of unitary non-Euclidean, quasi-non-Euclidean and semi-non-Euclidean spaces over the algebras of complex numbers and quaternions are defined. It is shown that the number of independent metric invariants of equations of Hermitean quadrics of n-dimensioπal spaces of all considered types in the general case is equal to ∏+1. The metric invariants in complex spaces are the coefficients of polynomials equal to determinants of matrices formed from coefficients of equations of Hermitean quadrics and Absolutes of spaces, and in quaternion spaces are the coefficients of polynomials equal to square routs from semideterminants of analogous matrices.




