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РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПАВ. В. ШИЛЕРИСРассмотрим следующую краевую задачу для системы уравнений эллиптического типа, имеющую применение в теории упругости:
δu+p'⅛(⅛+w)+z^, ^∙ω+,p(χ∙ J'>∙⅛=f<x' Л 
δ∙v + 9--^- (⅛ + ⅛-)+ff(x> J)∙ω+ψ(x, у) ^- = G(x, у), ∆∆ω+ξ(x, y)∙ω+η(x, y')∙~ + ζ(x, J,)-^ = z(α. у); (1)

ди I 
дх х=0 = 0,

∂1ω I 
дх*  L=o ∣x=a = о, (2)

∂v I
^⅜>=0 

l>=β
= 0,

∂*ω  Iöj*  L=o1>=э = 0,

где p = ⅞ = const и функции

F(x, Л G(x, Л Z(x, у), f(x, у), g(x, у), φ(x, у), ψ(χ∙, у), ξ(x, у), η(x, у), Цх, у)разложимы в прямоугольникеvΓ 0≤x≤a, O≤y≤β
в двойной ряд Фурье.Решение разыскивается в виде тригонометрических рядов:

"(*.  У)= ∑ ∑ Am,-cos sin -ψ-,
m=0 л=1

со

»(х, y)= ∑
т=1

2 ‰∙sin
л=0

------cos ∏πy (3)
<■>(*, У)= ∑ ∑

т=1 л=1

rrτπx . ππy
• sm------sm -√-.a β

Очевидно, что каждое слагаемое каждого ряда удовлетворяет соответствующим краевым условиям (2).
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Заметим, что если функции u0, ⅞, ωo являются решением системы

Обозначим: z-1("- *)  = δ"+'⅛ (∙37 + ⅜)> 
Li(u, v)=bv+p⅜(*L +*L),  ∆3(ω) = ∆∆ω + ξ(x, j>)∙ω, M1(ω) = φ(x, j>) ^-+f(x, y)ω, 

Mι(ω)=g(x, j)∙ω + ψ(x, у) ~, 
Ma(u, v) = rt(x, j<)~ + ζ(x, У)^--

(4>

а функции
uv υv ωz∙, Ü= L 2, 3, ...)являются решением системыLi(mz vj) = -M1(ωj.1),

L2(ujt vj) = -Λf2(ωz-1),L3(ωy)=-M3⅛~1, (5>

то ряды

(6)

ω= ∑ ωj(χ∙ я
1-0являются решением системы (1).Поэтому нам достаточно доказать разрешимость систем (4) и (5) и димость рядов (6).Займемся решением системы (4). Заметим, что она распадается на независимые системы (4а) и (46), имеющие самостоятельное значение в рии упругости:

схо-

две 
тео-∣L1(m, v) = F(x, у)\I L2(m, v) = G(x, у)', 

L3(ω) = Z (х, j).В развернутом виде система (4а) является системой уравнений равновесия плоской статической задачи теории упругости, а уравнение (46) является основным уравнением изгиба пластинки (уравнение Софи Жермен) (см. [2]].
(4а)

(46)



решение системы уравнений 159Займемся решением уравнений (46). Для этого введем операторы: 7V1(ω) = ΔΔω, JV2(ω) = ξ(x, j)∙ω.
Тогда (4а) запишется в следующем виде:M(ω) + ΛΓa(ω) = 0.является решением уравненияΛΓ1(ω)=Z(x, ЛОтсюда заметим, что если ω0θ (7)(/=1, 2, 3, ...)ω0l∙является решением уравненияМ (ωo1∙) = - (ωol∙.1), (8)
то ряд ω0= 2 ω√x' Я

1=0является решением уравнения (46).Поэтому нам достаточно доказать разрешимость уравнений (7) сходимость ряда (9).Решение уравнения (7) при краевых условиях:ω(0, j) = ω(a, у) = 0,ω(x, 0) = ω(x, β) = 0,_±| =о —I =o
дх‘ L-о υ' ⅛>≈ Ь-0

∣x=a l-P=β

(9)
и (8) и

(10)
имеет следующий вид:соω"o = Σzn=l Стл mπx . nπy 

—г-?—;—v9 та Sin — sm —z— , 
"∙[{÷)÷(÷)T ■ f

а

где

С = — ^mπ αβ f f Z(x, y)∙sin ^~sin ^~dx∙dy. 

о оРяд для ω0θ(x, у) будет абсолютно сходящимся. Сходятся также ряды для ∂t ω0 ∂z ω0~dχi0 , ∂j,20 (см. [1]). Займемся решением уравнения (8) при краевых условиях (10). Аналогично, решением уравнения (8) будет ряд∞ ∞ λ√O . mπx . nπy_ _ C∑' sin ------- Sin —q^^^^тп а, μ
ω°,≈^W<ΓΓ'

где

сй= ⅛ ∫ ∫(-ξ⅛ J')ωoi-1]si∏ sin -!≡L dxdy,

О оНетрудно показать абсолютную сходимость ряда (9) при условии
p = sup max ∣ ξ ∣ α2 β2 <1.



160 В. В. Ш ИЛЕ Р ИСОтсюда следует, что он является решением уравнения (46) при краевых условиях (10). Из оценок коэффициентов CSh следует, что ряд (9) мажорируется абсолютно сходящимся рядом
где Ао — константа.Этот ряд, как следует из [1], будет абсолютно сходящимся. Займемся решением системы (4а) при краевых условиях (2). Решение системы (4а) в виде тригонометрических рядов (3) получим разложив функции F(x, у), 
G(x, у) в соответствующие ряды. Сравнивая соответствующие коэффициенты получаем:

^тп —
Ьтп

<'÷'>("),÷(τ),

&тп

b∏tn

1 Z1 . ∖ ∕ "lπ ∖2 . ∕ ∕∏τ ∖2 mπ nπ1<1+'P)∙(-)+(τ) ~'T,i ~~p МтШ
где a0n, bm0, bmn, amn, коэффициенты разложения F(x, y), G(x, у). получаем следующие оценки для коэффициентов:«ß||am„l [m∙ -∣- + (l+p)n∙ j]+∣4m,∣p∙m∙n I 1 Л™ I ≤ f Ö £-= - >π,(l+P) Imt -α- + *̂β- j

“ß 11 bmn I Γm∙ -∣- (l+p)+n∙ -ξ-l+l<⅛M∣p∙m∙n I l‰l≤------ l---------t-------------------- L.

Отсюда
(*)■

π*(l+p)  [m∙ 4+*̂7]Исходя из оценок (*),  получим оценки для решения системы (4а): .соI „ I ß’ V lg0nl I nπy I I
л=!m m I mπx ttπy I____«ß__ V V I i""cos ^-≡-sιn ^^β"^ Iπ>(l+f,) 21 Z, Г. ß «]’—• —ι lm* τ+,p β^J (Па)-



РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 16Г
где

и
mπx nπy

Dmn sm ——■ cos —ß—l I αa v I bm0 I I ■ ","x I . αβ V Vl"0'^^S5^Σ m≈ Tln α l + π>(l+∕>) Σ Σ ^ Γ , ∕ β ∖ . Į я ∖ У m-1 m=in=ι к (τr" (β∙)J
Dmn= I ∣⅛,n,l∙[m2 (-∣-) (l+p) + n2 (y)] + ∣αmn∣p∙m∙n ∣.

Таким образом получаем оценки решения системы (4). Отметим, шение w0, z>0, ω0 является первым приближением (т. е. соответствует членам рядов (6)).Переходим к решению системы (5). Она тоже распадается системы

, (116)где
что репервым
на две

(5а)(56)
( L1(wy, vj)= -Λf1(ωy-1), IL2(w∕, ^)= -M2(ωj.1), ^3(ωz∙)=-Λf3(wy-ι, *>∕-ι)∙Займемся решением уравнения (56). Считая функции uj.1, vj~1 известными, получаем уравнение аналогичное (46), которое будет отличаться от него лишь правой частью.То же самое можем сказать и про систему (5а), которая будет аналогична системе (4а).Следовательно, задача определения всех последующих приближений сводится к многократному решению системы уравнений типа (4а), (46).Повторяя j раз указанную выше методику решения получаем оценки для y-того приближения:I A f α3β3 V V, ∖7 (l-cosmπ)(l-cosΛπ)(mΛ)>-1¾π 1 . mπx . mzy

'-'"λ∙ (⅛)Γ'1.-.1'∙∙ ■ ""τ1, 2, 3, ...), г 1 I ткх nπyН„„ ■ (m∏y~1 ■ K>m-' ∙ I Sin — ∙ sin(7=0, (12)

(7=1,
∣".-.^∙⅛[√i⅛>r ∑ ∑

nπy I βa - - .
sin -у- ∣ + -~max ∣φ∣ ∙Λ0Д (l-cosΛπ)≡^-≡⅛, . nπyFf≡ ' (Ism T (1-P)' J (13)
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Нтп Fmn (m∏)j Kjmn 1“ ■ ~j≡+v x
(I~PV[O÷-(f)II mπx . nπy I βa ∣ ∣ n Г αa β3 1>~1×∣cos-sιn-1-∣ + -er.max∣φ∣B0IvπH-s-] х

Л=1

nπysm-y-
zn = l п=1

∞ ( 00(1 — coswπ)m>^4 j
∕n=l I ∕ = ι

(l-∞sZπ)4>-∙⅛, (14)
×

× sin mπx nπy I . α2 t i i n Г <χ3β3— cos — ∣+τs-∙max∣Ψ∣50L^wJ ×
00 sin (7=1, 2, з,α ' w

где введены следующие обозначения:a 4α2β2max∣Z∣ d α8 ∙ β3 max { max ∣ η ∣ ; max ∣ ζ ∣}
A°- π∙ ’ jtf°~ π5(l+p)‰ = [7 ⅛+j ‰], 

Fmπ=∣[max∣∕∣~+max∣φ∣] [m2 (4) + (1+∕>)"2 (f)] ⅛ + 
+ [max∣ψ∣ + y max∣g∣ } ,

Gmn = ∣[rnax∣ψ∣ +j maxlg∣] [w2 (-∣-) (1 +p) + w2 (y)] j + 
+ [£ max ∣∕1+ max I φ Į ∣ ,

Kmn = [ max I t) Į Fm∏ 4^ max Į ζ ∣ -β^ G>jlnJ.
Полученные ряды (11), (12), (13) и (14) являются членами соответствующих функциональных рядов (6).



РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 163Просуммировавфункций: соответствующие ряды, получим оценки для искомых 
∣W∣≤∣U0∣+ ∑ Im2√-1I+ ∑ ∣⅝∙∣.

j=1 7 = 1

M≤l⅞l + X l⅝∙-ιl+ ∑ ⅛l,

7=1 7 = 1I ω I ≤ I ω0 I + 2 I ω2√ I + 2 I ω2∕*∙ 11» 
7=0 y--ιкоторые будут сходиться, если выполнено условие

p = sup
Тогда получаем

ОС-+ max∣φ∣ £л- 1

00+ ~⅛τ max∣ψ∣ ∑
m= 1

_______________ α3∙β3∙m∙n⅛_______________π<(l+ri(l-p) [m≡ (v)+"*  (f)]

Л1=1 л=1

»-уSin ^β^ ∕72

<1.
тих sin------ sm

α

nπy

"Г

mπx nπy
'Fmn∙mn j cos —į— sin —β~ ∣

Γ ∕~ ft ∖ ∕ ~ ∖ T4 f"

nπyß.

ao ao mπx ,lπyRmnGmnrnn I sin cos -у-
Ž, ⅛ 0^^0→Γ[^(⅜^)Z.≈ (∣J]r+

mπx
I sin ■ a“

∕n2
⅛(1 - cos ∕π)

где
B∖> Hmn

тп

Полученные результаты можем сформулировать в виде следующих теорем. 
Теорема 1. Краевая задача для уравнения эллиптического типа

∆∆ω + ξ(x, y)∙ω = Z(x, j), 
с краевыми условиями

ω(0, j) = ω(a, y) = ω(x, 0) = ω(x, β) = 0, 

∂2 ω I _ ∂2 ω I _ g
дх2 X=O ∂y2 L = 0 ’

∣x=<x |> = 0
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на контуре прямоугольной области имеет решение, если площадь упомяну
той области ограничена следующим выражением:

α ∙ β < inf V max I ξ I
Теорема 2. Краевая задача для системы уравнений эллиптического 

δ"+^∙⅛(⅛Γ+⅜)+∕(x- ∙>,)∙ω+φ(*∙  A⅛=Λ*,  а
(⅛ + ⅞)+^x, ^∙ω+Ψ<x' ^∙¼=c<x∙ А∆∆ω + ξ(x, J)∙ω + η(x, j)∙⅛ + ζ(x. y).⅛=Z(x, у).

с краевыми условиями на контуре прямоугольной областиz> (О, y) = z>(α, j) = 0, ω(0, j) = ω(a, j) = 0, 
u(x, 0) = u(x, β) = 0, ω(x, 0) = ω(x, β) = 0,∂2 ω Į _ ∂2 ω I __  ди Į _ ∂v J _ g

∂x2 x=o ∂y2 L=0 дх x=o ду Ь=о ’ ∣x=a ∣>>=β Jx=a lj=β
имеет решение в том случае, если площадь области ограничена величиной

где
a∙β≤min(a1β1∙, a2β2),

«1 βι < inf -[-(÷M⅜)]∣∕ max I ξ Įa2∙β2<inf I π2 [m2 (-∣-) + λ2 (у)]’ ]∕ ____________ (l+p)(l-p)
mn [max ∣ η ∣ Fmn + rnax ∣ ζ ∣ Gmn }.fm∏={ 77 (4) [max∣∕∣π + max∣φ∣] [m2 (-7) ++ (1 +p)n2 (-∣-) J+pn2m[max∣ψ∣ + πmax∣g∣] ∣, 

Gmn = { mn (y) [max∣ψ∣ + πmax∣g∣] [m2 (-£-) (l+p) ++ λ2 (j) ] + [πmax∣∕∣ + max∣ φ∣]pm2n2 ∣.
Примененный метод решения указан доц. Стрелицем Ш. П., за что автор статьи его благодарит.Вильнюсский Государственный университет им. В. Капсукаса Поступило в редакцию27.IX.1966
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ELIPSINIO TIPO LYGČIŲ SISTEMOS SPRENDIMASV. ŠILERIS
(Reziumė)Siame darbe nagrinėjamas (1) — (2) elipsinio tipo lygčių sistemos sprendinių egzistencijos klausimas.
DIE LÖSUNG EINER ELLIPTISCHEN GLEICHUNGSYSTEMV. SCHILERIS
(Zusammenfassung)In der vorliegenden! Arbeit untersuchen wir die Existenz von Lösungen das elliptischen Gleichungssystems (1) — (2).

11. 1.




