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О ГЕОМЕТРИИ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

В. И. БЛИЗНИКАСМетодом Г. Ф. Лаптева [2] исследуются некоторые вопросы геометрии систем дифференциальных уравнений следующего вида:-⅛+¾(^"γ.g)=0 0)
(i, j, k = 1, 2, ..л; α, β, γ = 1, 2, ..., т, т<п).Найдены дифференциально-геометрические связности, усеченные аффинные и усеченные тензорные связности, а также и аффинные связности общего вида. Для частного класса систем дифференциальных уравнений, т. е. таких си­стем, которые определяют пространства m-протяжений, указаны простран­ства проективной связности, инвариантным образом присоединенные к рас­сматриваемым системам дифференциальных уравнений.

§ 1. Пространство ти-мерных поверхностных элементов1. Структурные уравнения. Пусть Vn и Vm - дифференцируемые много­образия, структурные уравнения которых (а так же и присоединенных мно­гообразий [3]: У(„1), ..., Р(р) и K<P, Pg∖ ..., Vpm имеют вид
Z)ω, = [ω*,  ωjt],

d⅛ ∑ ,T(f⅛K. ...⅛ ωJ,+t ...√ + lω*'  ωi ...√l <2>»=1 Dθ*=[ΘS,  Θg,
2j%∙∙∙βa = ∑ j!(α-j)! [θ(βχ...β, θ(⅛+1...βfl)J + tθγ' ⅜ ... βaγ}'

5=1 SДифференциальные группы GLp(n, R) и GLp(m, R) (порядка р) опре­деляются инвариантными формами
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(4)
которые имеют следующую структуру:

D i50. — 0o Σ si (α-s)! ∣¾.... 0,> b⅛+1... 0β)γl,5=1 (5)
Очевидно, что прямое произведение GLp (n, R) × GD, (m, R) дифференциаль­ных групп GLp(n, R) и GLP(m, R) определяется инвариантными формами 
b]ι . и Ъ® β . Если прямое произведение GL(n, R)×J^GL(mt ^(/-ин­волютивное преобразование группы GL(m, R)} аффинных групп GL(n, R) и 
GL(m, R) с инвариантными формами bj и bβ представлено в векторном про­странстве Тп® Т*,  где Т„ — касательное пространство дифференцируемого многообразия V„, а Т*  — дуальное пространство касательного пространства 
Tm κ Vm (в произвольно фиксированной точке), то дифференциальные формы инфинитезимального смещения репера этого пространства имеют видbg=δg⅛-δ}bg (6)
и удовлетворяют структурным уравнениям

(7)Расслоенное пространство Е(В, F, G, p Z), где B= Vn× Vm, F=Tn(⅜T*,  
G = GL(n, R)×j[GL(m, Λ)), р: E→B, Z — семейство гомеоморфизмов, на­зывается пространством /и-мерных поверхностных элементов K^m. Простран­ство ∕⅛'ζ, является частным случаем пространства опорных элементов и опорным объектом в этом случае является тенрзор pį. Локальные координа­ты (xi, uat pla) пространства j⅛υw можно рассматривать как первые интегра­лы вполне интегрируемой системыωf = 0, Θα = 0, ⅛,β+∕⅛ωi-√βΘ2 = 0,ибо формы Θi=⅛⅛+jp⅛-∕⅛ΘS имеют следующую структуру:DΘi = [Θ*  c⅛]-[Θ⅛, Θg] + [ω*,  ΘJλ] + [ΘP, Θ'β],

(8)
(9)где

θJt*  =∕⅛ωΛb θaβ= -Pγθaβ∙ (10)Уравнения (21), (31) и (9) называются структурными уравнениями простран­ства K^m. Вертикальная дифференциальная группа пространства изо­морфна группе GL (п, R)×J ^GL(m, R)j.



О геометрии систем дифференциальных уравнений 251Дифференцируемое многообразие Vm иногда называется параметрическим многообразием пространства /и-мерных поверхностных элементов Xj⅛. Если 
Vm является ти-мерным аффинным пространством, [то формы ω' и 0į обра­зуют вполне интегрируемую систему и в этом случае получается простран­ство переменных (xi, p,a), которое называется аффинным пространством ти-мерных плоских элементов. Аналогичным образом можно определить и проективное пространство ти-мерных плоских элементов. Если Vm является пространством представления группы Ли G с левоинварнантными формами φβ(α=l, 2, ..., г): Z>φ- = jQc[φ4, φc], (11)т. е. локальные координаты uα пространства Vm являются первыми интегра­лами вполне интегрируемой системыdwα+C∕^(w)φα = 0, (12)то получим G — однородное пространство ти-мерных поверхностных элемен­тов. В том случае, когда (12) определяют линейное представление группы 

G, получается G — однородное [пространство ти-мерных плоских элементов, которые называется обобщенным пространством ти-мерных плоских элементов»2. UuφφepeHuμaΛbHθ-2eoMempu4ecκue связности пространства Λjιυm. Пфаффовые формы Θi = Θi + Λ‰ω* + XβΘP (13)определяют дифференциально-геометрическую связность пространства Äjji, тогда и только тогда, когда на J⅛⅛ заданы следующие поля дифференци­ально-геометрических объектов:V Niak - Θj* = + Niakh<J + ΛΓ⅛05, (14)V M⅛ - 0⅛ = Λ∕⅛γ0* + M⅛ω⅛ + JW⅛0j. (15)Эти объекты будем называть объектами дифференциально-геометрической связности пространства K^m.Рассмотрим касательное пространство пространства К$т. Так как урав­нения движения подвижного репера {ei, ea, ef} пространства Ta+m+πm для 
(xt0, ⅛, ⅛≡¾1!∏ имеют вид

de,≈tfelt+⅛⅛Jeα = ⅛i⅛ + b⅛4,<∕⅛ = bM-⅛⅛ (16)где b), b§, b⅛ и b‰ — инвариантные формы первой полной дифференциаль- ной группы пространства ¾li,, то пространство Тл+ст+яш имеет инвариантное подпространство Tnm, которое называется вертикальным касательным про­странством слоя пространства K[x}m. Уравнения движения подвижного репера 



252 В. И. Близникас{e', eα, efa} дуального касательного пространства T* +m+mn имеют вид 
dei= -blkek,

* Формы и bį, определены равенствамиbL≡⅛- ⅛β≡⅛ (n∞dω∖ Θη ©J).

dea = -b⅞e^,

deia= — bi⅛ + b2⅛-bi*e fc-biβe0, (17)откуда и следует, что T* +m+πm имеет инвариантные подпространства T*,  Г*  и Т*  + Т*.  Пространство T* +m+nm называется оснащенным или нормализо­ванным, если задано подпространство H* m, инвариантное относительно пре­образований первой полной дифференциальной группы пространства K<∖∖n, и такое, что Т*  — T*-i-T*-4-W*λ n+m+nm j∙ п ∙ λ m'∙l∙l nmtff‰∩(ΓJ+r*)=0.Если подпространство определено линейно независимыми векторами⅛=⅛ + 9ζilie* + 9^ljeβ, (18)то условия инвариантности имеют видJE*t = Ψ⅛Eg, (19)где пфаффовые формы vF⅛ удовлетворяют уравнениям структуры (они являю­тся условиями вполной интегрируемости системы (19)):pψ⅛=[ψfc Ψ!⅛ (20)Дифференцируя уравнения (18), в силу (17), мы получим<ZEi=-b!⅛E⅛ + (v9r!tjfc-bLfc)efc + (vc^'0 + bip)eβ.Отсюда следует, что пространство H* m является инвариантным тогда и толь­ко тогда, когда ⅜=-b½ (21)
V¾-⅛λ = 0, Vc^⅛-b⅛ = 0. (22)Таким образом, если на j⅛,ζ заданы поля дифференциально-геометрических объектов (14) и (15), то (в силу того, что левые части уравнений (14), и (15) и (22) одинаковые, можно положить cKtak = Niak и QZfįp = Miβ) на tf<⅛ задано поле инвариантных подпространств H* m пространства T* +m+wπ. Про­странству H* m соответствуют инвариантные подпространства Нп и Hm, опре­деленные векторами

El=et-N* l^, 
E*=e,-M⅛⅛.

(23)(24)



О геометрии систем дифференциальных уравнений 2533. Усеченные аффинные связности. Усеченную аффинную связность про­странства K^m можно определить при помощи формωJ=ωJ + Γ⅛ωt,Θg=Θg + ΓgγΘγ, где Γj∣l и Γgτ — объекты аффинных связностей, т. е.V Γ∕t - ω⅛ = Γ{,iω'+ I‰tΘ∣>+ Γy⅞kθ*,  V Γgτ - Θgτ = Γ‰γω*  + Γ⅛τΘ° + Γg⅛Θ*.Частичное продолжение уравнений (14) и (15) дает

(25)
(26)
(27)VΛft⅛-8⅛≡0, VM⅛+⅝Θ⅛≡0. (modω', Θ∙, Θi)

Из структуры этих дифференциальных уравнений следует, что из компонент дифференциально-геометрических объектов Nltg∣, и Miaβc можно построить объекты аффинных связностей ∏4 и Γgγ, т. е.ΓU-⅛JVS‰ (28) 
(29)Таким образом, дифференциально-геометрическая связность всегда индуциру­ет усеченную аффинную связность.

4. Усеченные тензорные связности. Усеченную линейную тензорную связность в пространстве можно определить при помощи формΘ‰ = Θ‰ + Γ‰ω*+Γ‰Θ∖  (30)где величины Γ‰ и Γ‰ образуют дифференциально-геометрический объект следующей структуры: — δ⅛⅛i≡0,+⅜θζγ≡o. (mod“' (31)Сравнивая уравнения (27) и (31) получаем, что дифференциально-геометри­ческая связность индуцирует усеченную тензорную связность пространства jr(D
Л л, т’5. Общие связности. Если рассмотрим аффинную связность простран­ства K^}m, определенную формамиω ij = ω J + Г jkωk + Cy'αΘα, (32)Θg = Θg + ΓgγΘγ + Cξkωk, (33)то она будет определена тогда и только тогда, когда на K^m заданы объ­екты аффинных связностей (26) и тензоры Cja и Cįkt т. е.yCjβ≡0, V<¾≡0 (modω', Θα ΘJe). (34)



254 В. И. БлизникасАффинная связность видаωJ=ωy'+σJ*ω* + LjαΘ^+9ty¾Θ⅞, (35)Θg = Θ5 + Gg√9τ+L‰ω'1 + 9lg(Θ* (36)определяется при помощи дифференциально-геометрических объектов следую­щей структуры: vσ⅛-3t⅛Θ**-ω∕*≡0, vG∣r-9¾!Θ*r-θSy≡0, V⅛-9tβΘ*α≡O, (modω', Θ∙, ©į) (37)V⅛-9lg(Θ* t≡0,V9lβ≡0, v51g≡0.Объекты кривизны всех упомянутых связностей можно найти таким же образом как и для соответствующих связностей пространства опорных эле­ментов [1].
§ 2. Геометрия системы дифференциальных уравнений 
второго порядка с частными производными

1. Фундаментальный объект. Систему дифференциальных уравнений (1) можно рассматривать как конечные уравнения поверхности пространства K^m, локальные координаты (xi, ua, pia, pia^) которого преобразуются следующим образом:
xl' = xi'(x,)f ua, = ua'(ua)t

г _ ∂xi' ∂ua i 
p<t'~∂x, ∂if'p<"

r _ ∂x*'  ∂ua ди® I дх1’ _ ∂iua i 
Pα,β' — ∂χl įįrfš uφp<Φ + ∂xi ∂ua'∂lβ, Ра +

∂2xl' ∂uλ ди® i 7∙ 
∂x,∂χJ ∂uP∙, ди®‘РаР 0*Система функций H⅛ определена на пространстве K^}m. Таким образом, если в пространстве K^m задана поверхность (1), то она индуцирует в npö- странстве К$т дифференциально-геометрический объект следующей структу­ры (и на оборот):

r-i, _ ∂xi' ∂ua ди® fj,i _ ∂xl' ∂*u 9 i _
ди*'  ди®'И*®~  ∂χi du*'du®' Pa~

∂2Xi' ∂uλ ди® į i 
∂xl∂x> ∂ul' ди®’РаР®' (39)Закон преобразования компонент этого объекта обратим и обладает свойст­вом транзитивности.Геометрия системы дифференциальных уравнений (1) (имеется в виду ■геометрия поверхности п + m + nm — измерений п + m + nm+п ⅛L±J2 _ мер. 



О геометрии систем дифференциальных уравнений 255ного пространства K%>m) эквивалентна геометрии пространства K^m с задан­ным дифференциально-геометрическим объектом Hia^, который будет играть роль фундаментального объекта этого пространства. Геометрией пространства 
K[∖ym с фундаментальным объектом Hia^ называется совокупность инвариантов и инвариантных операций, построенных при помощи объекта Hia^ и инвари­антных относительно нормальных расслоенных псевдогрупп G⅛,y и G⅛p (они определяются инвариантными формами ω,, Θα, ωj1...7a, Θg1...βj а = = 1, 2, ..., р).Для того, чтобы применить метод Г. Ф. Лаптева к исследованию про­странства Kin∖∖n с фундаментальным объектом H⅛ нужно заменить конечные законы преобразования компонент фундаментального объекта H⅛ дифферен­циальными уравнениями.. Оказывается, что система дифференциальных урав­нений объекта Hia^t определенного на X‰ имеет видV¾-Ψ'β = tfipγΘ^ + ^⅛ω'' + ff⅛Θ*,  (39)где ¾ = ω⅛ΖPβ-XΘ⅛ (40)2. Внутренние связности. Частичное продолжение системы (39) дает

где

V H⅛k - <jkh (p^e8i +p¾) + δ,kΘ⅞ == ^⅛Θ" + ff⅛a*+ff⅛,Θj, (41)V - <⅛ (δ¾ + S≡δ⅛) = H⅛ζjmQ° ++я;дай«'+яда®; (42)V я®=+H⅛%lω'+HiaβfflWf, (43)
(44)и т. д. Объекты связностей пространства Kiπ∖>m с фундаментальным объектом 7∕jrβ будем называть внутренними объектами связностей, если их компоненты являются функциями компонент продолженного фундаментального объекта

Так как в систему дифференциальных уравнений поля объекта аффин­ной ' связности ΓJa входят формы ωjk, то из структуры уравнений (42) сле-дует, что внутренний следующей формулой: объект аффинной связности Γz∙a можно определить
r-=mJ+l)^⅛ (45)Из соотношений (44) следует, что эта связность является связностю без кручения. Заметим, что (Γi = Γ‰)][V Γi - ω‰ ≡ 0 (mod ω,, Θa, Θjl). (46). Так как в систему дифференциальных уравнений (41) входят формы ωjk и Θβ≡, то для построения внутреннего объекта аффинной связности Γ‰, не­обходимо исключить формы o⅛. Свертывая по индексам i и к уравнения



256 В. И. Близникас(41), мы получимV¾-2<4u⅛α8J)+nθb≡0(modω', ©«, ©į). (47)Величины 2Γt∕>faδJ) являются решениями системыV(2Γ*p⅛)-2ωUk%≡0(modω',  ©«, ©į). (48)Составляя разность уравнений (48) и (47), мы получимV(2M.δJ)-ff⅛-nΘ⅛≡0(modω', ©«, ©į).Отсюда и следует, что величины7(2Г^Л>-Я* й)образуют внутренний объект аффинной связности, т.е. можно положитьI¾≈-i-(2Γt∕⅛¾-tf⅜). (49)Таким образом, мы построили внутренние усеченные аффинные связно­сти пространства K^m с фундаментальным объектом Hla^. Так как величины образуют тензор, то из его компонент можно образовать тензоры типа (32), т.е. можно положить
C}a=Hla^jpkpkt Cξk=Hka^p  ̂ (49')Следовательно, внутреннюю аффинную связность вида (30) и (31) можно по­строить при помощи формул (45), (49) и (49х).Из уравнений (221) и (41) следует что объект Niak можно построить из компонент объекта Hiagk (исключая из уравнений (39) формы Θ⅛). Суммируя уравнения (41) по индексам γ и β, мы получим

'4Hiaβk-(m + l)ω⅛J÷δjtΘ‰≡0(mod ωf, Θa, Θjt).Так как (Γa = Γ‰) V(⅜ΓJ-δiΘ‰≡0(modωf, Θβ, 0į),то, в силу последних двух систем уравнений, мы можем положить, чтоtf*fc = ^(tfi⅛ + δiΓβ). (50)Сравнивая системы дифференциальных уравнений (37) и (22), мы видим, что эти системы отличаются друг от друга слагаемым вида ωikflpkpβ.Очевидно, что V(ΓUp⅛S)-ω⅛‰⅛≡0(modωi, ©«, ©į), (51)и составляя разность уравнений (51) и (39), мы получимV(Γ⅛⅛0-^⅛-ΘU≡O(mcdω', Θβ, Θjt),т.е. можно положить Λ∕⅛=IWJ4-∙ffU∙ (52)Таким образом, мы построили внутренним образом объекты дифференциаль­но-геометрической связности пространства с фундаментальным объек­том H⅛.



О геометрии систем дифференциальных уравнений 257Заметим, что из объектов (37), определяющих общую аффинную связ­ность (35) и (36), и объектов, определяющих дифференциально-геометриче­скую связность, можно построить объекты аффинных связностей, которые имеют вид
Γljk~G}ll-ff⅛3l%,f‰=(⅞γ-M* γ9lg (53)и тензоры
C⅛x=⅛-Λf⅛19½<¾=⅛-ΛΓ%3⅛ (54)Отсюда следует, что имея объекты аффинных связностей Γ⅛ и Γgγ и тензо­ры CJα, Cgfc, 91J® и 9⅛ всегда можно построить объекты, определяющие общую аффинную связность, заданную формами (35) и (36). Для того, чтобы построить эту связность внутренним образом, нужно иметь тензоры 91$ и (также построенные внутренним образом). Если тензоры

cu = C%iC⅛ и Caβ = CjaC{∙β невырожденные, то при помощи тензоров и caβ, определенных равен­ствами c¾y = 8j, ca^γβ = δg,и тензора 7f⅛⅞τ∕ всегда можно построить тензоры 9l⅛ и 9lg[, т. е. можно, например, положить Ж=^г;Авед, (55)где V Г,- - ω‰ ≡ Γ∫jfcσΘ*  (mod ωi, Θp).Аналогичным образом можно построить и тензор 91$ (пользуясь объектом Γa). Внутреннюю усеченную тензорную связность можно получить или ча­стичным продолжением объектов (51) и (52) (это было доказано в п. 3 §1) или построить из объектов аффинных связностей (45) и (49), т. е. можно положить r‰=δg∏*,  γSt=-⅜γsy,Заметим, что при помощи общих аффинных связностей можно построить и общую тензорную связность.
§ 3. Пространство т-протяженийЕсли система дифференциальных уравнений (1) не зависит явным обра­зом от а® и инвариантна относительно невырожденных линейных преобразо­ваний

й® = agup + а®,



258 В. И. Близникасто (см. [4])
(х. Р) = ⅛⅛H‰ (х, р), (57)где

Pa = a⅛⅛∙ (58)В этом случае дифференцируемое многообразие Vm является аффинным про­странством, т. е. структурные уравнения (3) принимают вид (формы Θβl ... βa = О, при а > 2): | PΘα = [Θ0, Θg, Z>Θg = [ΘJ, 0?]. (59)Условия инвариантности системы (39) относительно невырожденных линей­ных преобразований имеют вид (и соотношение (56) относится к этим ус­ловиям)
H⅛k(x, p) = a⅛⅛Hit,k(x, р), 

p}=*a^m(x,  р),

H⅛Pk' = 2H'lv⅛⅛, (60)где aį — параметры обратного преобразования.Пространство (Vm — аффинное пространство) с фундаментальнымобъектом Hi0β, который удовлетворяет условиям (57) и (60), называется про­странством ш-протяжений (ти-spreads). В этом случае в систему дифферен­циальных уравнений (39) не входят формы Θβγ, т. е. можно построить объ­екты Γ∕fc, Nija, а объекты Γgγ и M⅛γ отсутствуют (в силу того, что компоненты фундаментального объекта не зависят от переменных uα). Если -H⅛γ≠θ∣ то соответствующее пространство K[∖}n с фундаментальным объ­ектом H*#  будем называть обобщенным пространством m-протяжений, если кроме условий (57) и (60) выполняются еще и условия∙ff⅛γ(x, й, F)=a⅛⅛⅛Hl<κAx∙ и, р). (61)В этом случае объекты Γβγ и Λ∕βγ являются тензорами.
1. Параметры Томаса. Если Tįr — тензор, то величины

H^ = Hî +piσT^ (62)образуют такой же объект, как и Hiaβ. Преобразования (62) называются проективными преобразованиями объекта Hia^ если тензор 7¾ обладает тем свойством, что объект ∕fjtβ удовлетворяет условиям, аналогичным (57) и (60). Эти условия для тензора TJβ имеют видT‰(x, J) = ⅛⅛Sp(x, jp), (63)которые иногда называются обобщенными условиями однородности в смысле Дугласа [4].Если V∏τ=7‰ω*  + T^Θ*,  (64)то частичное продолжение этой системы даетVΓ^ = Tg⅛ω'+Γ^⅞Θp4.V 7,By5⅛ = 7¾⅞ω' + Т§да0'.



О геометрии систем дифференциальных уравнений 259Дифференцируя соотношения (58), мы получимΘi = ⅛Θ⅛+∕⅛v⅛ (65)где формы Θ'α образованы из pia таким же образом, как и формы 0į из р1Л. Найдем условия инвариантности системы (64) относительно преобразо­ваний (58). Так как VTβγ(X, P) = Tfrfk(X, p)(Λk +Tβγ*Θa,то, в силу соотношений (65) и тождеств⅜(v⅛)2⅛+v⅜=o,VTgγ(x, p) = (V<⅛)<⅛⅛Πp(x, р) ++ <⅛(V<⅛)⅛λ(*.  P) + ⅛⅛(V⅛7⅛(*.  />) ++ a⅛⅛¾V7⅛(x, р), мы получим {T⅛(x, p)-<⅛⅛T×o4(x, p)}ω*  + {T^(x, p)⅛~ -<⅛a⅛TpλJ(x, p)}Θ⅞ + {∏γJ(x, p)pk- 
-T⅛(x, p)⅛at⅝ + T⅛(X' ∕>)o⅛⅛- -Tp∖(x, ∕>V⅛}V<⅛ = θ∙Отсюда, в силу линейной независимости форм ωk, 0į и yaj, получаем усло­вия инвариантности системы (64)7‰(x. p) = <⅛⅛7‰(x, р),

Tfä(x, p) = ⅛⅛⅛⅛T^i(x, p),

Tfä(x, P)ptτ = Tiτf(x, p ⅛3g4T×τ(x, p)<⅛⅛--7,pε^ P)<⅛4⅛ (66)Если ag = δj, то ∏γ∏x, p) = Tβγ°(x, pyι и последние соотношения принимают вид
T⅛akpkτ = T<⅛⅛ + ∏τδ!J - ПЛ?. (67)Отсюда получаем, что

Tfäl p∖=τ*⅛⅛ ÷ τw° - тда - (67')Частичное продолжение соотношений (62), в силу линейной независи­мости форм ωl и 0į, дает
⅛⅛ = H⅛fh + KT⅛* h + δiτ¾ +p,aT^h. (68)



260 В. И. БлизникасИз формулы (45) следует, что объекты аффинных связностей Γ⅛ и Γyjfc∙ присоединенные к объектам Hia^ и Hla^, связаны соотношениямиГ 1a=∏a +^τη(δir≡⅛+δjk¾ +ptaτ^). (69)
Найдем объект, построенный из компонент продолженного объекта 77⅛, но инвариантный относительно преобразований (62). Из (67') следует, чтоW.=θи свертывая равенства (69) по индексам i и А, мы получим
Частичное продолжение соотношений (69) даетгй= TO+s⅛∏j { Slkτ^+slhτ^+ +pi7∙⅛⅛γ + δ,'∏⅛}.Свертывая эти равенства по индексам i и I получимгй=Гй+{τsffi+п® +

+nT->^+p'aT^}.Частично продолжая (67) мы заметим, что
P,<,τ⅛ffil= -mT%β,и соотношения (71) принимают вид¾ “ r⅛+⅛Γ) {+r +

+ ("-m)7,J⅛}.Наконец, частично продолжая соотношения (70), мы будем иметь⅛=Γa+⅛)TSfc (73)где V Г*  - ⅛ ≡ ΓiIΘ*  (mod ω*)и величины Γ⅛I определены аналогичным образом, как и Г$. Из (70), (72) и (73) следует, что г«й = т^+1)(Г4_Гд
T⅛ = ^⅛tl){(Γi4∙)-Γ⅛)-- τr∏- та- та- sir та- та}



О геометрии систем дифференциальных уравнений 261и подставляя эти выражения в (69), мы получимf⅛ = П*  + jγ∏- { ⅜ (Г*  - Γ*)+⅜  (Tt - Γt)}+
+ ~Plr {(⅛ - U® - ⅛- (ГЙ - Г® -

- JΓ∏-<τ,a-IW}или ⅛ - i∏τ(⅜f4+⅜r4)-⅛ (ГЙ- 
-⅛⅛-7÷Γ⅛)=∏a-⅛γ(⅜Γ4+ 
+ 8*Г‘-А(ГЙ-^Гй-^Гй). (74)

Отсюда следует, что величиныI‰=∏t-4τ ⅛Γk>-⅛(Γ⅛- ⅛τ Γ‰) (75)
инвариантны относительно проектных преобразований объекта Hta^. Диффе­ренцируя (75), мы получим (ωi = ω‰)rV ∏λa - ^ikh + (⅛ωft + δjbωjfc) ≡ 0 (mod ω*, Θ*),j (76)т. е. величины ЩА образуют параметры Томаса (объект проективной связ­ности).2. Ассоциированные пространства проективной связности. Структурные уравнения главного расслоенного пространства, фундаментальная группа кото­рого совпадает с проективной группой преобразований, имеют вид [3]:PΘ⅛ = [ΘS, Θ⅛] + [ΘS, Θ∏,Z)Θy∙ = [Θ°, 0į] + [0£ Θa] + [Θq, Θ⅛],PΘ9 = [Θ9, Θ00] + [Θyfc, Θ3 +[Θg, 0£],D0S = [0⅛, 03, (77)где 00 = ω', 0 j = ωy∙ - δyω,

Θ8=-^τω, Θ9=-7Arωi,
Θ⅛ = <* ijk - δJω*“7+Т δ*ω',

θθ⅛= ""7TTω>b ω = ω*'  ωi = ω⅛*  c⅜∙ (78)
6. Литовский математический сборник, VII



262 В. И. БлизникасОбъект проективной свясности Картана (⅛, γij, γf) имеет следующую структуру [3]:
<⅛⅛ - %®? - %® J + ⅛θi + Н®8 - Θ⅛=⅛ Ä (79)

<⅛u - Y«/®’ - Yi»®j+2Y.7θo - 2γ<∣Θ °)+Yo®2 - Θ⅛ = γ⅛∙, t®o. (80)⅛-γ1Θf+γ,∙Θo=γ∣.⅛Θo∙ (81)Если γl∙ = 0, то объект проективной связности Картана называется объектом центропроективной связности. Мы найдем объекты этих связностей, инвари­антным образом присоединенные к фундаментальному объекту геометрии m-протяжений. В этом случае в правых частях уравнений (79) —(81) будут и коэффициенты с формами 0į. Заметим, что в силу соотношений (77), ле­вая часть системы дифференциальных уравнений (76) совпадает с ч левой частяю уравнений (79), т. е. можно положитьγ'w> = I⅛∙ (82)Если уЛ — символ неголономной базисной производной относительно объекта 
Niak, то величины ftv = ^τ(V*πb¾⅜) (83)удовлетворяют системе дифференциальных уравнений.V ∏iy - ~η< ∏∕fω⅛ + ω0∙≡ 0 (mod ωf, Θjt), (84)или <⅛ - ⅛,∙Θf - ΠwΘj+2∏y0° + Π*Θ2  - 0g≡ 0 (mod 0į, θia). (84') Отсюда 'следует, что величины (∏⅛, Пу), построенные из компонент про­долженного объекта H⅛, образуют объект центропроективной связности. Та­ким образом, к пространству тл-протяжений всегда можно инвариантным об­разом присоединить пространство центропроективной связности.Для того, чтобы построить объект (γ∕jt, γ0∙, γi), образованный из ком­понент продолженного объекта Hia^ и имеющий структуру объекта (¾t, γ,y, γi), то сначала нужно построить ковектор γi. Например, величины

Ht=H⅛⅛pi, '(85)образуют ковектор. Величины
Hu = H^p↑Hlt (86)образуют тензор. Если этот тензор невырожденный, то величиныc,=Vi(lnVb⅛D, (87)где Я= dėt И Яу И,образуют дифференциально-геометрический объект следующей структуры:ус,— ωi≡0(modωfc, 0*). (88)



О геометрии систем дифференциальных уравнений 263Очевидно, что величины (89)являются решениями системыVαw-^τtf(,ω0≡0(modω*,  ΘJ).Отсюда, в силу (84), следует, что величины (90)являются решениями системы■ V П</ - П αω⅛ - ⅛- ff<iωΛ + ∙^∏∙ “« ≡ 0 <mod ω*'  θ∙)'структура которой такая же как и (80). Таким образом, величины П§, ∏v и Hi образуют объект проективной связности Картана. Этот объект сущест­венным образом зависит от выбора объектов Hi и ci.Вильнюсский Государственный педагогический институт Поступило в редакцию28.IX.1966
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ANTROS EILĖS DIFERENCIALINIŲ LYGČIŲ SISTEMŲ 
SU DALINĖMIS IŠVESTINĖMIS GEOMETRIJOS KLAUSIMUV. BLIZNIKAS
(Reziumė)Specialaus tipo diferencialinių lygčių sistemų

geometrijos pagrindiniai klausimai tenzorinio skaičiavimo metodu yra išnagrinėti J. Dug- laso [4] darbe. Straipsnyje G. Laptevo metodu nagrinėjami bendresnio pavidalo diferen­cialinių lygčių (1) sistemų geometrijos klausimai. Pasirodo, kad diferencialinių lygčių (1) sistemos geometrija yra ekvivalenti m-mačių paviršinių elementų daugdaros J⅛lζ1, ku­rioje yra duotas geometrinis objektas geometrijai. Surasti sąryšio objektai (45),(49), (50) ir (52). Specialių diferencialinių lygčių sistemų atveju yra surastos asocijuo­tosios centroprojektyvinio ir projektyvinio sąryšio erdvės.
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ÜBER GEOMETRIE DES SYSTEMS DER PARTIELLEN 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNGV. BLIZNIKAS
(Zusammenfassung)Die Geometrie der Bahnen ist zuerst von J. Douglas in Falle des verallgemeinerten Systems der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung (^-spreads) 

erweitert worden [4]. In dem vorliegenden Artikel wird mit Hilfe der Methode von G. Lap­tew die Geometrie des Systems der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung (1), die unter der Pseudogruppe aller Koordinate- und Parametertransformationen invariant untersucht ist. Dies ist nicht anderes als die Geometrie der Manningfaltigkeit vom m-dimen­sionalen Flächenelementen erster Ordnung, in welcher ein Objekt Hla^ dessen Kompo­nenten das Sysstem von Differentialgleichungen (9) befriedigen, gegeben ist.Es wird gezeigt, dass die Zusammenhangsobjekte, d.h. Linear-, Affin-, und Tensorzu­sammenhangsobjekte, durch das Grundobjekt H‘a& ausgedrücht werden können. Wenn das Objekt (87) nicht gleich Null ist, dann existieren assozierte Räume von Projektiven- und Zentroprojektiven Zusammenhängen.


