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АБСОЛЮТНАЯ СХОДИМОСТЬ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОГО РЯДАН. С. НАСЕКОВСКАЯБудем рассматривать ряды ∞
∑ ¾Λ(4 (1)
л=0

где 
лP0(2)=lt p,(2)=∏ (1

v=lи пусть {λv} — последовательность комплексных чисел, λv=∣λv∣e,θv, причем lλvl t ∞t λ1≠0.Пусть argλv∈α (v= 1, 2, ...), где a — некоторый интервал (открытый, полуоткрытый или замкнутый).Оценим модуль ∣Pπ(z)∣. Пусть ∣z∣≤r, и z≠λv (v=l, 2, ...). Определим 2га число N так, чтобы неравенства ∣ λv ∣ ≥ 2г и ∣ λv ∣ ≥ — имели место для v ≥ N9 
ε — заранее заданное положительное число.Имеем 
следовательно, -T‰T<ln 11-^‰ l+Re(x_)s“1XT’ -⅛-lte⅛)≤hll-i I⅛-r6(⅛) = exp {-1⅛-Re (f) I * 11 - ⅛ I ≤exp! ι⅞τ-Re (⅛) 1: exp { Σ [-ι⅞τ-^(v)]}≤' v=tf≤ιi ∣>-÷K! ∑[τ⅛r-κ√⅛)lb

v=W v≈Neχp {∑ [--[įr-Re(f)]H
v=N≤⅛⅞π≤'^H∑[⅛r-κ'(÷))[-

v=N



298 H. C. НасековскаяВеличины ∣^-1ω∣∙exp{∑ [r≡(⅛)⅛]}
v=lдля ∣z∣≤r заключены между двумя константами M1 и Λ∕2>0, которые зависят только от ε.Итак, Λ∕2∙exp{ į [-∣⅛τ-Re (⅛)]}≤∣Λ(z)∣≤

≤M1∙exp{ 2[⅛-Re(⅛)]}∙
v = lИмеем

Re (⅛)=Re [ I⅜,∣(∞sθ+J,sinβj ] = ∣⅛τ ’{хcos +УsinПусть φ1 — такое число в замкнутом интервале а, что при Θ = φ1 выражение xcosΘ+jsinΘ принимает наименьшее для этого интервала значение, равное xcosφ1+,y sinφ1 (точка z = x + iy фиксирована), а φ2 — значение Θt соответствующее наибольшему значению xcosΘ+jsinΘ в том же интервале.Тогда
Л.W2∙exp I (-ε-xcosφ2-ysinφ2) ∑ -∣J-γ ∣ ≤ ∣Pn(z)∣ ≤

v = l
л≤Λf1∙exp I (ε-xcos φ1-у sin φ1) ∑ -∣^∣- }. (2)

Пусть теперь последовательнось {argλv} произвольна. Разобьем плоскость на q частей лучами argz = ψλ. (k= 1, 2, ..., q) и обозначим через ak интервал [ψ⅛,ψfc+1).Пусть { λvjfc} — подпоследовательность последовательности {λv}, для членов которой argλvjfc∈α⅛, а 4*>ω=∏  (ι-⅛)∙
vjk≤nДля каждого Pj∕0(z) (fc=l, 2, ..., q) можно написать неравенства вида (2).С другой стороны, если z фиксировано,∣z∣≤r, ∣z-λv∣>η>0(v=l, 2, ...),

то

v=lгде произведение П' распространено либо на все индексы, для которых1 ≤ v ≤ N - 1, либо на любую группу таких индексов.



Абсолютная сходимость интерполяционного ряда 299Величины eχp{ ∑' [Re (⅛)÷T⅛T]} ’
v=lгде сумма Σ, распространена на те же индексы, что и произведение IΓ, ограничены сверху и снизу в области ∣ z ∣ ≤ г положительными числами, не зависящими от того на какую группу индексов сумма Σ' распространена.Поэтому 

где Λ7r1 и М2 зависят только от ε, причем М2 > 0 (г — фиксировано).Перемножив неравенства (2) для fc=l, 2, ..., q, получим, следовательно,
М2 • ехр j JΓ (— ε — х cos c⅛a° — у sin <pįfc)) S,∞ I ≤ ∩ I -⅜*>  (z) I ≤ * fc=l f ⅛=1

где ≤M1∙exp < (ε-xcosφ^
⅛=1 (*=1,  2, ..., q),то есть

SW-(χ 2 cosφ^ -f—+J 2 sin⅛
Jt=l n к=\

,,' t-e)s"l' (3)
v = l

Лгде Sπ= 2 ρΓj^, a cPia° и Фг0 принадлежат интервалу [ψjt,ψjt+1].Пусть S^∙ = 2 ^jγγ, гДе сумма распространена на те индексы v ≤ и, 01,01для которых θ1<argλv<θ2.Предположим, что для всех S∙1, θ2, не принадлежащих некоторому исключительному счетному множеству, существует предел
Тогда для всех θ∙1, θ2, не принадлежащих исключительному множеству so1,o1Hm -^r-=F(B∙2)-F(θ1),

n→ao c*nгде F(θ) — некоторая монотонная функция.



300 H. C. НасековскаяБудем говорить, что, если указанные условия выполнены, то последовательность {λv} имеет относительную угловую плотность. (Это понятие введено Г. Л. Лунцем).В неравенствах (3) разбиение последовательности {λv} на последовательности {λvfc } произвольно, число q также любое. Поэтому выбрав ψ1, ψ2, ..., ψβ ак, чтобы эти числа не принадлежали исключительн ому множеству, получим при достаточно большом пΛ,∙βψ {-(x ∑ ∞sφ^>[F(ψt+1)-Γ(ψt)] +
l Jt=l

+J- 2 sinφ* ,[F(ψ4+ι)-F(ψt)] + 2ε)s'11 ≤∣Pn(z)∣≤
Jt=l ,

≤ΛJ'1∙exp ∣-(x ∑ ∞sΦι* ,[P(Ψ*+ι)-P(ψ*)]  +
l fc=l+Р į sin<pI* ,[P(<∣⅛+1)-P(<∣⅛)]-2ε) Sn |,

Jt≡l jгде ε>0 произвольно, а M1 и зависят только от ε, Λ∕2(ε)>0. Так как число q произвольно и разбиение интервала [0, 2π) на интервалы а*  также произвольно (требуется только, чтобы ψk не принадлежали исключительному множеству), то, следовательно, при достаточно большом п

!
2π 2π-Įx ∫ cosψ<ZF(ψ)+>> ∫ sinψrfF(ψ) + ε1]sn l≤∣Pn(z)∣≤ о о '
{

2π 2π-[x ∫ cosψ<∕F(ψ)+y J* sinψt∕F(ψ)-ε1] Sn |, (4)о о 'причем ε1 > 0 — любое, а Йг и Й2 > 0 не зависят от п.Рассмотрим ряд Дирихле
∑ ane~^∖ (5)
л=1где μll≈Sn(Λ-iB), Sb определено выше,

2π 2п
A = f cosψdF(ψ), B= f sinψ<ZF(ψ),о ои предположим, что хотя бы одно из чисел А, В отлично от нуля.Очевидно, что все μn расположены на одном луче и ∣ μf, ∣ = S,n∙ V A2+Ba. Если limμn= lim Sn= оо, то [2] ряд Дирихле (5) абсолютно сходится в по- n→αo n→aoлуплоскости

Ax+By-h>0, (6)
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где

л

lim In ∑ l⅞lJt=l coесли 2 l¾∣ = 0°
h = , co Λ-lIn ∑ l⅞l colimΛ→0O Л=л 

sn
если 2 ∣¾∣<°0Λ=lи не сходится абсолютно ни в одной точке полуплоскости

Ax+By-h<0.Докажем следующую теорему.Теорема. Если lim Sn=∞, последовательность {λv} имеет относитель- 
n→∞

ную угловую плотность и хотя бы одно из чисел А, В отлично от нуля, 
то ряд (1) сходится абсолютно в полуплоскости (6) и не сходится абсо
лютно во всякой точке z, внешней к этой полуплоскости (z≠"k^.Возьмем z=x+iy — внутреннюю точку полуплоскости (6). Докажем, что ряд (1) абсолютно сходится в этой точке. Рассмотрим ряд

00

∑ l<⅛e^,*1∙'l,

2 \an\e~2 * * S”(Ax+By+Aa+Bb} 
л=1сходится при всех достаточно малых ∣α∣ и ∣Z>∣. Выберем а и b так, чтобы 

Aa+Bb<Q. Из второго неравенства (4) в силу произвольности ε1 следует сходимость ряда (1) в точке z, и первая часть теоремы доказана.Доказательство того, что ряд (1) не сходится абсолютно в точках z внешних к полуплоскости (6) (z≠λv), проводится аналогично с использованием первого неравенства (4).Из хода доказательства теоремы очевидно, что ряд (1) сходится равномерно в любой полуплоскости, лежащей внутри полуплоскости абсолютной сходимости, и, следовательно, сумма его голоморфна в любой внутренней точке этой полуплоскости.Замечание. Условия теоремы, в частности, выполнены, если последовательность {argλv} сходится. Этот случай рассматривался ранее [1], [3].Рассмотрим случай, когда А =В = 0. При этом оценки (4) будут иметь вид 
∙ е~“ s- ≤ I Р„ (z) I ≤ β1. ee' ⅛,

л=1то есть ряд ∑ |an|e-s»<^’. (7)
Ä-1Этот ряд сходится во всех точках, достаточно близких к точке z = x + iy. Следовательно, он сходится в точке z,≈x, + iy' = z+η, где ∣η∣ достаточно мал, τ∣=a+bi, то есть ряд



302 H. C. Насековскаягде ε1>0 любое, илиЯI а„ I β-e∙s" ≤ I anPn (z) ∣ ≤ Йг ∣ an ∣ е" s-. (4')Пусть А>0. Тогда ряд Дирихле
2 |ö„e_2S"|= 2 \an\e~xSn
л=0 л=0сходится в какой-то полуплоскости x>x0, Xo>O.Можно указать число δ(xo>δ>0) такое, что при z = δ ряд

∑ l⅛∣e^8s"
л=0будет расходиться, и притом такое, что будет выполняться неравенствоI ⅛ I ∙ e-δs" < I αn I e^'1 s".Следовательно, ряд ∑ l<⅛l e^c's"

л=0будет расходиться, а значит и ряд (1) не будет сходиться абсолютно ни при каком z (кроме z = λv), что следует из первого неравенства (4z).Пусть теперь Λ<0.Аналогичными рассуждениями с использованием второго неравенства (4') можно доказать, что ряд (1) сходится абсолютно при любом z.До сих пор мы предполагали, что limSπ=∞. Пусть теперь limSn=L, 
n→∞ n→∞то есть последовательность { Sn } ограничена. В этом случае при достаточно большом п неравенства (4) примут видj^r2g-(^+^+ε,)∙L ≤ Į Рл (z) Į ≤ Λ∕1 . e-(xA+yB-ε,)L,где ε2>0 любое; илиЯI an I e-^+^+≡∙>l ≤ I anPn (z) ∣ ≤ Λ∕11 an ∣ £ (4-jдаИз этих неравенств следует, что, если ряд ∣αn∣ расходится, то и ряд (1) 

л=0не сходится абсолютно ни в какой точке плоскости, кроме z = λv. С другой
00стороны, если ряд lfl∏l сходится, то и ряд (1) сходится абсолютно при любом Z. л=0Рассмотрим некоторые частные случаи. Пустьlim-!≡- = O. (8)

n→∞Если lim ⅛- = 0,
n→αoпоследовательность {λv} имеет относительную угловую плотность и хотя бы одно из чисел А, В отлично от нуля, то ряд (1) расходится вне полуплоскости абсолютной сходимости, так как в этом случае, как известно, анало



Абсолютная сходимость интерполяционного ряда 303гичное утверждение имеет место для ряда (5). При этом в неравенстве, определяющем полуплоскость абсолютной сходимости, величину h можно [2] заменить величиной fc=ι⅛ tol⅛L.
n→∞Пусть теперь lim = I < ∞. (9)

n→∞ 0∏Предположим, что ряд (1) сходится в точке z = z0 и в некоторой ее окрестности. Тогда в этой окрестности anPn(z) стремится к нулю. Но, первое из неравенств (4) показывает, что будет стремиться к нулю и общий член ряда Дирихле ∑ l¾^μ"2∣= ∑ l⅛l
л=0 л=0Для рядов Дирихле известно [2], что, если выполнено условие (9), то расстояние между точкой, в которой общий член ряда стремится к нулю, и границей полуплоскости абсолютной сходимости не превосходит числа

∏→αo I Ил I Λ2+BaПользуясь вторым из неравенств (4), легко поэтому заключить, что такое же утверждение справедливо и для ряда (1), и, в частности, можно утверждать, что в полуплоскости Ах+Ву — h + l<Q ряд (1) расходится.Рассмотрим, в заключение, ряды вида
∑ ¾⅛ω, (ю)
л=0где Λ0(z)=l, ⅞(z)-∏⅛.

v = lПусть {λv} — последовательность комплексных чисел, λv=∣λv∣e,θ*,  причем ∣λv∣ ↑ оо, и пусть z≠ — λv (v= 1, 2, ...) и предположим, что для последовательности {λv} выполнены условия доказанной выше теоремы.Ряды (1) и (10) называют сопряженными интерполяционными рядами [1].Имеем
*И-П л---------- ---------- . '—i

∏⅞ ∏('÷⅛) Π('-⅛)
v=l v=l v=lи поэтому, если учесть, чтоcos [arg (— λv)] = — cos arg λv и sin [arg (- λv) ] = - sin arg λv, 
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для Į ∕ζ(z)∣ получим оценки, аналогичные оценкам (3), с той лишь разницей, что вместо констант и JGγ2 появятся константы -i и -į.Следовательно, ряд (10) сходится абсолютно во всех точках полуплоскости (6), кроме точек z= — λv (v= 1, 2, ...) и не сходится абсолютно вне этой полуплоскости.
Московский институт химического машиностроения Поступило в редакцию31.Х.1966
ЛИТЕРАТУРА1. Μ. Гандлер, Э. Голосова и А. Нафталевич, О сходимости факториальных рядов, Лит. матем. сб., I (1961), 58—76.2. V. Bernstein, Leęons sur les progrės rėcents de la thėorie des series de Dirichlet, Paris, 1933.3. Y. Martin, Series d’interpolation et de facultės, Bult. Sc. math., t 75, 1951.
INTERPOLIAC1NES EILUTES ABSOLIUTI KONVERGENCIJAN. NASEKOVSKAJA
(Reziumė)Darbe nagrinėjama eilutė

n=l k=\kur {λπ}—kompleksinių skaičių seka (limλn=∞), tenkinanti tam tikras sąlygas (seka 
n→∞{λπ} turi „reliatyvų kampinį tankį“). Įrodoma, kad tokios eilutės absoliučios konvergencijos sritis yra pusplokštumė, ir surandama ta sritis.

LA CONVERGENCE ABSOLUE DE LA SERIE D’INTERPOLATIONN. NASEKOVSKAJA
(Rėsumė)On demontre que le domaine de la convergence absolue de la sėrie

n=l fc=iou {λn} ėst une suite de nombres complexes (limλπ=∞) qui satisfait ä certaines conditions 
n→∞(la suite {λ∏} possėde une ,,densite angulaire relative“) est un demi-plan. On trouve ce demi-plan.


