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О ПРЕДЕЛЬНЫХ ТЕОРЕМАХ В СЛУЧАЕ УСТОЙЧИВОГО 
ПРЕДЕЛЬНОГО ЗАКОНАВ. А. СТАТУЛЯВИЧЮСВ работе автора [1] рассматривались предельные теоремы для плотности

Pzπ{x) нормированной суммы
независимых случайных величин

л

¾= Σ ⅛
Jt=lξ1, ...» ξ∏, ... (1)и асимптотические разложения для Pzn(x) и для Fzn(x) = P{Zn<x} по многочленам Чебышева — Эрмита в случае нормального предельного закона. Предлагаемым в статье [1] методом успешно можно получить разные предельные теоремы для плотностей, асимптотические разложения по псевдомоментам и тогда, когда в качестве предельного закона выступает любой устойчивый или безгранично делимый закон.Целью настоящей заметки и является показать, как можно оценивать характеристическую функцию fzn(t) во всем интервале значений аргумента в случае устойчивого предельного закона. Попутно также докажем одну теорему.Пусть последовательность (1) такова, что для Fξjfc выполняются следующие условия:I. 1 -∕⅛fe(x) = c*+^c (х) при х>0,

4+α⅛ (*)  l*l< x при х < О,0<a<2, причем ck≥0 и c⅛>0 таковы, что существует предел
Σ 4lim ----- =с (0 ≤ с ≤ оо),

n→∞
Σ ск

к=1
Ck = C'k + Ck>Q

и существует неотрицательная функция a (х) → 0, когда х → ∞ такая, что∣a⅛(x)∣≤cfca
∣⅛(x)∣≤cka fc=l, 2, ...



322 В. А. СтатулявичюсII. Существуют плотности Pξjt (х) ≤ Ck ≤ ∞.Теорема. Если выполнены условия I, II,lim ck<∞
k→<x>

U
со

Σ⅛=∞.
Л=1

л
то существуют постоянные Ап и Bπ = [∑ cky и устойчивый закон Va(x) 

Л=1
с плотностью распределения va(x)t что для Zn= Sn~An равномерно отно- 

“п 
сительно х (— оо < х < оо) имеет место соотношение

Pzπ(x}→va(x)t n→∞.Доказательство. Заметим, что в условиях теоремы будем иметьsup∣ Fzn(×)- Fβ(x)∣ → 0 (n→∞). (2)
XКроме того, для функции распределения

Hi(χ)-f ∙f⅛(*+j ,)<0¾tO,)симметризованной случайной величины ξk будет верно соотношение
где (3)

и Характеристическую функцию распределения Fβ(x) обозначим ga(t). Согласно условиям теоремы существует Pzn(x), функция ∣∕⅛f(∕)∣ является интегрируемой при n≥m0 и поэтому имеемsup∣PznW-*> βWl≤⅛ (Λ + 4+A + Λ), (5)где л= ∫ ι∕znω-^w∣Λ, 4= f ∣gβω∣Λ,∣r∣≤Tπ h∣>τn/з= ∫ ∖fzn(t)∖dt, Z4 = f ∖fzn{t)∖dtt Q<Tn<Kn<∞.Tπ<∣r∣≤xn Xn<ιr∣<∞Согласно (2) можно найти медленно возрастающую последовательностьΓn→ ∞ (л-Имеем ► оо), такую, что ∕1→0 (п → оо). Тогда и Ia→0 (и → оо).∣A,(')l≤exp{-4(⅛)},где
4 (0 = ∑ f si°2 π'x dF?k to > 4,2 z" (⅛)

⅛=l -СО



О предельных теоремах 323и n 4W= ∑ f x2dFtk(x), N>0. 
k=l ∣x∣≤WПусть No такое, что α(x)≤-jL при x≥N0,что возможно в силу (4), и0<∣r∣≤-r-!----- r

2 • 2β N9 max c√ 
l≤Λ≤nТогда, учитывая (3), находим

4⅛∣)>2∑ ∕fc=l 1 11 <2iri2∙2α 1 Г I

Следовательно, при
имеем
или

>2

⅞G⅛)-¾(Jl,l∙.)∣>

IH≤-i-i—г
2a Nq max c“ 

l≤⅛≤n *l∕¾WI≤exp ∑ ¾)I ^r, _ t—i *2απα *=1

l∕⅞WI≤exp I-----
I 2 ■ 2 ® πα 2 i 1 *

2a N9 max c?
l≤Jt≤nИтак, I3 → 0 (п → оо), если положить

πBπ

Уточним леммы 2
Лемма 2'. Пусть

κn=------------------T

2α No max c? 
l≤Λ≤n κи 3 из [1].
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(6)
(7)

Тогда для любых и ≥ 1 и N„>0 существует разбиение ... < z¾ < ⅛0 = 0 < ff> <ty< ...

интервала (—оо, оо) с условием-θ^-≤⅛⅞ι-z^≤-^-, 
jn (О > ^2^ (t - ⅛θ)4 ,что

если t ∈ I⅛o, 4⅞1], причем tįtf при данном п в зависимости от к равно или 
t[n) или ⅛⅛1. Здесь (а) означает расстояние числа а до ближайшего целого числа.

Лемма 3'. Пусть имеется какое нибудъ разбиение

a = t0<t1<t2< ...
интервала [а, оо) с max (Zft+ι-rjfc)≤ε

0≤⅛< оо

и пусть неотрицательная функция g (t), определенная на интервале [а, оо) 
на каждом из интервалов (tk, tk+1) удовлетворяет условию Липшица∣g(∕+j)-S(0∣≤ΛΓ∣5∣B
с показателем β>0.

Пусть, кроме того,
00

V = f g(t)dt<∞.
а

Тогда при 
справедлива оценка

μβ
оо р/ 1 _i__ 1 ∖ β+I

∑ δ'* c v L(j⅛i ⅛≡gwΓ ^^β) + 

+(ΨΓ ⅛<∕wΓ}
где

^tk≈tk^-tk.Доказательство лемм 2' и 3' пропустим, так как оно вполне аналогично доказательству лемм 2 и 3 из [1].Положим
( --1 - )JVπ = max < 32“ No шах c“, 1 }. (8)
I l≤λ≤n )Тогда для f∈[⅛7∖ 4⅞ιJ согласно (7) имеем

ιn(г)>4J,(0>2(/-zfe>)≈/„ (e∣7⅛)-
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так как 1 2ΛΓo „Т T^ 26-2» ∣r-¾)∣c≡ 3∙2αck Следовательно, (9)
при

при
∆klгде

<≡I4"∖ 4"-J1]∙С другой стороны, согласно оценке (4.6) леммы 14W≥y 2 а (як It, 2j7f
к=1всех — оо < г < оо. В нашем случае положим3⅞t = {∆kl, Ск1; ∆k2, Ck2},

2“ К с“], ∆ω = [-2*<cf,

из [1], имеем

2
Ск ]» С* 1 = =

α(3Rt, ЛГ)=
i=l

(∣Δω∣+2ΛT)>C∙, ’ N>0'
при наборе

Qu = ∫ min { Cω, (х)} dx 
δa∕2Rfc-{∆⅛i, Cki, 1—1, 2, ...}непересекающихся интервалов ∆ki длины ∣∆ki∣ и положительных константCki≤∞, fc=l, 2, ...Имеем



326 В. А. Статулявичюспоэтому α(9‰ '2∣T1)^ ,112 ^
l08(2acta<+∣'∣^1),^и "Ри ∣'>⅛-

i.(∣)>-at∑⅛, (Ю)max ca k=i
l≤∕c≤nгде δα--------------- i---------- !--------------5------- •108 (2∙2α-lj max { Nζ, N° + 3 |

Пусть δ какое нибудь положительное число, такое, что δ < а и δ = 1 при а >1.Положим
и пусть п0 — наименьшее целое число ≥ . Согласно условиям теоремы

(12)
Поэтому найдутся индексы z1, ..., i2no, такие, что Cij<∞, У=1, ...» 2n0. Для простоты обозначений, не нарушая общности, положим, что ij=j. Пользуясь оценками (8)-(10) и (6), находим z

/л)Л tk+l-----⅛f f expl — —Ц|»- max с‘ ‘=‘ к ⅛,>
l≤∕c≤n

≤ 2πe2n"Bn exp I - γ 36- 2“
-⅛5>F∙BJ j ∣Λ2nJ2πO∣<*≤

π тr (у) e2π∙exp {-4 2max с?
1 ≤fc≤∏

(13)



О предельных теоремах 327где u"=∑ 1,sup<1 !∕⅛∕2π')∣≤'0(54-¾∕m2',ii,">ss
2 2 2л° 2_ 2 ∏oβ i≤3*2*  ∏ ф [ (Ψ)"" + (⅛l Kf («, 8) εn)0+l]2"°, (14)

2πM∣ξi∣ при α>l,a-2+2 a~δ ι-δ2° ^ βπaΛl+a-s max c.a°+β^δ, M∣ξi∣s +U l≤Λ≤n
а-5+ 23=>+1 max c!+α^s при α≤l,l≤⅛≤n1 1 

ε∏ - 4j∖jn ~ 2max ∣6 • 2“ No max ck , 4 I I l≤fc≤Λ Jтак как функции gl∙ W=∣Λ1∙l(2π0l2 в интервале (-∞, оо) удовлетворяют условиям леммы 3' с ε = εn, Ki = Ki(a., δ), с показателем β определенными, в (И), ^i=Pξ(0)≤G, *=1,  ..∙,2λ0 и μ = w0.Так как lim ck<∞,
k→∞то из (13) и (14) заключаем, что ∕4→0(n→oo), если только имеет место (12).Таким образом, все ∕j→0 (w→ оо), /=1, 2, 3, 4 и из (5) следует справедливость утверждения теоремы.
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RIBINIŲ TEOREMŲ
STABILAUS RIBINIO DĖSNIO ATVEJU KLAUSIMUV. STATULEVICIUS
(Reziumė)Straipsnyje pateikiami nepriklausomų atsitiktinių dydζiuξ1........ξπ,... normuotos sumos

Λ=lcharakteringosios funkcijos fzn(t) įvertinimai visiems te(-∞, ∞) stabilaus ribinio dėsnio 
Vλ(x) atveju, kai patenkintos I. II sąlygos.Esant šioms sąlygoms, jei tik

sup I pz (λ)- ~ Va (x) I → 0 (л → oo). 
x I " dx

ON THE LIMIT THEOREMS WHEN THE LIMIT LAW IS STABLEV. STATULEVICIUS
(Summary)Under conditions I and II estimations for the characteristic function∕zn(0 of normalsum

‰= Σ ξ*
Jt=lof independent random variables ξ1, ..., ζn,... for all r∈(-oo, ∞) when the limit law 

Va(x) is stable are given.Under these conditions, if oolim ck<∞, X 7^^=0° fc→∞ fct* 1 Ckwe have sup I PZn to- I ■*  00 (π → 00)∙


