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АНТАГОНИСТИЧЕСКАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ ИГРА 
НА ОСНОВЕ ПОВТОРЕНИЯ БИМАТРИЧНОЙ ИГРЫ

С. П. ВАКРИНЕНЕДинамическую игру двух лиц можно формулировать так. Первый игрок первоначально имеет капитал jp0> второй игрок - r0. Проводится конечная игра, согласно результатам которой капиталы игроков изменяются. Если Λ = ∣∣flσ∣∣, B = ∣∣¼7∙∣∣ — матрицы выигрышей первого и второго игроков в этой игре, то капиталы изменяются согласно формулам
Pl =Pθ + ahJl> 
rι = ro + bijl, где i1 и j1 — в первом шагу выбранные строка и столбец. Вообще

Pk+ι=Pk + aik+1j∣c+vηt+ι=ηi+⅛+1⅛+1. fc=θ, 1,причем на fc + 1-ом шагу игроки знают рк и rk. Игра останавливается, когда 
(pkt rk) выходит из некоторой области L. Окончательный выигрыш первого игрока — M(pn, г„), а второго - N(pπ, rπ) (п соответствует моменту окончания игры).Случай, когда А= —В, M=-N был рассмотрен «Л. С. Шэпли [1] и Дж. Милнором [2], а случай многих повторяемых матричных игр — Г. Эвереттом [3] и др.Оказалось, что похоже решается и игра, когда повторяется биматрич- ная игра, но правило окончания игры имеет антагонистический характер:

L = {(p, r)∙.p<C1, r<C2},

M(p, r)=f(p, r), N(р, r)=-f(p, г),где f(p, г) — ограниченная в конечной области R функция, где
p0≤p ≤ C = C1 + max aij 

R= (р, г): _ ,j
, r0 ≤ г ≤ ę= C2 + max bijВсюду в дальнейшем мы будем предполагать, что aij>Q и bij≥0 для всех 

i и у. Эту игру будем обозначать через Г.Вводим следующие обозначения. Пусть X (С) является смешанной мак- симинной стратегией в игре с матрицей C, Y (С) — соответственно минимаксной стратегией. Пусть U(p, г) — ограниченная функция. Локальной U — стратегией первого игрока будем называть стратегию поведения, следуя которой для каждого к первый игрок на к +1 -ом шагу (когда имеются накопленные капиталы рк и rk) применяет стратегию X (|| U(pk + aij, r,k + 60∙)∣∣j. 



396 С. П. ВакриненеАналогично, локальная U - стратегия второго игрока - это стратегия 1λ(∣I^(a + ⅜> 'k + ⅛)ll) Для каждого к.

Теорема. Значение игры Г существует и равно V(p0t r0), где V(p, г) 
есть ограниченное в конечной области единственное решение функциональ
ного уравнения

.. . I val∣∣φ(p + <⅛∙t r+z>y)∣∣, если (р, r) el,’ r -l∕(p> г), если (р, r)φL. (1)
Локальные V — стратегии будут оптимальными.Доказательство. Прежде всего докажем, что функциональное уравнение (1) имеет ограниченное в конечной области решение V(p, г). Решение будем конструировать методом тераций. Пусть

!
inf f(p, г), если (р, γ)eL9

(p,r)eR

f(pt г), если (р, r)φL.Далее, пусть Φn(p, r) = TΦn~1(p, г), гдеrr,. ч I val∣∣Φ(p + α0∙, r + bij)∖∖, (р, г)еЬ,ГФ(АГ) = Ь(р.г), (p,r)tL,Оператор Т сконструирован так, что его неподвижная точка является решением функционального уравнения (1). Будем доказывать существование неподвижной точки.Когда (р, r)∈L Ф1(Р» r) = vai И Φ0(p + aij, r + ⅛)∣∣>≥ vai H inf f (p, r) ∣∣= inf f (p, r) = Φ0(p, r).
(p,r)εR U>,r)εRКогда (p, r) E L, Φ1(p, r) = Φ0(p, r). Так как из Φπ≥Φz7~1 следует Φn+1 = 

= TΦn>TΦn.1 = Φn, получаем, что последовательность {Φπ(p, г)} монотонно возрастает по и. Из ограниченности членов нашей последовательности следует, что limΦn(p, r)=V(p, г) существует, а тем самым в силу непрерывности оператора Т и ограниченное в конечной области решение функционального уравнения (1) существует.Докажем, что V(p0, r0) ecτb значение нашей игры.Если стратегии обоих игроков на k +1 -ом шаге смешанные, то накопленные капиталы pk+ι и rk+1 суть случайные величины. Чтобы подчеркнуть это, мы обозначим их через pk-t1 и rk+1.Теперь, пусть первый игрок применяет локальную V — стратегию, а второй игрок — любую стратегию. Тогда, по определению максимина, случайная величина K(pk+1, rk+1) должна иметь условное математическое ожидание, удовлетворяющее неравенству
E{V{pk+1, гk+1)∣ V(А, rk), ..., K(a, ∕o)}>val∣∣K(A + ⅜∙, rk + bij)∖∖.Так как V(p, г) является решением функционального уравнения (1), получаем

E{ v(i>k+1, rt+ι)∣K(Λ, rt)..............V(pl,, r0)}> V(plt, rlt). (2)Последнее неравенство действительно для всех к. Случайный процесс, удовлетворяющий неравенству (2) называется полу мартингалом (см. [4], 



Антагонистическая динамическая игра 397стр. 286). Для ограниченных полумартингалов lim V(pk, rk) существует с вероятностью 1, и условное математическое ожидание предельного значения удовлетворяет неравенству:
E{ lim V(pk, rk) I V(pa, r0)} ≥ K(p0, г,). (3)

кОграниченность У(р, г) была доказана ранее. Кроме того, (pl, r∣) = (pι+1, ri+1) = = ...=(p*, г*), как только (pb rl)φL и, следовательно, V(p∣, rt)=V(pι+1, г/+1)= ... = f(p*, г*) и левую сторону неравенства (3) можно переписать следующим образом:
E{f(P*, r*)}> V(Po, rt>),откуда получаем, что, применяя локальную V — стратегию, первый игрок может гарантировать себе средний выигрыш V(p0, r0). Аналогично показывается, что, применяя свою локальную V — стратегию, второй игрок может не дать первому получить в среднем больше V(ρ0, r0).Таким образом, указанные стратегии поведения суть оптимальные стратегии в описанной игре, а K(p0, ro) ecτb значение игры.
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ANTAGONISTINIS DINAMINIS LOŠIMAS, KAI KARTOJAMAS 
BIMATRICINIS LOŠIMASS. VAKRINIENE
(Reziumė)Nagrinėjamas antagonistinis dinaminis lošimas, kuriame kartojamas bimatricinis lošimas. Surasta lošimo reikšmė ir abiejų lošėjų optimalios strategijos.
THE ANTAGONISTIC DYNAMIC GAME BASED ON REPEATING
OF THE BIMATRIX GAME

S. VAKRINIENE
(Summary)The zero-sum game, in which bimatrix game is repeated, is investigated. The existence of the value of this game is proved and optimal strategies are given for both players.




