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ОБ АНТАГОНИСТИЧЕСКИХ ИГРАХ, РАЗЫГРЫВАЕМЫХ НА 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВАХЕ. Б. ЯНОВСКАЯВ теории бесконечных антагонистических игр не существует общих методов их решения. Для игр, разыгрываемых не на единичном квадрате, рассмотрены лишь некоторые конкретные случаи. В настоящей статье анализируется два класса бесконечных антагонистических игр, у которых пространством стратегий одного игрока является единичный интервал, а пространством стратегий игрока П — множество функций, определенных на единичном интервале и подчиненных некоторым ограничениям.§ 1. Игры с мгновенной зависимостью функции выигрыша от стратегии 

игрока. Рассмотрим следующую антагонистическую игру. Игрок I выбирает точку r∈[0,l], а игрок П-измеримую функцию, определенную на интервале [0,1] и удовлетворяющую следующим условиям:O≤jp(r)≤ 1, [ p(f)Λ = α<l, re[0,l]. (1)
оМножество функций p (z), удовлетворяющих условиям (1), обозначим через Р. В дальнейшем функции р и p1, равные почти всюду, будем отождествлять. Выигрыш в ситуации (г, р) зависит от t и значения функции р только в этой точке t, т. е. функция выигрыша К (t, р) имеет вид:

К(t, p)≈κ(t,p(i'l).Будем считать, что функция К (t, у) определена и измерима на произведении [0,l]×[0, оо] и подчинена следующим ограничениям:1.1) K(t, j)≥0 для всех t и у и limAC(z, у) = 0 для всех Г;
y→∞1.2) dκ^, < 0 и непрерывна для всех t и у;

».»«.«Z,1.4) μ{z ∣A"(r, 0) = C} = 0 для любого С, где μ-Mepa Лебега.Смешанной стратегией игрока I является функция распределения на интервале [0,1]. Выигрыш в условиях смешанной стратегии игрока I и выбора 
р игроком II определяется как интеграл

1
K(F, p)- f К[t, p(t))dF(t).

оДалее мы найдем оптимальные стратегии для обоих игроков. Тем самым будет показано, что в играх с ядром K(F, р) игрок II имеет чистую оптимальную стратегию. Заметим, что в рассматриваемом случае не предполагается выпуклости функции К по р (требуется выполнение более слабого условия



548 E. Б. Яновская1.3),  поэтому нельзя заранее утверждать существование оптимальных стратегий.Будем искать такую стратегию игрока II/, чтоmax^Γ(r, p)≥maxA,(f, р*)для любой функции реР.Так как функция К (t, у) непрерывна и монотонно убывает по у, существует обратная к ней по у, т. е. обратная f~i к функции ft(y) = K(t, у) для каждого f∈[0,l].Обозначим через Ас множествоΛc = {φ∈[0,l], K(t, 0]>C}.Для teAc определена функция frl(C). Положим∫min{l,∕,-1(C)} t≡Ac*w=∣0 t*Ac.

Лемма 1. Существует такое С*, что

f Pc*(l)dt = a.
ОДоказательство. Так как функция К убывает по у, fΓ1 (С) убывает по 

С при фиксированном t. По определению множества Ас при C1<C2 Acι^Ac^. Следовательно, для всех t функция pc(t) не возрастает по С. Покажем, что 
1интеграл f pc(t)dt непрерывен по С. Для этого достаточно показать, что

μ(Λl∖Λ2)→0. (2)при C2 - C1→0, C1 ≤ С2.Мы имеем Λc1∖Λc2 = {Φ∈[θ3L C2≥K(t, 0)>C1},и предельный переход (2) имеет место ввиду свойства 1.4 функции К (t, у). При С=0 множество Ас составляет весь интервал [0, 1], Hjpc(r)≡l для z ∈ [0, 1], так как функция К(х, у) убывает по у и неотрицательна, поэтому f pc(t)dt=l>a..
ОПри C>max K(t,0) множество Ас пусто и

t i

f pc(t)dt= f pc(t)dt = O<a.

О acСледовательно, в интервале (0, max^(r, 0)] найдется такое С*, что
i ‘

∫ Pc∙WΛ = α∙
оПусть p≡P произвольная стратегия игрока И. Если существуют такие 

i, что Pc*(t)= 1, тоmaxÄ" (tipc* (θ)= max K(t, l) = K(t*, l)≤K(t*, p)≤maxΛΓ^, p(θ)∙
' . , pc(r)=l



Об антагонистических играх 549В случае, когда для всех tεAc∙ pc∙(t)<l, найдется t'eAc* такое, чта p(f)<Pc√f).Тогда
К (f, Р (t,)}>κ(t', pc*(θ) = max-K('> Pc∙(θ) = C*.В обоих случаях мы получаем, что max К (t, р) ≥ max К (t, pc*).

t tПредположим, что существуют такие г, для которых pc*{t) = 1. Обозначим через М множествоM = ∣∕ ∣Pc∙(0= 1. x(t<Pc’W) = maxX(<;pc∙ (t')j∣.Покажем, что p*=pc* является оптимальной стратегией игрока II, а оптимальной стратегией игрока I является любое вероятностное распределение 
F* на множестве Μ. Для teM и произвольной стратегии р игрока IL1 =/>*«>/> (О,откуда

K(F',p)=f κ(t, p(t)]dF*(t)≥ f K(t, ∖)dF*(t) =
м м

= f κ[t, p*(t))dF*(t)=K(F*, р*).
мТак как по определению множества М

K(F*, p*) = τaaxκ(t, p*(t}), (4)из (3) и (4) мы имеем
K(ti p*)≤K(F*, p*)≤K(F*, р),и Г*, р* являются оптимальными стратегиями игроков I и II.Пусть теперь для всех t р* (t) < 1. Предположим, что существует такая плотность распределения на Ac∙ х* (t)

1(x*W≥0, x*(t) = 0 при tφAc∙, [ x*(z)Λ=lj, что
о

1 1f К (t, p*(t))x*(t)Λ = min ∫ К (г, p{t)}x*(t)dt. (5)
о p 6Положим для 0 ≤ λ ≤ 1 и произвольной стратегии р игрока II

Тогда
17(λ)= f κ(t, λp* + (l-λ)∕>)x*(r)Λ.

О

Γ(λ)=∫
о

∂K(ti λ∕>* + (l-λ)∕>)
(p*-p) x* (t)dt.Так как по предподложению (5) min Z(λ) = 7(1), Г (1) ≤ 0 для всех р, а прир =р* 

λ ≡ [0, 1]jz(l) = 0, следовательно, mm f -td,yp^ p(t)x*(t)dt



550 E. Б. Яновскаядостигается при p=p*, а по лемме Неймана-Пирсона мы имеем
р* (0=1, если -(0 ∙ ~~tQyp^ > 
р* (0 = 0, если — х* (0 ∙ -<⅛yp*) < к, 0≤p*(0≤l, если — x*(0* dκ(tdiyp*i =к (6)для некоторого k>0. Так как для tEAc∙ 0≤p<l и p*(t) может равняться нулю лишь на множестве меры нуль, мы имеем

x*ω=⅛⅛∙ (7)
дугде постоянная к находится из условия

f x*(t)dt=l.
Ас*Из непрерывности функции K{t, у) и из того факта, что единичная сфера в пространстве интегрируемых функций слабо* компактна, мы имеем, что для некоторого pqeP

1 1min ∫ Jζ(t, p(t))x*(t)dt≈ f κ(t, p0(t)jx*(t)dt.pep о оИспользуя (7) и лемму Неймана — Пирсона мы получаем, что функция р0 должна удовлетворять следующим условиям: PoW=lPo(O = θ, если0≤A>(')≤l
∂K(ti Ро) 

ду
∂κ{tt pη 

ду

>1,

<1,

= 1
(8)

для некоторого />0, если ieAc∙ и po(t) = O для tφAc∙.Лемма 2. Функция p0(f)EP, удовлетворяющая условиям (8), непрерывна на 
множестве Ас*.Доказательство. По построению функция p*(t) непрерывна и, используя условие 1.2, мы получаем, что функция также непрерывна.Следовательно, ввиду условий (8), pQ(f) не может иметь разрыва в точках, в окрестности которых значения p0(t} отличны от 0 и 1. Предположим, что для некоторого t1EAc∙ p0(*Γ)=l, PoW^)< 1, тогда по условию 1.3 мы имеем:

∂K(t1, 1) ∂κ(t1, p0(t+))

ду  ду____________
∂K{tlt p*) ∂K(t1, р*) ’

ду дуи условия (8) не могут выполняться. Аналогично рассматриваются остальные возможные случаи разрывов p0(t).Лемма 3. Постоянная I в условиях (8) равна единице.



Об антагонистических играх 551Доказательство. Если существует такое f ∈ Λc% что p0 (t') = р* (∩ ≠ ≠0,l, то для этого t, мы имеем
∂K(t', р0)

1=_______ __________ =1
∂K(t', p,)

дуПредположим, что не существует такого f∈Λc*, что p0(t,)=p* (r')≠0,l. Тогда множество Ас* можно разбить на такие непересекающиеся множества 
Llt L2, L3, что для teL1 p0(t)<p*(t) для teL2 p0(t)>p*(t), а для teL3 jp0(o=jp*ω=o.Возьмем такую последовательность tn из L1 или £2, чтобы 'она сходилась к точке ∕0∈L3 и так чтобы po(tπ)>0.Тогда по условиям (8) мы имеем

∂K(tπ, Po(trS)------ ------------- T“ =Л «=1,2, . .
∂K(tn, p*(tn))

дуа так как t0φAc*, p0(t0)=p* (fo) = 0, следовательно, по непрерывности производной и функции р* мы имеем 
∂κ (tn, Po(t∏))

__________ду_________
∂κ(in, р* (tπ}) 

ду

= lim
n→∞

∂κ(tπ, р* (/„))
__________ду__________
∂K (tn, р* (t∏)) 

dy

∂K(t0, 0) 
ду

∂K(t0, 0)
ду .и функция p*(t) удовлетворяет условиям (8), а тогда, используя (3) и (7)

i 1min f K^t, р (t)} х* (t) dt = f K^t, p* (Ąjx* (t)dt = τnaxK^t, p*(t)}, p 6 o ,то есть, функция p* (t) является оптимальной стратегией игрока II, а оптимальной стратегией игрока I является функция распределения с плотностью **ω∙Замечание. Функцию К(х, у) можно рассматривать определенной не для всех y∈[0,∞), а для y∈[0, Т], где7,=max max f×x{C),
х C≤max К (х, 0)так как максимальное рассматриваемое значение функции f~l равно max∕Γ1(C), где C≤maxJ5Γ(x, 0).

XСледовательно, условие 1.1, налагаемое на функцию К(х, у), а именно lim.K(x, j) = 0 для всех х несущественно. Кроме того, вместо условия 1.2, 
y→aoналагаемого на функцию К, можно было бы потребовать выполнения противоположного неравенства > 0 для всех t, так как вместо функции К можно рассматривать функцию K, (х, y') = K(x, Т—у).
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§ 2. Обобщение дуэли снайпера с пулеметчикомВ этом параграфе мы рассмотрим игру, у которой пространства стратегий такие же, как и в игре § 1, но функция выигрыша имеет вид:
t

K(t, p)= V^t, f p(u)ξ(u)dujt
огде ξ(м) - некоторая функция, заданная на отрезке [0,1], и ξ(w)>0, ξz(w)>0 для не[0,1].Такая игра является обобщением дуэли снайпера с пулеметчиком [1, гл. XVI] в которой функция выигрыша К (t, р) равна

— įp (и) ξ (и) du

K(t, p)≈A(t)e 0∙В дальнейшем будем предполагать, что функция V(t, у) определена и огра ничена на произведении [0,l]×[0, оо) и удовлетворяет следующим условиям- 2.1) V(t, у) имеет непрерывные частные производные по t и по у;2.2) V(t, у) возрастает по г и убывает по у;2.3) d >θ Для всех t и у;2.4) lim V(t, y) = 0 для любого t ∈[0,1].Из условий 2.2 и 2.4 следует, что V(t,y)>0 для всех t и у.Ввиду условий 2.1 и 2.2, для любого t ∈ [0, 1] существует функция ∕r-1(C∖ определенная для 0 < С ≤ V(tt ‘ 0), обратная к функции
так что еслито

4 fr'(C)2.5) Функция ----- ----------0<C≤K(r, 0);

fM=V{ty у\

Ш=СУ

fr4C)=y.

убывает по t для любого фиксированного
2.6) Для всех t ∈[0,1] ξ, (f)>0.Существование значения игры и оптимальных стратегий следует из теоремы Фань-Цзи [2], причем у игрока II существует чистая оптимальная стратегия.Далее мы опишем оптимальные стратегии для обоих игроков. Для 0< <C≤F(1, 0) обозначим через wc(z) и pc{t) следующие функции 

где 0; 0 ≤ t < ac,

⅛,(C) jξ(r) J’

0≤r< tc

rc≤∕≤l,
wc (г); ac ≤ t ≤ 1,



Об антагонистических играх 553если существует такое αc>0, что∫ PcW^ = α
аси

Pc W = wc(0 0≤∕≤ 1,если
1 

f' wc (t) dt ≤ a.
оВ этом случае полагаем ac = 0.Через dc обозначим единственное значение из промежутка [0, 1] (если оно существует), для которого-≤Λc,(C) = ξ(⅛).Если для всех t -~ f~1 (С) > ξ (г), то полагаем dc = 0∖ в случае когда выполняется противоположное неравенство, полагаем dc = 1.

Лемма 4. Существует С* такое, что
dc*
f ξ(t)dt=⅝(C*). (10)

Доказательство. Из непрерывности функций V (t, у), t 
по обеим переменным следует непрерывность по t и С функций fpl(C) и 

fri(C). Так как функция ξ(r) также непрерывна, мы получаем, что обе части уравнения (10) непрерывны по С в интервале 0<C≤ К(1, 0).Для C=Jz(l, 0) мы имеем dc=l и⅞1(C) = θ, следовательно, ac = 1 — a и
f ζ(t)dt>O.
1 —аПри C→0 f~1 (С) >∕q1 (C)→ оо, а так как функция ξ(r) ограничена, интеграл 

dc 
f l(t)dt 
acравномерно ограничен для всех С. Следовательно, найдется такое С*, что

f ^(t)dt=f^,(C*).

aC*Оптимальная стратегия игрока II. 
J случай.

1∫ ∕>c∙ (t)dt = a,.

ос*



554 E. Б. ЯновскаяПоложим
*(∖-l°, O≤t<αc∙,p ''t' ~ I wc∙ (0 ас. ≤ t ≤ 1.Ожидаемый выигрыш в условиях этой стратегии равен

К (г, p*)=F(r, 0), 0≤∕≤αc∙,
∕ dc*

K(t, p*)=v(t, f wc.(t)ζ(t)dt'}=V(t, f ξ(t)Λ +

ac* ac*
t

+ f ⅛f'~, (c*)dt)= r('∙fr,(c*)) = c*. <⅛∙≤Z≤1. dc∙По непрерывности функции V мы имеем
V(ac∙, 0) = C*,и, так как V возрастает по t, maxAr(r, p*) = C*. 
tПокажем, что р* — оптимальная стратегия игрока И. Пусть р — произвольная стратегия игрока И, неравная р* почти всюду. Тогда по лемме 16. 4.1 [1, гл. XVI] существует такое значение f*, что K(t*, p)>K(t*, р*). Это значение t* не может находиться между 0 и ac∙, так как в этом интервале функция К (t, p*) принимает наибольшее значение. Для остальных t К (t, p*) = 

= π∖⅛xK(t,p*) = C*, и, следовательно, maxX(r, p)>maxX(r, р*).
t t t
2 случай.

i[ Pc* (∕)Λ<α∙
оПоложим в качестве р* произвольную стратегию, такую что p*(0≥Pc*W∙ Для такой стратегии мы имеемP*(0=l, O≤z≤Jc∙,1 ≥P* (0 ≥Pc∙ W, ⅛∙ ≤ * ≤ 1,

If p*(<)Λ = α∙
оОжидаемый интеграл равен

K(t, p*)=v[t, f ζ(t)dt),



Об антагонистических играх 555Следовательно, используя уравнение (10), мы имеем
r t
f ζ(t)dt>f ^f7,(C*)dt=f7'(C*), ои, по монотонности функции V,

K(t, p*)=v(t, ∕ ς(0Λ)<r(∕,∕r,(c*))=c*.оДля t>dc*

р* W ≥Pc∙ (0и, следовательно,
К (t, p*)≤K(t, pc∙) = C*.Пусть p≠p* п.Ь. В интервале 0≤z≤<∕c. мы имеем p(t)≤p*(f)=[, поэтому

K(dc∙, p)>K(dc∙, p*) = πnxK(t, p*).= C*,
tи р* оптимальная стратегия игрока II. Значение игры v, таким образом, равно С*, и, следовательно, уравнение (10) имеет единственное решение. Оптимальная стратегия игрока I.Для нахождения оптимальной стратегии игрока I применим лемму Неймана-Пирсона так же, как в § 1, а именно, пусть F* (t) — оптимальная стратегия игрока I, a v — значение игры. Тогда для любого р

\
1

f K(t, p)dF*(t)>υ
Ои

1

f К (t, p*)dF* (t) = υ.
ОПоложим для 0 ≤ λ ≤ 1
1

Γ(λ) = ∫ К (t, λp* + (l-λ)p)<∕F*(0 =
6

1 t
= ∫ v(t, f ξ(κ)(λp*(u) + (l-λ)p(u)]rfu)<ZF*(r).о оТогда

tl <3κ(f, f ξ,(u)Pp* + (l-λ)p]du) ,r(λ) = ∫ -----------2--------- д-у------------------------f ^(u)(p*-p)dudF*(t).

О θТак как функция Z(λ) достигает своего минимума при λ=l, ∕'(l)≤0 для 



556 E. Б. Яновскаявсех р, а при p=p* Γ(1) = O, значит функционал
t

I ∂v(t< f ip-du) ,- (---------- ⅜j------------ f ξ (и)р (и) dudF* (t) =
О 6

t
i ιdy(t, f ⅛j*du)

= - [ ⅛(u) P (w) f ‘--------⅛-------- dF*(t)du
6 uдостигает максимума при p=p*, где максимум берется по всем реР. Тогда по лемме Неймана-Пирсона для некоторого k мы имеем, что

, ∂v[t, f ξp*du)если -?(«)• f ---------- ‰-----------dF* (t)
U

> k, то p* (w) = 1, 
= k, то 0 ≤p* (u) ≤ 1, 
<k, то p*(w) = 0.

1 случай. Для z∈[Jc*, 1] О <р* (г) < 1, следовательно, в этом интервале 
f

∂V,(t, J ξp*dujо dF*(t) = k ξ(w) (И

и, дифференцируя равенство (11), мы получаем, что в интервале (dc*, 1) оптимальная стратегиа игроки I является абсолютно непрерывной функцией распределения с плотностью распределенияx*(r) =---------------ĄOL------------- ,
∂ V (г, [ ξp*du}

а в точке t = 1 имеется скачек величины------------------------ ----------------
∂v[t, f ξp*duj

Ю ---------- ⅛-----------Кроме того, так как для t <ac*p* (t) = 0, а для dc*>t> ас*р* (0=1, то
1 ∂v(j, f ξp*duj

f ---------⅛---------rfr*W =“c* kζ (flc*) ’Спектром распределения F* (t) является интервал [√c∙, 1], следовательно,
αC* 4⅛7*



Об антагонистических играх 557и в точке dc* распределение F* (t) имеет скачок величиныПостоянная k определяется из условия к к
ξ(αc*) ξ(<∕c,) ’

f dF*(t) =
О

к к
l.ζ(ac∙)

= а.
°У

2 случай. Так как maxK(t, p*) = K(dc>, р*), и для ∕∈[0, dc*∖ р* (0=1, тоI °, f*w=! i, 0 ≤ t < dc*, Jc∙≤'≤ Lт. е. игрок I обладает чистой оптимальной стратегией, сосредоточенной в точке dc∙-
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APIE ANTAGONISTINIUS LOŠIMUS FUNKCIONALINĖSE 
ERDVĖSE

J. JANOVSKAJA
(Reziumė)Rastos abiejų lošėjų optimalios strategijos dviem klasėms begalinių antagonistinių lošimų, kai vieno lošėjo strategijų aibė yra intervalas [0,1], o kito — funkcijų, definuotų tame intervale ir patenkinančių tam tikras sąlygas, aibė.
SUR LES JEUX ANTAGONISTES JOUES EN ESPACES
FONCT1ONNELS

E. JANOVSKAJA
(Rėsumė)On a trouvė les strategies optimales des joueurs I et II en deux classes des jeux infinis antagonistes ou Γespace des strategies d’un des joueurs est Γintervalle [0,1] et d’autre — un ensemble des fonctions definies en Intervalle [0,1] et subordonnėes aux certaines contraintes.


