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ИНТЕГРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ СХОДИМОСТИ 
К УСТОЙЧИВОМУ ЗАКОНУ

И. И. БАНИСВ настоящей работе обобщается одна интегральная предельная теорема, доказанная Б. А. Рогозиным в работе [1]. В упомянутой работе рассмотрена последовательность независимых случайных величин∙ηι, η2, ∙∙∙, ηn, ••• (1)с функциями распределения
Доказано, что

Į О, х<0,
Fк (х) = { 1 _ cil _ ot⅛(x)

I 1 xα Х“ х> 0.Σ 1⅛
Р ⅛=1 

В„
→ Ga(x)

(2)
(3)< X

при n→∞, где Gλ (х) — устойчивый закон с показателем α (0<α< 1), если I afc (х) Į ≤a (x)→0, (h→oo)и
0<c' <ck<c" < оо.В этой работе рассматривается последовательность независимых случайных величин с функциями распределения

Fk(x) =

ξ1, ξ2.........ξ,,... (4)
ck . ⅛ω 1x1“ -r |х|“ ’ х<0, (5)X“ X“ ’ х> 0.Доказывается сходимость лΣ

к=\
Br-------An<x Ga(x) (6)Р

при n→∞, где Ga (х) — устойчивый закон с показателем a[0<a<2), при более общих условиях, чем в работе [1]. В нижесформулированной теореме не требуется равномерного ограничения ск снизу и сверху.
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Теорема 1. Пусть последовательность (4) с функциями распределения (5), показателем а (0 < а < 2) и ck = ⅛ + c'į > 0 удовлетворяет следующим усло
виям:а) ,I«*  Wl≤¾α^-I-j ,

α(x)→0, (∣x∣→α>),
ЛΣ⅛б) -------- > с, (w→oo), (0≤c≤∞),Σ<л=1л 1 +[а]Σ с?_В) t~n∣+(α) ” 0> ∞)∙
•°ЛТогда случайные величины бесконечно малы и имеет место интегральная предельная теорема. Характеристическая функция предельного закона в разложении Леви — Хинчина записывается приW) = ⅛, ΛΓW=-⅛, σ≡ = 0,где

Постоянная Ап подбирается как и в работе [3], а
a=(∑4fc=lДоказательство теоремы. Для последовательности (4) построим схему серий:

• — -Al ? =
9Л1 β > ⅛∏2 В , ∙ ∙ ∙ > c≡∏∏ RВ дальнейшем проверим все условия теоремы 4 из [2] (стр. 132). Докажем бесконечную малость случайных величин:P{∣ξfc∣>εBj = <⅛(εBπ)



Интегральная предельная теорема 567согласно условиям (а) и (Ь)sup P{∣ξk∣ >εBπ} ≤ -2—- sup
ι≤Jt≤n ≡ Bn ι≤∕c≤nпоэтому

sup P{∣ξk∣>εBn} → 0, (n→∞).
1 ≤fc≤n

ЛПокажем, что при х < 0 lim Y Fk (Bn х) = τ≤-js ,"→∞ ⅛,1 mb<ft>>=∑⅛÷⅛4=∑
Из условий (а) и (Ь) следует, что

У J⅛⅛∆L≤maxa∕⅛A∖ У 

£ Ä?|x|« K* β, I J j £ Bjlxl«

c'k 
⅛ι *г

О, (п → 00 ),

+
и nl≡ f Ft(⅞z) = 1⅛1 M(x)=1⅜

Λ=lПокажем, что при х>0.lim ( - į [l-Λ(⅛*)]∣  = -⅛.

∑ck v α⅛ χ) 
naxa ~ 2а n“ ухk=l °пХ t=ι °пк=1Из условий (а) и (б) следует также, чтоlim { - į Il-¾(⅛x)]} = -≤,

так как Σ
к=1

⅛(Bnx) 
В*х*

(п → ∞)∖ N(x)=-

с' и с" — положительные и конечные постоянные. Докажем, что σ2=0. Для этого воспользуемся неравенством0< f x2⅛(xj-[ ∫ xdFak(x)J2< f x2dFπk{x).Ix∖<ε Ix∣<ε I x I <ε
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limε→co

к=\

л
∫ x2dFk(Bnx) =~ ∑ 

lx l<e n к=\где '>4∑
n к=\

О л
∫ fdFk(y), ∕2 = ⅛X

-¾ ” *-ι

*Вп 
f yidFk(y).ООценим интеграл 72. Для этого 72 представим гралов: виде суммы двух инте-

где
f y2dFk(y).Jα

ckОценим 71'ι
пr' ≤ ⅛ Σ c* → °> («→ ∞)∙

n к=[Это следует из условия (в).Оценим lį, применяя интегрирование по частям:
I +

£
a

ck

еЯлЛ л r „÷⅛Σ f ⅛
£ 
a 

ck

h=rλ + ι^

в

Из условий теоремы следует, что-⅛÷ ¾4÷⅛Σ⅞→.⅛-∙-~∙'∙
при n→∞.



569Интегральная предельная теоремаОценим второе слагаемое Γ1. Из условий (а), (б) и (в) следует, что

при
где

ЛΣJt=l

n e*"  г „ 
į Σ f ⅛ " ⅛-ι Λa 

ck

εBf

f2 а 
ск

sBn+⅛%=⅛Σ⅛ ∕>*4'÷
<⅛(y) yl~ady ≤

2(2-α)⅛ max
1 ≤fc≤π

max i ■(j)
2 ------------ 5- max (2—α)Bn ι≤∕c≤∏ max2αck a≡∙>,s≡tB∕l ■(№

n→∞,

Ск

⅛=ι 2a 
ck

Jt=l
2(2-α)j⅛

e2-. jβ2-. £ Ck _

2-a

Л=1

2ε≡-a c'2 —a , 2ε≡-≡ea^1" 2-a

2
+ В2„

+
ck ≤y≤tBn

I1 оценивается
c2 = lim max

n→∞ l<λ≤π max c2
ck^zβn

аналогично и стремится при n→∞ к
где
Получили, что

c1= lim max
n→ao l≤Λ≤n

max 1 “ (^τ∖ • -≡Bn≤j'≤-c≡ \Ck /

lim
n→∞ 2-аf xidFk(Bnx) = ^Ξ-α⅛.<≤÷f).+-2(⅞÷⅞⅞

; х I < ε

И

Теорема полностью доказана.
Поступило в редакцию12. V. 1967
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INTEGRALINĖ TEOREMA STABILAUS RIBINIO DĖSNIO ATVEJUJ. BANYS
(Reziumė)Straipsnyje nagrinėjama nepriklausomų atsitiktinių dydžių seka (4) su pasiskirstymo funkcijomis (5). Įrodoma, kad, esant sąlygoms (a), (6) ir (в),

n

P
Σ⅛
—— — < x

Bn
→ Go. (x)> (n→ oo),

kur Gλ (x) — stabilus dėsnis su rodikliu α (0<α<2).
INTEGRALER GRENZWERTSATZ FÜR DIE KONVERGENZ GEGEN DAS 
STABILE GRENZGESETZJ. BANYS
( Zusammenfassung)In dieser Arbeit wird die Folge (4) unabhängiger Zufallsgroßen mit der Verteilungsfunktion (5) betrachtet. Es wird bewiesen, daß bei der Bedingungen (a), (6) und (в)

P

n

Ga(x), (λ→oo),
gilt, wobei G (x) Stabilgesetz mit α (0<a<2) ist.


