
LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS, VII Nr. 4, 1967 ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК, VII № 4, 1967

ОТЫСКАНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ РЕШЕНИЙ 
ОДНОГО КЛАССА СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Часть IIп. голоквосчюсВ работе [1] указывалось, что в общем случае основной промежуток (0,1) распадается на части {(α, β)}, на каждой из которых (α, β) матрица Qo (t) в системе дифференциальных уравнений (1) имеет вид (27), где величины 
bk (к= 1,2,3) сохраняют постоянное значение. Однако при переходе от одного промежутка (α, β) к другому (α', β') Ьк могут изменяться скачком.Рассмотрим теперь тот случай, когда множество {(α, β)} состоит из двух элементов, т.е. (0,l) = (0,γ) U (γ, 1) 0<γ<l,причем матрица коэффициентов Qo (t) соответствующей предельной системы, получаемой из (1) при μ→0, в точке t=γ имеет разрыв первого рода*<

§ 1. Условия непрерывности и перестановочностиВ данном случае матрицу (27) запишем в виде
где ⅛(0={ Ьк при O<z≤γ, 

ск при γ < t<1.
(224)
(225)

Здесь Ьк и ск не равные нулю вещественные постоянные, причем по крайней мере для одного к=\, 2, 3 имеем bk≠ck. Как и прежде, функции φk (t) (к= 1,2) будем предполагать непрерывными и периодическими с периодом ω = l, обладающими свойством, φk (0)=φfc (1)=0.Укажем для матрицы (224) условия непрерывности и ее перестановочности со своим интегралом.Так как lim [bk(t)φ2(()] = bkφt(γ) (fc=l, 2, 3),∕→γ-0lim [bk(t)φ2(∕)] = ckφ2(γ) (k=l, 2, 3),r→γ+O
♦) Идея исследования этого случая возникла на семинаре проф. Н. П. Еругина и автору была предложена Ю. С. Богдановым.



596 П. Голоквосчюсто необходимым и достаточным условием непрерывности матрицы Qo (t) в точке z=γ является осуществление равенстваφ2(γ)=0. (226)Из (32) имеем 1«1= f 91 (0 dt, (227)О1 Y 1
<⅛= f 9i(f)dt= f <⅛{t)dt+ f φ2(t) dt = 0, 

0 1' γтак как для перестановочности (4), т.е.0о (0 f Qo(τ)dτ= f β0 W <*τ  ∙ β0 W,о 6необходимы условия Y 1
f φ20)Λ = θ, f φ2(t)dt = 0.

О γСледовательно, в данном случае в формуле (31) непрерывные и периодические с периодом ω = 1 функции ψfc (Z) принимают вид
t 1ΨιW=∫ <Pι(τHτ~' f <P1(')^,о о/ ψ2(0=∫ <P2(τHτ>о

(228)

(229)

(230)
(231)причем ψ1 (0) = ψ1(l)=0,ψ2 (0) = ψ2(γ)=ψ2(l)=0. (232)(233)В рассматриваемом случае условия непрерывности матриц Pfc (t) 

(k= 1,2,...), определяемых по формуле (8), укажем в § 3.
§ 2. Канонический вид матриц Po (z), exp (± Ao t) и z±1 (z)Рассмотрим канонический вид указанных матриц, входящих в формулы (15) и (26), в различных случаях.Ради краткости записи обозначим

где
( b↑ + 4b2b3 при v = 1, “1 cf + 4c2c3 при v = 2; (234)

p^> = β, = V∆I (v=l, 2), (235)
Pι,l2 = у (-i ßi)» (236)
РЙ = у (→ι±β2)∙ (237)



Отыскание характеристических чисел 5971. Предположим β1≠0, Δv≠0 (v = 1,2), (238)где v = 1 для O<r≤γ∏ v = 2 для γ<t< 1.Тогда в системе (1) матрица 0o (0 имеет разные характеристические числа (х. ч.) <Pι(0+∙5∙ (*ι±βι)W')  при θ<'≤Y. φι (0 + у (ci ± β2) φ2 (0 при γ < t < 1ζl,2(') = (239)
и согласно (8) получаем il ζι(0. о IIP.w = s,-,β<>ωsv= 0> ζj0 ||, (240)причем Ml ⅛>1⅛> I(v=i> 2)> (241)

D(Sv) = -βγ≠0 (v=l, 2).Принимая во внимание (226), из (239) и (240) видно, что матрица Po (t) в основном промежутке (0,1) является непрерывной.Учитывая (16)-(18), (34)-(36), (227), (228), (230) и (231), имеем
¾ (') о 0 llη2(') ∣Γгде периодические с периодом ω=l функции

ηι,2 (0 = Ψ1 (') + -J- (bl + βι)ψ2(0 при O<r≤γ, Ψι(0 + ⅛ (^ι±β2)ψ2(O при γ<r<l

(242)
(243)
(244)

в точке r=γ являются непрерывными, так как согласно (230) и (233)Y 1¾2 (γ-0) =¾2 (γ)=η1,2(γ + O) = Ψ1(γ)= f <Pι(τ)d~-γ f φι(τ)tZτ. (245)о оКроме того, из (232) и (233) следует, что функции (244) обладают свойствомη1,2 (0) = η1,2(l)=0.Таким образом, на основании (19), (242) и (243) находим
il, e±a>t 0 IIeχp( + 4√) = i∣ 0 e±Oi, ∣∣ = ∕e*̂ ∙',

+ 1 || e±r"' 0 l∣zf W || 0 e±-->=' J’
(246)
(247)причем здесь и в дальнейших аналогичных выражениях берем соответственно верхние или нижние знаки.



598 П. Голоквосчюс2. Пусть α1≠0, Δv=O (v = 1,2), (248)где, как и выше, v = 1 для 0 < ∕ ≤ γ и v=2 для γ < t < 1.В этом случае в системе (1) х. ч. матрицы Qo (t) равны с непростым элементарным делителем.Тогда Il ζ(0 О IIPo(0 = ^-1βo(z)5v = ∣∣ χw ζw [, (249)где II 0 1 IIН 1 pW Į (*=>.  2),—⅛ п₽и 0<'≤b--⅛- πP* 1 Y<'<l'∙ (250)
ζ(0 = <P1(') +у Мг(') при 0<∕≤γ,φι(') + y c1<P2W ∏P∏ γ<f<h⅞φ2(z) при 0<∕≤γ, 1

c3 φ2 (?) при γ < t < 1.
(251)
(252)Согласно (16), (228), (229) и (248) —(252), матрица Ао имеет вид (242) и exp (±Λ√) определяется по формуле (246). На основании (17) —(19), (31), (251) и (252) получаем II η(') 0 II,∙H>β ,«>!■ 12531где, учитывая (229) —(231), периодические с периодом ω = l функции

η(0 = Ψ1W + 4 6ι Ψa (') ПРИ 0 <t ≤ Y. 
ψι(0 + y cιΨ≡W ПРИ Y<'< 1∙ (254)

⅞ψ2(θ при O<Z≤γ, c3 ψ2 (г) при γ < t < 1 (255)являются непрерывными и в точке ∕=γ. Кроме того, имеемη (γ-0)=η (γ)=η (γ + 0)= ∫ φ1 (t)dt-γ f φ1 (t) dt,о оa(γ-0)=^(γ)→(γ + 0) = 0,θ(0) = θ(l)=η(0) = η(l)=0.В данном случае матрица z0i(z) имеет вид (48), т.е.1±θ(∕) 0IIi II’ (256)причем η (/) и θ (t) даны соответственно формулами (254) и (255).



Отыскание характеристических чисел 5993. Предположим α1=0, Δv≠0 (v = l,2), (257)где, напоминаем, v = 1 для 0 < t ≤ γ и v=2 для γ < t< 1.Тогда, согласно (16), (227), (228) и (242) получаем1Λo=[ P0(OA=θ. (258)О II 1 о II exp(±Λ0∕) = ∣∣ 0 1 ∣∣=Z, (259)
а матрица zį ,(∕) принимает вид (247), гдет^ (г) и η2 (г) определяются по формулам (244).Из рассуждений, проведенных в случае 1, нетрудно заметить, что в случае 3 х. ч. матрицы Qo (/) разные и что они даны соответственно формулой (239).4. Пусть α1=0, Δ1≠0, Δ2=0. (260)Тогда, согласно двум последним условиям, в системе (1) матрица Qo (г) имеет при 0< z≤γ разные х. ч., определяемые равенствами (239), а при γ< t< 1 ее х.ч. равны с непростым элементарным делителем, причем они даны формулой (251). Учитывая первое из условий (260), нетрудно заметить, что в данном случае имеют место формулы (258) и (259).Кроме того, в данном случае0 

e±rt3 (О (0<^≤γ),
ηι.2 (0 = Ψ1W + у (b1 ± β1) ψ2 (/);

(261)
(262)2±1 (r)= e±η(') 1±θ∙(r) 0II i II (γ<∕< 1),

η W = ΨιW + y c1Ψ2 (О,
(263)
(264)M0=⅛W∙ (265)5. Аналогично, в случае выполнения равенствα1=0, Δ1=0, Δ2≠0 (266)Ло и exp (±A2(t) имеем соответственно в виде (258) и (259), аz±>(∕) = e±η(<> II 1 0 Į] (O<f≤γ), (267)II ±»(о i IIη(O = ψι(O+∣ ¾ψs(0, (268)⅛w=⅛ψ2ωι (269)|1 e±η∣(O 0 ||zθ ω = j0 eiη,ω∣∣ (γ<'<i). (270)

41.2 (0 = Ψι (0 + 4 ^1±β2)Ψ2W∙ (271)



600 П. Голоквосчюс

(273)
(274)

В данном случае в системе (1) матрица Q0(t) имеет при 0<∕≤γ равные х. ч. с непростым элементарным делителем, а при γ<z< 1 ее х. ч. разные. Они определяются соответственно формулами (251) и (239).6. Предположим, наконец,α1=0, Δv=0 (v = 1,2). (272)Тогда матрица Qo (t) имеет πpπθ<t≤γ и при γ<z< 1 соответственно равные х. ч. с непростым элементарным делителем, причем в этих интервалах они даны соответственно формулой (251). Для Λo, exp (±Λ0t) и zξ 1(z) имеют место равенства (258), (259) и (256), гдет] (г) и θ (г) получаем из (254) и (255).
§ 3 Элементы матрицы Pk(t)Принимая во внимание преобразование (5) и формулы (8), в основном промежутке (0,1) для матричных коэффициентов ряда (7) имеемΛW = ¾-10k(∕)¾=pω(r) = ∖∖p⅛kHt)∖∖(σ, V, 7=1,2; fc=l,2,3, ...), где p(A=fp*υW ПРИ 0<'≤b

k Į Pį2) (г) при γ < t < 1.Определим элементы матрицы (273) для 0<∕≤γ и для γ<∕< 1 в двух случаях.1. Предположим сначала, что в системе (1) выполняются два последних условия (238).Тогда, учитывая (241) и обозначения (235), получаем выражения элементов матриц Pįv)(z) (v= 1,2), составляющих матрицу Pk(t) по формуле (274), через элементы (σ, v =1,2) матрицы Qk(f) и величины (236) или (237):
P"y ®=⅛ М’ (0 - p^> <?ff> (')+pV, (0 - & 9⅛∙, ('))]. ∕⅛,ω=⅛ [p?ww-⅛, (о+p,7, (p,r,9⅛,ω-⅛, w)]. (275)p⅛, (0=⅛ [<?£’ 0) - pV, (') + p5', (0 - р^ я® w)].∕,2∣m(') = ^ [pιvMf (')-?“’(') +Pi"’ (p1Γ'9'* ,W-922,('))] •Отсюда при v = l получаем элементы матрицы Pkυ(0, а при v=2 имеем элементы матрицы Pį2)(0-2. Пусть, теперь, в системе (1) имеют место два последних условия (248).Тогда, аналогично вышерассмотренному случаю, учитывая обозначения (250) и формулы (273) и (274), получаемРиА) (0 = (0 - P(v) 7i? (0»
р№ (0 = 7i? (0 + Pw 7i? (0,
Ре? (0 = 72? (0 - P(v) 71? (0 + pw (72? (0 - pω 71? (о) » р(;?(0=7!?(0, 

(276)



Отыскание характеристических чисел 601причем при v = l имеем элементы матрицы P[.υ(г), а при v=2 — элементы матрицы Pį2)(r).Так как в матрице (224), по крайней мере, для одного j= 1,2,3 имеем bj≠cj, то в равенствах (275) и (276) величины pįv)(fc, v = 1,2) и p(v) (v= 1,2) удовлетворяют соответственно условиямpt,>≠pl2> (fc=l, 2), p'*>≠ p4Кроме того, в соотношениях (275) и (276) функции qS,∖t) (σ, v = l,2), как элементы матрицы Qk (/), являются непрерывными. Следовательно, необходимым и достаточным условием непрерывности матриц Pk(t) (k=l,2, ...) в точке r=γ является осуществление paBeHCTB* j^(γ) = 0 (σ, v=l,2; ∕c=l,2, ...). (277)Следует заметить, что эти равенства должны иметь место и в случаях выполнения двух последних условий (260) и (266), т.е. когда матрица Po (t) при O<r≤γ имеет один, а при γ<z<l другой канонический вид.
§ 4. Характеристические числа матрицы Po (t) вещественные и разныеУчитывая обозначения (234), предположим, что в матрице (224) велчины 

bk и ck удовлетворяют условиямΔv>0 (v =1,2). (278)Тогда х. ч. матрицы Qo (г), а следовательно, и матрицы Ро (г) (см. (240)) определяются равенствами (239) и они будут вещественные и разные.Предполагая выполняемость неравенств (278), найдем разложения х. ч. матрицы А (μ) по целым степеням достаточно малого параметра μ в двух случаях.1. Пусть 1
a1= f φ1(t)dt≠O. (279)оТогда матрица Ао имеет диагональный вид (242), причем ее х. ч. равные, т.е.ξι=ξ2=<⅛, (280)а матрицы Φo (∕), exp (±Λ0r) и zo1W находим соответственно по формулам (243), (246) и (247). Принимая во внимание (280), из (66) получаем α=0. Следовательно, из (65) имеем

tf P,ι'ι, (т) dτ- αfl,>r f g⅛>(τ)dτ-al1%l

zΛ∣) = ∙
0

t

0
t

⅞(0. (281)
f g2i(τ)dτ-a⅛>t

0
f p^(τ)dτ-a^t

0
♦) Из соотношений (276) нетрудно заметить, тельно подвергать условию (277). что в случае 2 элемент (t) не обяза-



602 П. Голоквосчюсгде функции
g,σ-l (τ) =P% (τ) eit,<τ> (σ, v = 1,2; σ≠v), (282)ι>(τ) = η1(τ)- η2(-) = βιψ2(τ) β≡Ψ≡(τ) при 0 < τ ≤ γ,при γ < τ < 1 (283)являются непрерывными и периодическими периода ω = l.Чтобы матрица z1(t) была периодической с периодом ω=l, необходимо выполнение равенств:

y i
⅛lσ, = f rfol,(0 А+ f P^(t) dt (σ = 1,2), (284)О γY 1
<⅛> = f P^'4t)e^M dt+ į p™ (t) f*-W^dl (285)

*)Если условие (290) не выполнено, то, используя (26), привлекаем к рассмотрениюследующее приближение матрицы (10).

Ö Y(σ, v = l, 2; σ≠v),где знак ,, + “ соответствует индексам σ=l, v=2, а знак индексам σ=2, v = l. При этом, согласно (247) и (281) z1 (г) получаем в виде (80), где непрерывные и периодические периоды ω= 1 функции φJV(r) в данном случае определяются так:
t Y 1φ⅛>(0 = ∫ P⅛'(τ) dτ-t[ f p⅛'>(0 dt+ f p™ (t) λ] (σ=l,2), (286)0 О γ

t Y 1φS,l' (0 = f gS)(τ) dτ-t[ J p<a^(t) e^M'>dt+ f p%n(t) e±bM'>A] (287)0 0 Y

(σ, v=l,2; σ≠v),причем, как и выше, ,, + “ соответствует индексам σ=l, v=2, а знак — индексам σ=2, v = l.Теперь находим дискриминант (12) характеристического уравнения (13) в виде ряда ∆(μ)=[τ (<⅛,-<⅛02+4P 4?] μ2+ • • (288)коэффициент которого при μ2 выражается только через элементы (284) и (285) матрицы √41.Предположим* 0 Δ"(0)≠0, (289)т.е. 4 M,-^)s+<⅛,<⅛,ι>≠0. (290)или, учитывая (284) и (285),4 [ f (p∖∖'4t)-P^4>)Λ+ į (p^4>)-P^'4t))dtf + [ip^(t)e^dt +

0 Y О1 Y , 0+ [ P,⅛1Wj,φ,,',λ]∙[ f ⅛ιl,Wr**∙< ,>Λ+ fp<2ll>(∕)e-0=⅛.<'>A]2≠O, (291)γ о γ 



Отыскание характеристических чисел 603
где функции p⅛kJ>(t) определяются по формулам (275), а числа βv — из равенств (235).Тогда на основании [2] и [3] х.ч. матрицы Λ(μ) при достаточно малых μ разлагаются по целым степеням р:Ч 2 (μ) = <h +1 [⅛, + <⅛> + V(α}'1>-⅛,)2 + 4α⅛>⅛> ] μ+о± (μ), (292)причем a1, ⅛θ (σ, v = 1,2) даны соответственно формулами (227), (284) и (285), а величины o+(μ) и о_(р) являются бесконечно малыми порядка выше первого по сравнению с μ при μ→0. Учитывая эти формулы и обозначения (231), (235) и (273), получаем

Y iа!1? + ай = ∫ σ (pι0 (θ) dt + f σ (pi2) W) dt>о
< - = į (0 -p½υ (О) Л + j (∕>p1'> (0 -pg'> (О) dt, (293)о ' γ

ai2 fl2*P = [ f p∖ψ (t) cm''-<∙,') dt + f Pι22υ (t) dt j . Į ∣, p<2,li> (t) dt+6 y 6i + f P(22il) (0 e~0=ψsω dt ] ,

Yгде σ обозначает след матрицы.2. Предположим теперь 1<⅞= ∫ φ1(0<ft=0, (294)от.е. характеристические числа матрицы Ло равны нулю.Тогда, согласно (242) будет Λo=O, а z±1(z) определяется равенством (247). На основании (25) или (65) нетрудно убедиться, что при достаточно малых μ и при выполнении условия (291) х. ч. матрицы А (μ) разлагаются по целым степеням р:λι,2(μ) = y [*∣V+⅛2  ± 1/W? - ⅛j)2 + МгМ'Л μ + °± (μ), (295)причем элементы ⅛lv> определяются по формулам (284) и (285), т.е. имеют место соотношения (293.).
§ 5. Характеристические числа матрицы Po(∕) равныеПринимая во внимание (234), предположим, что в матрице (224) величины 

bk И ck удовлетворяют условиямΔv=0 (v=l, 2). (296)Тогда х. ч. матрицы Qo (г), а следовательно, и матрицы Ро (0 (см. (249)) определяются равенствами (251) и будут равные с непростым элементарным делителем.



604 П. ГолоквосчюсПредполагая выполняемость условий (296), рассмотрим тот же вопрос, как ив § 4., в случаях (279) и (294).1. Пусть имеет место неравенство (279).Тогда exp (± Λ0t), Фо (0 и zθi,(z) получаем соответственно в виде (246), (253) и (256). Кроме того, согласно (25) и (246) имеем
tZ1 (t) = f (z0 P1 z* 1 - A1)dτ - z„ (t). (297)0Чтобы эта матрица была периодической с периодом ω = l необходимо положить

Y i

Λι= f z0P}l> Zq1 dt + [ zoP^Zoldt, 
о Yгде матрицы PjÄ)(Zc = l,2) определяются формулой (274). Отсюда, принимая во внимание (254) —(256) и обозначения (273) и (276), получаем

Y⅛'J = f [p⅛,(0 + ⅛∕12υWΨ2W] d>+о+ / [ (0 + (t) ψ2 (t) ] dt (σ = 1.2), (298)
Y γ 1α⅛, = f pW,(') d‘+ f ∕>⅛',W dt, (299)

o y⅛V = f [p2,ιnW + ⅞(p111υW-P2,20(θ) Ψ2W-⅛∕∣,2υ(O Ψ2(θ] +0 1
+ f + Mt)-dp^(t) ψ5(r)] dt, (300)

Yпричем в (298) индексу σ= 1 соответствует знак а индексу σ=2 знак ,, + “. При таком выборе элементов (298) —(300) матрицаz1(r)=Φ1(r)z0(r), (301)где
t Y 1Φι(0 = !iφiVWi!= f zoP1Z0ldτ-t( f zoP^Zo'dt + f zoPll2iZoldtj

0 0 Y(σ, v=l,2),является непрерывной и(301) находим периодической периода ω = l. Учитывая (256), из 
<pVi,W+φ⅛, (')Ш φf'>,(o ;] rω <⅛l∣,W+φW)S(0 4⅛,(') V 'Здесь функции η (г) и θ (z) определяются соответственно равенствами (254) и (255).



Отыскание характеристических чисел 605Так как матрицу exp (± A0t) находим из (246) и выполнено условие (279), то нетрудно заметить, что. в рассматриваемом случае дискриминант Δ (μ) имеет вид (288).Предположим, что выполняется условие (290), где элементы aįįj даны формулами (298)-(300).Тогда х. ч. матрицы А (μ) при достаточно малых μ разлагаются по целым степеням μ и разложение будет вида (292), причем надо принимать во внимание (279) и (298) —(300). При этом в разложении (292) верны соотношенияY 1
⅛, + <⅛> = f σ (P{1>W) Λ + ∫ σ (P{2>(r)) dt, (303)о YY 1

<⅛>-⅛,= f [pħ0ω-⅛υW-2⅛ψ2(OP⅛,,(θ] <*+∫o γ— 2 c3 ψ2 (z)p∣t20 (t)] dt. (304)Здесь элементы α⅛j и t⅛11j определяются равенствами (299) и (300), а функции (0 - формулами (276).2. Пусть теперь имеет место равенство (294).Тогда, согласно (242) имеем Ao=0. На основании (25), (254), (259), (263), (297) нетрудно убедиться, что при выполнении условия (290) имеет место разложение (295), причем принимаем во внимание (299), (300), (303) и (304).Наконец, приступим к рассмотрению данного вопроса в более интересном случае.
§ 6. В основном промежутке матрица P0(t) разной структурыРассмотрим разложение х. ч. матрицы А (μ) по целым степеням достаточно малого параметра μ в двух случаях, когда матрица Qo (t) имеет при 0 < t ≤ γ один канонический вид, а при γ<z<l ее канонический вид другой.1. Пусть, например, выполняются условия (260), т.е.

Iαx-= f 9ιW^ = θ. Δ1 = Z>f + 4Z>263≠0, Δ2 = cf + 4c2c3 = 0. (305)оВ этом случае Ao=0 и матрица Q0(t) при O<z≤γ имеет разные х. ч., а при γ<z<l ее х. ч. равные с непростым элементарным делителем. Тогда структура матрицы P0(t) будет (240) при O<z≤γ и (249) при γ< t < 1, причем ее х.ч. ζι,2(0, ζ (0 и элемент χ (t) получаем соответственно из (239), (251) и (252).Согласно (297), (247) и (256) в данном случае имеем
Y i= ∕ Z⅛1β', (0 dt + f [p⅛') (0 + c3p⅛'> (0 ψ2 (θ] dt (σ = 1, 2), (306) o YY 1

<⅛ = f ∕>⅛,,(0 d^∙<l>dt+ f p∖φ(t)dt,o Y (307)
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⅛p = į P21υ We^βlψ*ω^÷о1+ ∫ [p22lhw+¾(pl2lυw-p222υ(0) Ψ2(o-⅛ψ2(opl22υ(o] dt> (308) Yгде функции pθυ (t) и ∕⅛2°(z) определяются соответственно по формулам (275) и (276), а величина β1 — равенством (235).При таком выборе элементов α<,J (σ, v = 1, 2) матрица z1 (z) получается непрерывной и периодической с периодом ω = l. При O<z≤γ из (301) имеем
/Л= II tfι'ιl (0 e"',° || φ,2'1, (/) е’><0 φ<∣)(i) e4≈(') |1<P22>(0 И * (309)

где функции ησ(t) даны верхним равенством (244). При γ<r<l z1(t) будет вида (302), причем η (г) и θ (г) определяются соответственно нижними равенствами (254) и (255).В рассматриваемом случае дискриминантΔ (μ) имеем в виде (288). Следовательно, согласно (306) —(308), при выполнении условия (290), которое будет
[ į (∕111°W-P½l,ω) dt+ j (pf1'>(0-∕⅛υ(')) Λ-2<⅛ j ∕122l>(0ψ2(0<*] 2 + 

о γ γ
+ [ ∫ P1l2υ (0 e0,ψ=w dt+ J*  pi22υ(z) dt]∙ l ∫ P2l10 (0 e~βlψsω dt +0 Y 1 0+ ∫ [∕⅛W) + c3(pS21°(0-^22,,(0) ψ2ω-¾W(0 Ψi(θ] ≠ 0, (310) Yх.ч. матрицы A (μ) разлагаются по целым степеням μ и имеем разложение вида (295). При этом, учитывая (306), справедливы соотношения (303) и

4,∣,-⅛>=∫ (pH1>(')-∕⅛14o)λ+
6

+ f [∕,!∣υ W-pg” (0- 2 ⅛∕>8* , W ψ2 (θ] dt, (3ii)Yа элементы a∖2> и ⅛> даны соответственно формулами (307) и (308).2. Предположим, что имеют место условия (266), т.е.
al = fφ1(t)dt = O, Δ1 = δJ+ 4Z>2⅛ = 0, Δ2 = cJ + 4 c2<⅛≠0. (312)ОТогда Ao=O и матрица Qo (t) при O<z≤γ имеет равные х.ч. с непростым элементарным делителем, а при γ< t< 1 ее х.ч. разные. При этом структура матрицы Ро (?) будет (249) при 0 < t ≤ γ и (240) при γ < t < 1, причем ее х. ч. ζ (/) и элемент χ (г) определяются соответственно верхними равенствами (251) и (252), а х. ч. ζ1,2 (t) - нижними равенствами (239).



Отыскание характеристических чисел 607Аналогично, как и выше, используя (297), (256), (247) и подчиняя z1 (t) условию периодичности, находим элементы матрицы Λ1t

У i<⅛□' = ∫ [∕⅛'J, (0 + M½'> W ψ2 ω] Л + f (0 dt (σ= 1,2), (313)6 γY 1
a\'į = ∫ pW(l)dt + f pW(t)eMMdt, (314)o YY02? = ( [∕,2∣0 (0 + ⅛ (p∣ l0 W -P½° (θ) ψ2 (') - Й3 P S 2 ’ («) Ψl (θ] dt +o 1

+ f P%i,>(t)e-M∙('>dt, (315)Yгде в формуле (313) индексу σ= 1 соответствует верхний знак а индексу σ=2 — знак ,, + “. Функции pQ,v* (t) и p⅛v* (t) получаем соответственно из (276) и (275). Величину β2 находим из (235).В данном случае дискриминант Δ (μ) выражается тоже в виде (288). Предполагая выполняемость условия (290), т.е.■И j [pVιυ0-p½1>W-2⅛P⅛',(O ψ2(θ] dt+ j (^21,>(0-⅛oW)λ}2 +
l 0 γ '

+ [ /pW W dt + jPW (t) e∙⅛ω *]•{/[ pW (t)+b3 (rfll> (t) -PW (0) ψ2 (0 -
0 γ 10

- blp)l2υ (0 Ψi (θ] dt+ f pW (0 e^fcφ∙w λ } ≠ o, (316)
Yполучаем при достаточно малых μ разложение λlι2 (μ) в виде (295), причем, при учитывании (313), имеют место соотношение (303) и

⅛>-<⅛>= j [pW(,)~pW (,t)~2b3pW (,) Ψ≡ω] dt +

о 1+ ∫[∕tf'> (»)-/$’(*)]<*•  (317)YВ данном случае в (295) элементы α⅛ и ⅛j находим по формулам (314) и (315).Если в полученных разложениях (292) и (295) вещественная часть свободного члена или коэффициент при наименьшей степени μ не равен нулю, то вопрос об ограниченных решениях системы (1), в которой матрица Qo(t) имеет вид (224), решается при всех достаточно малых значениях μ.Случаи, когда множество {(α, β)!} состоит из п или из бесконечного (исчислимого) множества элементов, рассматриваются аналогично.
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Пример. В заключение рассмотрим системуsin 2π∕ + bl (t) sin 4πZ 
b2 (t) sin 4πt

b3(t) sin 4πt II sin 2πt I j ++Σ
к=1

0|| 1— cos4kπt
sin 2kπt0 Ii μ*] , (318)где

bll(t) = .
-2; -1; 1 при o<,≤4 >

11; з при 2<'<1∙причем здесь в каждой строчке последовательно выписанные значения соответствуют индексу к = 1,2,3.В данном случае Y = γ ’ φι(0 = si∏2π∕,а функция φ2 (0 = sin 4πtобладает свойствами (226) и (229). Кроме того, Ψv(θ=⅛-(l-∞s2πvθ (v=l,2);9 п’ (0 = ⅛22, (0 = 0. 911' (О = sin 2kπl, (0 = 1 — cos 4kττt, где к= 1,2,...Для системы (318) выполняются условия (312), так как
1o1= J*  sin2πfΛ = 0, Δ1 = 0, Δ2 = 4.

оСледовательно, элементы а£> (σ, v = 1,2) матрицы A1 находим по формулам (313)-(315), в которых, учитывая (275) и (276)
Р&п (t) =P2ιn (t) = -∕>∣'1υ (z) = sin 2πt, 

pW(t)=l — sin 2πf-cos 4πt∖
Pi∖p(t) = -P22υ W =y (1 +∙∣∙ sin 2πr-cos 4π∕) , P12, W = у (1 ~cos ⅛πt ~ s*n %7τt) >∕421υ (0 = у ( — 1 + cos 4πt + -i- sin 2~t ) ,а величину β2=2 вычисляем по (235). Таким образом, имеем

П) _ 1_1.1 V ____ (2n÷l)!! , 2 V 2я012 “ 2 π + 4 Δ (2π)" л! (и +1)! 8π π"(2Λ÷l)!! ’л=0 л=0,<» _ 1 _ 143 . 17 . _1 n / _ M V 2π (2п+1)!! —(2п)И (п+1)'2' - π 192πa + 120π3 + 8π F ∖ π∣ Λ (2π)" л! (п+1)! (2п+1) ’л=0



Отыскание характеристических чисел 609причем нетрудно убедиться, чтоα},l> + ⅛> = 0, β⅛>>0, α<,1>>0.Так как (⅛>-<⅛,>)2 + 4α⅛><⅛',>0,то выполняется условие (290). Следовательно, согласно (295), характеристические числа системы (318) при достаточно малых μ разлагаются по целым степеням р:
KΛv-)= ±4 V (<2ll'-⅛1)2 + 4αl'VαJ∣' μ + oi(μ),

где один из вещественных коэффициентов при μ является положительным, а остаточный член о± (μ)→0 при μ→0. Таким образом, интегральная матрица системы (318) будет неограниченной при r→ + оо.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 17.III.1967
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VIENOS KLASĖS DIFERENCIALINIŲ LYGČIŲ SU PERIODINIAIS 
KOEFICIENTAIS SISTEMŲ SPRENDINIŲ CHARAKTERINGŲJŲ SKAIČIŲ 
RADIMAS

П dalisP. GOLOKVOSČIUS
( Reziumė)Šiame darbe, kuris yra [1] tęsinys, tiriama lygčių sistema"=7βll.μj, (I)

kur antros eilės periodinė su periodu ω = 1 reali matrica∞β('. И) = ∑ Qk(t)v-k (β*(∕+l)  = β*(θ)  (2)fc=0yra aprėžta srityje ∕≥0∙ μ — skaitinis realus mažas parametras, o (2) eilutė konverguoja intervale ∣μ∣<Λ. Čia X — sistemos integralinė matrica. (2) eilutėje9ι(0'+M0 9г(062(O <P2(O ^3 (0 <₽2 (0 ||91(0 Ii ⅛(<)-{ bk,
Ck,

kaikai 0<∕≤γ,γ<f < 1,



610 П. Голоквосчюсkur 0<γ< 1, bk ir c∣i — nelygūs nuliui pastovūs realūs skaičiai ir bk≠Ck mažiausiai dėl vieno 
k= 1,2,3. Funkcijos φ⅛ (t) (k = 1,2) yra tolydinės ir patenkina sąlygas:φΛ(' + l) = φH'), φjt(θ) = φ⅛(l) = O, φ2(γ) = 0,

y i
f q>2(t)dt = f φ2(t)dt = 0.o YŠiame darbe yra gauti (1) sistemos sprendinių charakteringų skaičių išdėstymai mažo parametro μ laipsniais tuo atveju, kai

t t

Q{t, μ) f Q{~, μ)^τ≠ f β(τ, μ)dτ-Q(f, μ),0 0o matrica O0 (r) kamutuoja su savo integralu ir intervaluose (0, μ) ir (μ, 1) yra skirtingo kanoninio pavidalo.
LA RECHERCHE DES NOMBRES CARACTERISTIQUES POUR LE SYSTEME 
D UNE CLASSE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES A COEFFICIENTS 
PERIODIQUES

IIP. GOLOKVOSČIUS
{Resume)Cet article est la continuation d’article [1]. Ici nous recherchons les nombres caracteristiques pour le Systeme

^t-=XQ(t, μ), (1)
OU ∞β('. μ)= ∑ β√>) μt (β*(<+∣)=β*(<))  (2)k=0est une matrice reelle du second degrė. Catte matrice admet la periode ω = 1 par rapport ä t. Les matrices Qk{t) (k= 1,2,...) sont bomėes et continues de la variable reelle r≥0. X est une matrice integrale, μ est un petit reel parametre variable independant de t. La serie (2) est convergente pour lμ∣<Λ,Supposons que les matrices Q (t, μ) et Qo (t) satisfont respectivement aux relations:

t t

Q {t, μ) f Q (τ, μ) dτ ≠ f Q (τ, μ) dτ ∙ Q {t, μ),0 0
t t

Q°(t) f Qa(τ)dτ = f β0(τ) dτ ■ Q,(l),0 0oil
b3{t) φ2(') Ilφι(') II ’0<r≤γ, 

γ<t< 1.Observons que dans les cas mentionės ci-dessus bk et c∕c sont des constantes quelconques difΓe- rents de 0 et que bk≠ck au moins pour un noumero k= 1,2,3. Supposons que les fonctions φ*(∕)  
{k= 1,2) sont continues, admettant la periode ω = 1 et satisfaisant aux conditions:φ*(θ)=φΛ  (l) = θ (Λ = 1, 2), φa(γ) = 0,

y 1
f φ2(t)dt= f φ2(t)dt=0.0 Y


