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ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗРЕШИМОСТИ УРАВНЕНИЯ БЕСКОНЕЧНОГО 
ПОРЯДКА В ОБОБЩЕННЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ГЕЛЬФОНДА - 
ЛЕОНТЬЕВА В НЕКОТОРОМ КЛАССЕ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ

Т. И. ДЕМЧЕНКО∞Пусть∕(χ) = ^ akxk — целая функция такая, чтоΛ = 0 к ____
1/ ^1 -αfc≠0, fc = 0,l, . . .; lim Г jak ∣fc!p =(pσ)p , (1)

k→∞
∞

у (х) = ykx k — произвольная функция, аналитическая в круге ∣ х ∣ < R, 
к=00< Λ≤ оо. Назовем функцию

00
О"У (*)  = ∑ ~l ykxk-",

к = пвведенную в работе [1], обобщенной производной Гел ьфон да-Леонтьева я-го порядка от функции у (х), порожденной функцией f(x). Уравнения бесконечного порядка в обобщенных производных с постоянными коэффициентами подробно изучены в работах А. Ф. Леонтьева и его учеников (см. [2] —[4] и др.), а с полиномиальными коэффициентами исследованы в работах [5], [6] при определенных условиях на коэффициенты уравнения.Целью настоящей работы является исследование уравнения бесконечного порядка в обобщенных производных Гельфонда-Леонтьева с полиномиальными коэффициентами
00 р

Ly≡∑ Pk(x)D*y(x)=g(x), Pk(x) = ∑ aįr, р>1, (2>
к=0 5=0при условии

к_____________sup lim VI ak ∣ k∖p * = D < 00 (ty

0≤5≤p k→∞в классе целых функций Į\ -у (pσ)p D~v}.Можно показать, что для применимости оператора Ly к классу [v, τ], 1v<p, необходимо и достаточно, чтобы Z><(pσ)p (vτ) v. Отсюда следует, что если оператор Ly удовлетворяет условию (3), то максимальным классом: 
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применимости (в шкале классов [v, α) j будет класс Į v, -i- (pσ)p Z>-vj . При этом обычная применимость эквивалентна регулярной (определения различных типов применимости даны в работе [7]).∞ 1 1Отметим, что функции ds(z) = ∑ aį k∖p v zk, s=0, 1, р, в силу (3)Л=0L -Lаналитичны в круге ∣z∣≤(vτ)v (pσ) p и, значит, в немного более широкомI z I ≤ [(vτ)v+А] (ρσ) p, h = h (τ) >0, для любого τ<7J- (pσ)p Z>~v.
Исследуем оператор Ly в классе [v, τ], v<p, τ<- (pσ)pZ>-v, для чего введем банаховы пространства функций

У W=X ykχk-
k=0

Bq С НОРМОЙ Σ -∣⅛ ew^=ιw⅛
k=QИ Cq с нормой Σ ∣⅛⅛et∣(fc-^"'=∣MceЛ=0Для 06ω‰L. мЦ

L(vτ)v+Λ (vτ)v J считаем, что α∏ = α∣∏∣, когда п<0. Очевидно, что[*>  V (pσ)p β^v) ≡⅛C<2≡ Į*.  7 (pσ)" β^v]∙Лемма 1. Пусть функция f(x) удовлетворяет условиям (1) иsup----- ' fln+-1l—r = Λ<∞. (4)∣α,,l(α+l)"p
Тогда оператор Ly (p≥l) является линейным, непрерывным из Bq в Cq 
при любом фиксированном β∈Ω.В классе [v, τ] уравнение (2) эквивалентно алгебраической системесо [р, «’](⅛=∑ ∑ m = 0∙ 1........ (5)

k=0 s=0где [р, m∖ = min {p, m}.Пусть у (х) ∈ Bq, 0 ∈ Ω, обозначим ∣⅛=r⅛ βtfc!v^7∙k I ал I



Исследование разрешимости уравнения 613Из условия (4) следует, что⅛-J∣(n,-p)∣r ’ < AP_S < А„ + 110m-p∣(m-s)!v p для любых m и 0≤s≤[p, т]. Поэтому
∣!^∣⅛-∑ ≡J 6ΛXΓ*≤

т = 0<Σ ∑∑"∣⅛∣таδ-"[<⅛S⅞ 
m=0 k=0 s=0

∞ ∞ [ р, т] 11 ---------≤ ∑ ∑ ∑ ι⅛∣fc!~τ e-t+ι ⅛⅛⅛ ⅛,+t.
ш = о к = 0 s = 0 Р

1—Lv p≤
∞ I р 11≤(Λ'+1) ∑dl∑ ∑ ∣⅛∣⅛!'~β-*÷'≤

1=0 k=0 s=0
∞ р 11 ∞≤(Λ'+1) 2 ∑ I⅛∣fe∣~7 β^t+l ∑ 4=tf(δ)IM⅛ H(Q)<∞, ρ∈Ω. 

k=0 s=0 1=0

Замечание 1. Если р=0 и выполняются условия (1), то оператор Ly является непрерывным из Bq в Cβ, β∈Ω, так как(Ly)m=2 аоУт+к, m = 0, 1,
к=0и оо оо 11l∣ij'l!ce≤ ∑ ∑ ∖^∖dm+kQ-k[^⅛]v 7≤¾(0)l!y∣∣Be, ¾(β)<oo, β→Ω. wι=0Λ=0

Замечание 2. Условие (4) при p≥l в некотором смысле необходимо для справедливости леммы 1. Например, если
a2n=~(2n)↑, °2п+1= (2π + 2)!(n+l)2 ’ П = 0’ 1, •••’ (р=1’ σ=1)>то оператор L1y=yx(x) не является ограниченным в Cβ, v = -g-, 0∈Ω, тая как в любом Bq, 0∈Ω, всегда найдется функция

Уо W = 2j ni7Γ(2w) !2β2n ’
п = 1 для которой 00 _ 1II Λ∕δ llcβ=ll χη2 М !lc0 = ∑ « 2=∞∙

п = 1Очевидно, что класс [v, τ] - проективный предел банаховых пространств 
Bq, 0∈Ω, с другой стороны, проективный предел Cq,QeΩ∖ кроме того, согласно лемме 1 и замечанию 1 к ней, оператор Ly всякое ограниченное множество из ∩ Bq переводит в ограниченное из ∩ Cβ. Следовательно, 

Q е Ω Q е Ωсправедлива



614 Т. И. ДемченкоЛемма 2. Пусть выполняется условие (1). Тогда оператор Ly при р = О 
и, если выполняется условие (4), при ∕>≥1 непрерывен в

m = 0, 1, .
[V, τ], v<p, τ<l (pσ)t,D-∖При р = 0 этот факт другим способом показан Ю. Н. Фроловым [3]. Пусть

zm = ^ Q"'m↑' p, = β'"∣(m-jp)∣Γ p
Om Om-pС помощью равенств (5) введем оператор DQz:

/п \ (т ∖ Qm I (m~p) I!v ₽(DQz)m = (Ly)m ■ g----------

т = О, 1, ... (6)
Dqz, в силу леммы 1, непрерывен в ∕1 при любом фиксированном 0∈Ω. Действительно,

i!rzOx!∣∕∣- ∕l !∖i√∕m∣ ) ασ∣- i —
т = 0

H(Q)<∞.Лемма 3. Пусть α°≠0, выполняются условия (1) иlim----- L⅛±∙J- = o.
H→∞ - —l<⅞l("+Dv p

Тогда оператор Dqz при любом фиксированном QeΩ нормально разрешим 
В l1 и имеет конечную d — характеристику (αβ, aβ+p).Представим Dqz в виде суммы L∖2z+L2qz, где(Lj3z)w = O, w = 0, 1, .. p — 1,

{LxQz)m = aQpQPzm_p, т=р, р+1, ...,
т ∞ 11(⅛⅛=∑ ∑ ⅛⅛+ ⅛÷.-.e-*÷'[(⅛≡τΓ^f∙ m=0-1......... p~l∙j = 0 k = 0

(L2QZ)m=∑ 2 ⅛ -^∑p- zm + k-s Q~k + s [ ^ + k-s) ! ] ₽ +5 = 0 Λ=0+∑ [<S¾P β-*∙'∙к=1Оператор L1qz является нормально разрешимым в 71 с конечной d — характеристикой (0, р). Покажем, что L2qz вполне непрерывен в ∕1. Из условия (7) следует, что при m>N≥p

(7)

т=р, P+ 1, • • •



Исследование разрешимости уравнения 615если O≤s<p. Следовательно, ∑ l(⅛z)m∣≤
со оо p — 1≤ Σ Σ Σ ∣⅛∣β-l+lW=-Π к = 0 5 = 0

∣ow∣-5∣ (m-p)!v Р . Į Г (m-s)! ‰ p .2_1 '"n' + fc-i l L(m + Aτ-5)! J ",'
∖am-p ∣(w-5)!v p÷Σ ∑ l⅛μ-÷ β-‰-,l [⅛⅞⅛HJh<

m = n к=1 ∞ р-1 I £__1_<ε ∑ Ы ∑ ∑ l⅛!^!p Q~k+s + 
l=n-p-τ∖ j=0 к = 01_1 00 1 1_1+ (n-p+l)p^'' 2 Ь-,1 ∑ l⅛∣fc!p^v β-t+p≤∕=n-p+l к=1

р ∞ 1≤ε ∑ ∑ l⅛∣fc!p5 = 0 к = 0

1 00’ ρ-* +, ∑ ∣z,∣ = ε1∣∣z∣∣z./=0 1 1при достаточно больших n>N1'≥N, для которых (и—p+l)p v ≤ ε.Согласно работе [8], оператор Dqz нормально разрешим в Z1 при любом фиксированном β∈Ω, имеет конечную d — характеристику (αβ, ββ), причем aβ-ββ = -р, т.е. ββ = ae+∕>, и d — характеристика Dqz в Z1 равна (aβ, aβ+p).
Замечание. Если выполняются условия (1), p=0, ⅛≠θ∙ τ0 dqz hoP" мально разрешим в Z1 (β∈Ω) c d — характериристикой (aβ, aβ).Выясним смысл условий разрешимости системы (6) в Z1. Согласно теории нормально разрешимых операторов, они имеют вид:Ψ,W=∑ ⅛>Am = 0, 7=1,2..............ae+p. (8)m = 0где Ψ,∙={⅛p} - линейно независимые решения однородного сопряженного уравнения Z>⅜1F=0 из Zo0. Dį определяется равенством:2⅛φ(z)=φ (Z)0z), φ = {ηk}∈∕x, 0gφe∕a,.

φ(D0z)= 2 η∞(Oβz)m =
m = 0

∞ ао [p, m] 11-УТУ at a"-s o-t + ' Г I <">~√>) Н 1~Р^2∣2∣ Z “■ am.p У L(m+*-∙s)∣J  r∣m2m+k-s-
m = 0 к = 0 5=0=Σ z' Σ Σ ⅛

1=0 к=0 5=о
a∣-k 

ai-k+s-p

∖(l-k+s-p)W /! 1 1 оо
γ]∕-k + 5- 2 Z/

1 = 0где'<=Σ Σ⅛
к = 0 5 = 0

ai-к 
aι-k+s-p

g-fc+,τI l(∕-⅛-p)∣! 1_1] ₽ γh-k+s, Z=0, 1, ...
Следовательно, Ψz={⅛P}, у=1, 2, висимые решения системы zz=0, Z=0, 1, ..., aβ+p, из (8) - линейно из Z00. неза-
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Лемма 4. Оператор Ly при a%≠0, р>1, и условиях (1) и (7) нормально 
разрешим в Bq при любом фиксированном QeΩ и его d — характеристи
ка равна (0, р).Нормальная разрешимость Ly в Bq, QeΩ, следует из леммы 3 и взаимно однозначного изометричного соответствия между ∕1 и Bq, QeΩ. Отсюда же его d — характеристика равна (αβ, aβ+p).Если положить ηm=ηm a"'~p Q~m ∖(m -p)[!p \ то (8) примут вид

оо∑ 7=1, 2, aβ+p. (9)
т=0{τ⅛P}, √=1,2,..., aβ+p, — линейно независимые решения соответствующей системы '1=∑∑⅛^w>=o∙ '=0∙ 1.......... 0°)Λc=O 5=0из множества Tq таких последовательностей {ηm}, что

I‰~ βml(">-p)∣!~7}<⅛∙Очевидно, что Tβ⊂s (5 — пространство всех последовательностей). Учитывая, что при oθ≠0 система (10) имеет в sp линейно независимых решений, мы получим, что в Tβ, 0∈Ω, она имеет их qQ^p. Но d — характеристика Ly в Bq равна (aβ, aβ+p), aβ≥0, aβ+p≥0, aβ+p = ^β. Значит, aβ=0,
qQ = p, τ∙e∙ d ~ характеристика Ly в Bβ, Qe Ω, равна (0, р). Очевидно, что Tβ1⊂Tβs⊂5, если Ci ≥02. кроме того, размерности множеств Rq решений системы (10) из Tβ, Q ∈ Ω, равны между собой и равны р — размерности множества R решений системы (10) в s. Поэтому Rq= R, Qe Ω.

Замечание. При p=0, a%≠0 и условиях (1) оператор Ly нормально разрешим в Bq, QeΩ, c d — характеристикой (0, 0).Рассмотрим уравнение (2) в классе целых функций [v, τ], v < p,
τ<"7 (Pσ)p d^~,∙Очевидно, что [v, τ] = ∩ ⅞=∩ Cβ. Согласно работе [9], учитывая лем- 

Q е Ω Q е Ωму 4 и тот факт, что Rq= R, QeΩ, получим следующий результат:
Теорема 1. Уравнение (2) при θp≠Q, ρ≥l, и условиях (1) и (7) разрешимо в 

классе [v, τ], v<p, τ<-i- (pσ)p Z>-v, тогда и только тогда, когда g (х)э [v, τ] 
удовлетворяет р однородным условиям (9), где {¾>}, у=1, 2, р, — ли
нейно независимые решения системы (10) из s. В случае разрешимости, 
уравнение (2) имеет в [v, τ] единственное решение.Лемма 2 позволяет уточнить теорему 1.

Теорема 2. Пусть g (х) ∈ { v, τ}, v<p, τ<- (pσ)p Z>-v, a%≠0u выполня
ются условия (1) и (7). Тогда, в случае разрешимости, уравнение (2) имеет 
в [v, τ] единственное решение, причем оно принадлежит { v, τ}.



Исследование разрешимости уравнения 617Действительно, если бы y(x)∈{v1, τ1}, где либо v1<v, либо v1 = v, но τ1 < τ, то по лемме 2 Ly (х) =g (х) ∈ [v1, τ1], чего быть не может. Следовательно, y(*K{ v, τ}.При p=0, flo≠θ и условиях (1) получим результат Ю. Н. Фролова [3]. Если же ⅛ = ⅛=... =tfjo^1 =0, <⅛o≠0 и выполняются условия (1), аналогичным методом получим, что уравнение (2) (при р=0) разрешимо в [v, τ], v<p, τ<-^- (pσ)p Z>-v, для любой правой части из [v, τ], причем однородное уравнение (с g (x)≡0) имеет в [v, τ] k0 линейно независимых решений.Так как {¾n}, √=1, 2, ..., р, не зависят от класса [v, τ] и теоремы 1 и2 справедливы при любом τ<γ (pσ)pZ>^v, то имеет место
Теорема 3. Уравнение (2) при ⅛≠0, условиях (1) и (7) разрешимо в 

классе -E,0=Iv, -i- (pσ)p D~'^ тогда и только тогда, когда правая часть 
g (х) ∈ Ео удовлетворяет р однородным условиям (9), где { η<'>}, j = l, 2, ..., 
р — линейно независимые решения системы (10) из s. В случае разреши
мости, уравнение (2) имеет в Ео единственное решение, причем рост его 
совпадает с ростом g (х).В случае, когда f(x) = lx (условия (1) и (7) выполняются), мы получим один из результатов, полученных Ю. Ф. Коробейником [5] для неособых ква- зирегулярных уравнений в обычных производных.В заключение автор выражает глубокую благодарность Ю. Ф. Коробейнику за постановку задачи и обсуждение результатов.Ростовский Государственный Поступило в редакциюуниверситет 13.II. 1967
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BEGALINĖS EILĖS DIFERENCIALINĖS LYGTIES, APIBENDRINTOS 
GELFONDO-LEONTJEVO PRASME, SVEIKI SPRENDINIAIT. DEMČENKO
(Reziumė)Simboliu Dy žymime analizinės funkcijos y=y (x) Gelfondo —Leontjevo išvestinę ir nagri-nėjame lygtį ∞2 PkMD∣<y=g(x),fc = 0kur Pk (x) yra polinomų seka, o g (x) — analizinė funkcija.
ÜBER GANZE LÖSUNGEN EINER NACH GELFOND-LEONTJEW 
VERALLGEMEINERTEN DIFFERENTIALGLEICHUNG VON UNENDLICH 
HOHER ORDNUNGT. DEMTSCHENKO
(Zusammenfassung)Mit Dy bezeichnen wir die Gelfond — Leontjewsche Ableitung der analytischen Funktion 

y=y (x) und untersuchen die ganzen Lösungen der Gleichung
002 Pk(x')Dky=g(x),

k=0wo Pk (x) eine Polynomenfolge und g (x) eine analytische Funktion bedeutet.


