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О МНОГОМЕРНЫХ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХА. БИКЯЛИС
ВведениеОбозначим: t = (r1, Λ>, ∙∙∙> tk), x = (*ι,  χ2, ∙∙∙, xfc) — векторы ^-мерного евклидово пространства Rk∙t ∣х∣, ∣tj — их нормы; (х, t) — скалярное произве­дение; 0 — нулевой вектор.Положим ∕(t) и F(x) — соответственно, характеристическая функция и функция распределения случайного вектора ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξft) с ковариа­ционной матрицой V. Определитель матрицы V обозначим через Δ. .β(t) — квадратическая форма, соответствующая V. ar (t) = М [(ξ, t)r] и βr (t) = 

= M Į (ξ, t) ∣r — момент и абсолютный момент случайной величины (ξ, t). Пусть βjr> = Λ∕∣ξy∣r и σj = Λf(ξj∙-Λfξy∙)2.В случае σj∙>0, √=1, 2, ..., к, рассмотрим случайный вектор
I = βl ⅛-
σ ∖ σ1 ’ σ2 ’ * ’ * ’ σ*  /с характеристической функцией
Λ÷M⅛' ⅞......⅛)∙Через обозначим ^-мерный вектор , ..., -~j.Не ограничит общности полученных результатов, но значительно упро­стит их доказательства, если положим, что случайные величины ξ1, ξ2, ..., ξfc имеют равные нулю математические ожидания.Настоящая работа посвящена изучению остаточного члена в асимптоти­ческом разложении для характеристической функции fn Хорошо из­вестно, что (1)когда случайный вектор ξ имеет конечные моменты j-того порядка (5>3). Многочлены Pj(it) определены равенством (9).Оценка остаточного члена Rn(t) впервые получена Гсу в [1]. Для этого, кроме существования моментов 5-того порядка, он потребовал, чтобы кова­риационная матрица V была невырожденной. Им пока5ано, что

(2)



22 А. Бикялисздля ∣M≤(∕⅛Δ1∕ n)∕[β<i>]s, v=l, 2, k. Здесь σ∕=l,√=l, 2..............fc, аΘjk и bsk зависят только от k и s. По вычислениям нетрудно заметить, что θs∣t → 00 и bsk → 0 при k → ∞.Надо заметить, что оценки Rπ(t) (как правило без доказательств), при­веденные другими авторами, по существу не лучше (2).Результат Гсу теряет смысл в двух ситуациях: когда Δ→0 или k→∞. Здесь мы получили (теорема 1) оценку остаточного члена не требуя, чтобы было Д>0: 
(О

Г M∣(⅜, t)∣* ι⅛ 1/иL e« J " 8 •
при

Кроме того получена оценка остаточного члена в асимптотических раз­ложениях для частных производных функции fπ (теорема 2).Одномерные аналоги полученных здесь неравенств можно найти в ра­боте автора [2].
§ 1. ЛеммыСперва докажем несколько лемм. Большинство из них будет использо­вано в доказательствах теорем 1 и 2, а некоторые в доказательствах пре­дельных теорем для плотностей и функций распределений, сформулирован­ных в [3].

Лемма 1. Пусть h(t) = h(t1, t2, ..., t — некоторая s-раз дифференци­
руемая функция, тогда

√1lnΛ(t) = -^- dsh{t) +

s-l л —1 7∕~, √3-l ji-1÷ΣΣ Σ ...Σ Σ
1=1 ji=i j. ι=i-i y∙s=2√1 = l

_______________ (-l)Ψ~l)!________________  χ
(s-jiY∙ (Ji-ji-lY- ∙∙∙ (√2-√l)'∙ (л - 1)!

ds~jih (t) dii~ji-xh (t) ... dii~jl h (t) dh h «)[Λ(t)],+1 (3)
Здесь dy,h(t) — дифференциал v-того порядка функции h (t).Для сокращения записи положиму* _____________ _________________ _________U→)!(Λ→-ι)!.∙. (Λ-Λ)!(Λ-1)!

ds~ii h (t) di∣-ji-ιh (t) ... di'-i∙ h (t) di' h <*>  _I*(t)] i+1
s —1 Λ-1 '73-1 л-1= Σ Σ ...ΣΣ
7l∙ = i Ji .1 = '-l √s = 2 7i= 1

_______________ _______________________________
(s-ji)l (ji~ji-ιV- ∙∙∙ (√≡-Λ)! (71—0!

ds~ji h (t) dii~ji-1 h (t) ... dii k h (t) dh h (t)[A(t)]' + 1
X

X



О многомерных характеристических функциях 23Лемма 2. При выполнении условий леммы 1 имеет место равенство λ⅛ <M(t) = rf'κ(t) +
* (s — 1)! ds~ji κ (t) dji~ji~ι κ (t) ... di*~ i' κ (t) dj' κ (t)

Ji ji-i • ∙∙ J2J1 (S-ji- 1)! (Ji-У/ -1 - 1)! ... (A-71 - 1)! (71 - 1)'. ’
i=l

где κ(t) = lnΛ(t).Леммы доказываются методом математической индукции. Их одномер­ные аналоги доказаны в работе [2].С помощью равенства (3) семиинвариант κ5(ω) 5-того порядка случайной величины (ξ, ω) = ξ1ω1 + ξ2ω2+ ∙ ∙ ∙ + ξkωk можем выразить через моменты α1(ω), a2(ω), ...» aj(ω). Для этого в равенстве (3) вместо A (t) надо поста­вить характеристическую функцию f (t) и дифференциалы dt1, dt2, ..., dtk заменить, соответственно, на ω1, ω2, ..., ωk. При t = 0 получим
κj(ω) = as(ω)+ £ 

i=l Обозначим
a(r; v1, v., .... vk) — j-r

Σ* (_ 1 )«• (j- 1)! gj,y. (ω) ay.-y∙. ι (ω)... acj,-jl (ω) az∙1 (ω) 
(s~ji)'∙ (Λ-A-ι)!... (А-А)! Ui- 1)!

_____ ∂rfW_______ IΛ∕-κ∙...¾vt Loи
κ(r v1, vs,

1 
ir

∂rlnf(t)

∂t^∂∏2'-...∂tvkkМомент a(r; v,,v.,...,v > и семиинвариант y⅛r. VltV...........vp „порядка“ (г; v1, v2, ..., vk )z- = v1 + v2+ ∙ ∙ ∙ +vk случайного вектора ξ можем получить с помощью ра­венств: __1_a(∏ V1, V., ..., va) — r∣И 1
κ(G v1, vs, .... vjt) — r∣Кроме того

∂rocr(ωj<Ml ∂<⅛t ... ∂ωkk

∂r ×r (ω)<3ω1vι ∂<1⅛t ... ∂ω4kk

-^⅛^ = r(r-l)...(r-m+l) f (х, ω)'-rax7'<∕F(x) =
d', κk= r(r-l)...(r-m+l)M[(ξ, ω)'-'"ξ7,]∙ (4)В дифференциалах dr f (t) и dr In f (t) dt1, dt2, ..., dtk заменим на ω1, ω2, ..., ωk и новые выражения обозначим, соответственно, через ∆{o∕(t и ∆{oln∕(t), где ω = (ω1, ω2, ..., ω*).  Например,∆ω∕(t) = 'r f (*.  ω)'e'u∙∙>rfF(x).

Очевидно! ∆{o∕(t) ∣ ≤ Л/1 (ξ, t)∣r∙Лемма 3. Если вектор ξ имеет конечные моменты s-того порядка, то∣ΔJ,ln∕(t)∣ (5 — 1)! 2s-1М ∣ (ξ, ω)>i ∣∕(t)∣j



24 А. Бикялис

Следствие.∣κ,(ω)∣ ≤(j-1)! 2,~1βs(ω).
Лемма 4. Если случайный вектор ξ имеет нулевой вектор математи­

ческих ожиданий и конечные моменты s-того порядка, то∣ κj(ω)∣ ≤(s-1)! β,(ω). (5)Лемма 4 доказана в [2], а утверждение леммы 3 немедленно следует из равенства (3). Только надо заметить, что[βr(ω)],"v≤[β4(ω)]r-v[βv(ω)],"r (6)при 0≤v≤r≤1y (см. [4]).
Лемма 5. При m≤r имеемĮ ∣≤r(r- 1).. .(r-m+1)[βr(ω)]~ [β∏~

l^⅛M∣≤r(r-l)...(r-m+l)∣ω∣r-M∣ξ∣ς ∕=lj 2..............fc.I dtl IУтверждения леммы 5 следуют из (4) и (6).
Лемма 6. При m=∖t 2, ... имеем

(7)
и

Г —i■m т

! ⅞' ln/(t) I ≤ r"(Г ^1 r 2r - /= 1 > 2∙ ∙ ∙ ∙. k- (8)Доказательство леммы 6. Очевидног — 1
∕(t)rfqn∕(t)=rf-∕(t)- 2 (r√)

v = lЗдесь дифференциалы dt1, dt2, ..., dtk заменяем, соответственно на ω1, ω2, .... ..., ωk и при t = 0 получаем
г-2

κr(ω) = αr(ω)- £ (Г~ ) av(ω) κr,v(ω). 

v=2Заметим, что a1, (ω) = κ1(ω) = 0. Далее, для всех I∂m ×r (ω) _ ∂m ar (ω) _ 
ды™ ∂ωj"

r-2 т ' I-Σ (Г_ 1) Σ (W) °tv(θ) ∂m~pκr-v(ω) v=2 σ≈o Р dωι ∂ωrl~p
>=2 р=0

v-r+m≤p≤vСправедливость неравенства (7) покажем методом математической ин­дукции. Легко проверить, что оно имеет место для всех целых m≤r и г=1, 2, 3. Положим, что (7) верно для всех, m≤v≤>-l и покажем, что имеет место для всех w≤r.



О многомерных характеристических функциях 25

r—'
г — '

В силу леммы 5 
r—m m r—2 mI*⅛⅛∣o( r-i)...(,-w+i)⅛(<,)]~[^7 + 2 ∑×

I V=2 p=0(r-1)! m! v (v- 1) ... (v-j>+ 1) [⅜, (ω)]~[βj'l>r (r-v)"-<,[β,-v⅛)] X v!(m-p)!p!
r—m m≤r(r-lΓ-> [β,(β>)Γr [β<'>]r +

r—2 m÷ Σ Σ
v=2

v! (m-p)lpl
p=0v—r+m≤p≤v 

r—m m

≤(r-1)! r'"[β√ω)]~[β∕>]r (

≤rm(r-I)! [βr(ω)] r [β<,'>]r∙Неравенство (8) выводится без особых изменений. Аналогично доказывается следующая лемма. 
Лемма 7. Имеем

Į d"'* r^ ∣≤rra(r-1)! ∣ωl,^m Λ∕∣ ξ∣r

U I — - ∆r In f (t) I ≤ rm (r - 1)’ 2r -ωl' w⅛ll-jI ∂ωft \r l).Z 1/(t)1(r)

для Z= 1, 2, k.Формальным равенством
eχp{∑

v = l

×v+2 (ω) (v+2)! 001=1 + ∑ Λ(ω)wi г = 1определим многочлены Pr(ω). С помощью леммы 2 их можно выразить через семиинварианты:λw-⅜⅛^+∑'∑,×Z=l
_ (r-jι) Ui-ji-i) - (√2-7i) ×γ-77÷2 (ω) κzz-∕z-1+2 (ω) ... κy.-j1+2 (ω) κλ+2 (ω) /nv 
× ТЗ _• ∕ . . ftχ∙Γ∕ ■ 7 ΓrΓΠ ~∙ ∙ . n∖ι ∕ .∙ . o∖ι • (У)

rjιiι-ι ∙∙∙√2∕1 (^-√7+2)! (y/—y∕-ι + 2)!... (y2-y∖ + 2)! (y∖ + 2)!
Лемма 8. При r≤s-2 имеемιf∙w∣≤2'[⅞≡]λ Σ t⅛≈∙

v = lДоказательство леммы 8. Лемму докажем методом математиче­ской индукции. По определениюA(ω)=4 κs(ω)и Λ(<o) = ⅛ κ1(<o) + ⅛ [κ,(<D)P.



26 А. БикялисОтсюда и (6) вытекаетIΛWI≤⅛ [βs(ω)]^[β(ω)]r^7И
ιp≡<ω>∣ 4 ШГ*  [I ρ<ω>+⅛ iβwp]∙Следовательно, лемма верна для г = 1, 2. Положим теперь, что она справед­лива для всех r≤s- 2.Нетрудно показать, чтоΛ-2(<a)=± ∙χs(<o)÷ ∑ %¾¾a> ш ('°)

г = 1Здесь κ3 (ω) = α3 (ω),κ4 (ω) = a4 (ω) - 3 [a2 (ω) ]2,κ5 (ω) = a5 (ω) - 10a3 (ω) a2 (ω),κβ (ω) = aβ (ω) - 15a4 (ω) a2 (ω) - 10 [a3 (ω) ]2 + 30 [a2 (ω)]3,κ7 (ω) = a7 (ω) — 21 a5 (ω) a2 (ω) — 35a4 (ω) a3 (ω) + 210a3 (ω) [a2 (ω) ]2.Очевидно,и ∣κ,(ω)∣≤267 β7(ω)∙ В равенстве (10) используем оценки (5) и (6) и получаемIΛ-2 (ω) ∣ ≤ + -6¾¾- I Ps.3 («0)1 + ⅛¾ I Л-4 (ω) I +∣^→∏∣÷^⅛l ∣p'-∙w∣+2≡⅛γ ∣λ-,(<o)∣+
∑ ∣*w∣≤ j4* 1÷
г = 1

l 33β6(ω)
+
+ 1 5-3[βj(<⅛)] j~2 [Q(<t>)l j~26(4-2) 05-3 Γ β∏ω) p-2 Y [g(ω)]v Lβ(ω)J Δ -t^4vv!

v = l

+ 2 5-4[βs⅛)]1~2 [6(ω)]t^23(4-2) 05-4 Г β*(ω)  Ъ-2 y [Q(ω)]vĮ Q (ω) J Δ ^t^
v = l

4vv!
+ 333 [βj(a>)) j~2 [<2(ω)] 5-5

5-25! (f-2) γ [<2 (ω)]vZj 4v v! '
v = l

+ 47[βj(⅜>>)j~g [Q(<⅛)]30(4 — 2)
5-6
5 — 2 V [g(ω)lv Į

Δ 4vv! -,"
v = l

+ 5 5-71335 [β5(ω)] д~2 [g(ω)]j~2 9s.7 Г βj(ω) ]Γ≡2^ γ [g(ω)ΓL Q (ω) J Δ 4vv!7! (f-2) 5—7 5—7
5-2



О многомерных характеристических функциях 27
s-r-2 г.(<0)]~i^2 f<2(ω)]j~a(1-2)(,t-r) Or Г βs(ω) Ъ-2" [β(ω)Γ 

L Q (ω) J Δ 
v = l

4vv!

_ 2*- 2β√ω)
Q (ω)193240(j-2)

JI j2*-2  ^t^[Q(ω)F-4 ,
13(,-2) [β(ω)F-2 l 2 [β(ω)p-3 14s-a(s-3)! -,"3(j-2) 4*->( j-4)! ^t^________________ 7 [β(ω)H-5 , 1335 [g (<ft)p-*4*- 4(j-5)! ^r 120(s-2) 4^-≡(j-6)!^1" 8!(j-2) 4* →(j-7)! ^t^

5-7. у tQ WJv ∕,J^- + -L+15≡5 , у s-r-2 о,+д_Л1+ Zj 4” (V-1)! (5-2) \ 240 120 * 8! Zι s-r z /|%
r=v-l=2

s—г

2S-2≤------ e—
" β(ω)

β√ω> ∫ g(ω) [g(ω)H-*  [gtα>)F-- ,(ω) Į s2s~z 4s-≡ ($ —2)! "l" 45-≡(j-3)! -l^
■ [ß (ω)P~4+ 4s-4(5-4)! . V [<2 (β>)]v I 9s-2 ⅛⅛) V 

^+^ Zι 4vv! β(ω)
v=2 v=l

[β(ω)Γ

4vv!Лемма 8 доказана.
Лемма 9. ИмеемI Pv(ω) I ≤r! (v + 2)r^22',^1∣ ω∣',+2^z Λ∕∣ ξ∣v+21 d⅛ 1

для m = 1, 2, k.Доказательство леммы 9. Очевидно
∑ ∣ω∣ai(M∣¾⅜8)i (И)

i = 0
/!

_±_ р ιe>∖= _!____ a'1M-*< ω> +∂<sn А ’ (v+2)! ⅛

Здесь
÷ΣΣ

i=l

(v-Л) Ui-Ji-i) (72-71)vλ∙..λ(v-λ+2)! (Λ-λ-1+2)!...(Λ-Λ + 2)!(λ + 2)!x
1+2(ω).. .кл_л+2(ш)хл+2(®)].

∂r +2(ω).. .хл_л+2(ш)хл+2(ш)] =Σ
Vι + vt+∙∙∙+vl∙+1=r

г!г! ____v1!v2! ... v1∙+1! ×v-j.+2 (ω) ∂^∙κji.j._1+2 (©)

д<\ dωm

κ√t-√ι÷2 (ω)

dωmВ силу леммы 7∣∕∣ ≤ ∑vi + V1 + ∙ ∙ ∙ + vf-+1 =

d*,+ ×∕,+2(ω) 
dωm+1

г! (v-Λ∙+2r*  (ji-ji-ι + 2y* ... (Λ-Λ + 2p (Λ + 2)v∕+ι (v-yl + 2)! (Λ-yi∙-1) + 2)! ... ... (72-А+ 2)! (Л + 2)! Į ω P>+2(H-⅝)-r Λf I ξ ∣v+2(Λf | ξ į2)'v1! v2! ... vl∙ +1!×
X



28 А. БикялисСледовательно,
v —1∣^-Λ(ω)∣≤(v + 2Γ1l<orr+2Λ∕∣ξr+2+ ∑ ∑*  ∑

• v~2v! п 2

ω", i=l v1+vs+∙∙∙+vj∙ + 1 = r

(y-Ji) (ji-Ji-i) ∙∙∙ (√2-Λ)H (v-Λ+2)vι-1 (Ji-Λ-ι + 2)v*- 1 ...χ - (A-Λ + 2)v∕~1 (Λ + 2p÷ι~1 Į ω ∣v+*(<+ 1)-rM∣ ξ lv+g (M Į ξ Į«)' <Y∕i∙..7√ιv1!v2! ... vl∙+1!≤(v+2)2'r!∣<or÷2-M∣ξr≡{ τ⅛r+∑ 2*1  j.B [2] показано, что
v-l ji~l λ = i Л-1∑*  1= ∑ ∑ ∙∙∙ ∑ ∑ l≤2v^1∙ (12)

√1∙=j √j-1=i-l jt='2 √1=1Лемма 9 доказана.
Лемма 10. Для Λf∣ξ∣a ∖⅛ 

м I ξ И)
имеем

×v {j t)

v-2 ≤(1y-l)'Λ∕∣ξ∣2∣t∣2-',. w=l, 2, ..., k. (13)v! n 2Доказательство леммы 10. Пусть 2≤r≤s- 1. В силу леммы 7
5 — 1Σ
v = 2

κv(∕t)
у-2v! п 2

5-1Σ
v=r

1
5-1≤Σ
v=r

√∙(v-l)!ΛfIξNtlv~l 5 — 1≤Σ
v=r

у—2 v—2vr~1 Į11 v~r (M I ξ f) s~2 (M Į ξ !a) 5~2
у —2

П 2
5—1

=Λ∕∣ξPΓt∣2-r 2 *r^11

У = Г

⅛⅛(≡f)λ∕ 2≤(-')'^∣2∣t∣2-'∙
В случае г = 1 лемма доказывается аналогично. При r = s, s + 1, ... оценка (13) тривиальна, поскольку

×v (/ О
v-2 = 0.v! н 2Лемма 10 доказана.

Лемма 11. Если случайный вектор ξ имеет конечные моменты s-того 
порядка (s>3), то для ∣t∣≤-⅛- (jh∣ ξ~∣τ)*~ 2

где г ≤ 5, а т = 1, 2, ..., к.



О многомерных характеристических функциях 29Доказательство леммы 11. Сперва покажем, что для всех t,l.1^, 1/7 Λf∣ξi2 удовлетворяющих неравенство ∣t∣≤-jyθ—д/| ξι8
Очевидно, ,∙θ <x∙2>

į (х, t)*e  ∙'" dF(x), O<Θ<1. (14)
RkСледовательно,∖fI 1- (A∕iξ∣2)3100 (Λf lξ∣3)2 >0.99.Нетрудно заметить, что t:i 11 ≤ A∕∣ξ∣2 ĮΛf∣ξ∣8 J∙юПо формуле Тейлора

s — I
∂r ×v (i t) s! n

1
5-2+

2Здесь t0 = Θt, 0<Θ<l.C помощью леммы 7 получаем1
5-2

(s- 1)! sr 2sM ∣ξlsltlj-r
5-2

s', n 2 0.99s≤ir^122 l∣t!2^rΛ≠!⅛!2∙Теперь отсюда и (13) вытекает утверждение леммы 11.Следующая лемма является многомерным аналогом известной леммы Крамера [5], стр. 93.
Лемма 12. Если случайный вектор ξ имеет конечные моменты треть­

его порядка, то 
M∖{l, t)∣3 1/7β(t) 4 •

при

Доказательство леммы 12. Имеем
Здесь

z(τ⅛) Γ≈ f fcos ⅛r1

Rk Rk

cos (t, x-y)1/Й i (t, Х-У)2 
≤l 2n ∣(t, x-y)∣3.



30 А. БикялисСледовательно,∣z∕ ‘ ∖iU1-βw + ^.
I ∖ V п / ! " 4

3„ 2В силу (6)
Q(t) 2 β,(O 

2и 3 з ;∕(≠⅜e л °
при β.(t) < 1/п<2(0 " 4 •Лемма 12 доказана.

§ 2. Асимптотическое разложение для характеристической функцииПереходим к доказательству основного неравенства.
Теорема 1. Пусть случайный вектор ξ имеет нулевой вектор матема­

тических ожиданий и конечные моменты s-того порядка (s>3), тогда

2 V~l М ∖ ⅛ t)!» -Jow " \ 0.991 »-2 e

Доказательство теоремы 1. Из (14) вытекает
при Q3(t)ЮО [β3 (t)l2

βa(t) < 1/_Л
Q (t) " 8

>0.99 (15)

В силу (6)
Заметим, что β4(t)=Λ∕∣(ξ, t)∣s∙ По формуле Тейлора

v! п s', п

0<Θ<l∙
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e f{VτΓe*p

s— 1 ×v (*t)  _J______ г
5! it ~

у—2

v! n 2
⅛ *4w

V / 1 ∖V ?Q (t)= 1+ 2Pv(,∙t)(-)+Λn(t)e^ .
Здесь

∑ f,∙'4Λy÷

V = 5—2÷[exp { -⅛ ∆J1∏∕(^) }-i] exp { ∑ Į.
s'.n~ v 0 v! nМногочлены Pv(zt) определяем равенством

exp j ^Un='÷∑'∙H⅛)-÷

÷.⅜∕∙""(1⅛)'

Методом математической индукции (аналогично тому, как была лемма 8) можно показать, что для всех целых г ≥ s - 2
(16)

доказана

В силу леммы 4 при [ςf^]s^2

exp

у [gJω)ΓZj 4'' v!
у = 1

≤y≠

ßvjt) у—2 s—»(β.(t)]1~2 (g(t)]*~ 2
у-2

2

(17)

< g (t)21
w(v≡-' ‘

9 n ~ nИ I
1 
s-,.

s'п * ≤

≤..2izi
s~2

sn 2 b
s-2l

S^.^5n 2

exp j 2s-1βHt) 25-1β5(t)2=∑ j-0.99*  и 2s—2

s∙0.99sn 2

∣β∙(t)

e51



32 А. БикялисТеперь
∣Λ,(t)∣≤ 2»-чмо

s—2s∙0.09iw 2
- 7 Q (t) 

e +

1C (ОУ -⅞P*1> 2*-1p,(t)4vv! e s-2
s∙Q^n 2

-7 Q (O 
e 4 +÷ Σ 4 ∑

,=.-2 „2 v = l

(t)

при
Теорема 1 доказана.

§ 3. Асимптотическое разложение для частных производных 
характеристической функцииВ этом параграфе рассмотрим случайный вектор ξ с невыражденной ко­вариационной матрицей V. К ранее введенным обозначениям добавим еще следующие: V — ковариационная матрица случайного вектора ∣-, Δ — ее определитель; λ = min { λ1, λ2, . .., λk}, λ7∙ - характеристические числа мат­рицы К; βj(t) = Λf Į ∣∙ Is — момент 5-того порядка случайной величины { (∙∣l)2÷ + ( ⅛ )2 + . . . + (-⅛- j2 J2 , _ семиинвариант случайной величины(-∣ , ωj = -∣1 ω1 + φ- ω2 + ∙ ∙ ∙ + -^- ωk. Кроме того, пусть
×w-1"-'∙(⅛)∙

⅛(t)--------t0 = Θt, O<Θ<1.j! п 2Докажем следующую теорему.
Теорема 2. Еели случайный вектор ξ с невырожденной матрицей V 

имеет конечные моменты s-того порядка (5>3), то
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для r≤5, m=l, 2, k и ∣t∣≤-——. Здесь

Csk<{2s + г + 6)(г + 1)! ks+1 s2s 23sr.Доказательство теоремы 2. С помощью леммы 2 частную произ­водную r-того порядка функции fn ( —7=) выражаем через частные произ- ∖ σ V п /κ(t). После этого вместо κ(t) подставляем сумму ψ (t) + b (t). Оче-водные видно
(г-1)! ×

≠+1 7'κ(t)
i. -i. ×× -------------- - - dji-ι+l

V a,t-z^j,-z-1ψ(t)
где √i+ι = r, √o = θ∙ Положим

(18)

Имеем (19)Здесь

И

-*- f√ z"(°V")
Uv»/

∕2=∣e→ω!∣^l∣{∣g(l)-eΨω∣ +

+ iz"(τh)-√7⅛)∣}

Л = eΨ(t)
∂fe⅜(t) I
^^∂tζ~ I

(20)
! ∂t'm L ∖σ∕JΓОценка ∕1. В силу леммы 7 sr(s-l)!2*∣t∣f-

3. Литовский Математический Сборник VIII 1

Поскольку
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(21)
Из (15) вытекает j∕^ ^,^y≥0.99. Следовательно,

3£ 
sr-ι2 * ∣t!*-'∙β,  

s-2
9п ~

: drb (t) j ≤ 
∂trfn ' '"Заметим, что ∂fψ(t) j 

dtm iи (22)
∂rκ (t)

1при [t∣≤ ^I^J^y 2 (cm∙ леммы lθ и H)∙ Из (18) и (21 - 23) и леммы 12 следует ’1 t Į 3s,-3°(") .3r∑ι2l⅛iiti. +Ą ≤ e
n 2

г -1 i 1+1 _
∑ ∑*  ∑ (r-∖γ.ki2r~is~ βjltl5~r+2f

, 7 ° n'2 jijl-ι.

sr2 2 βs∣t*- re _3_2111 А +
3s .(г-1)! i 2 2 * j t lai

s —2
II 2

Ji (ji+i-Ji- 1)! ••• Ü2-J1- 1)! (72-/1)!
r-1 r-1 Λ~lΣΣ Σ
(=1 < = 4∕-ι=z-*

Уэ-1 Л-l i-ΣΣΣ×
√s=2A=l /=0

С помощью неравенства (12) последнее выражение можем упростить: .Lζ√J
Г ' sr2 2 βjt∣'-'e 3 v'' 71 7÷2~

п 2—+г(r-l)!^22 fβj∣t∣j~re
⅜∕÷r-I

(r- !)!(/+1)6'2 2 ∣t∣2t'
i=l

sii∖
s—2

П 2

r-1Σ
ι=0

r —1

Поскольку
г-1∑ α,≤r(l +flr)
1=0при α>0, то —+r 3(J-l)r
r r∖s'22 rβj (∣ t lj-r +k'2 2 lt∣∙+J -įc(-i)A≤' 7=2 e

9 п “

(24)
(25)



О многомерных характеристических функциях 35ДЛЯ it,≤ VzlM V'2.■ 4 10 ∖βjОценка ∕2∙ Сперва оценим ∂'>Ψω _ ∂*∙ψ (t)÷ΣΣ,∙
ι=l<∕27iψ<o
” дУ-’, ∂tm(22)

i ∂'ei> <∙>

1 ~^Γ

e-ψω
(г-1)!ΛΛ-, — Л (<—л— I)! (∕ι-Jι-ι-1)! ••• (л -л -1)’ (Λ -1 *

Отсюда, (12) иI e-ψω! получаем∣≤(s- l)rAJt∣2^r +
I * (r-l)!(5-l)r^+1 t∣2<, + ,)-

t=l≤r!(s-l)r 2'-1fcltj2-'(l+A∕∣t!2r)∙
1

(26)Из утверждения теоремы 1 следует, что при {t Į ≤ J— (j")i 
n 2Осталось оценить разность eψω-g (“)• Очевидно r-∙*-FG)!-<^ 1'α,i j√∙(4)(⅛)-i. 

равенством (16). С помощьюгде многочлены Pv(∕t) определены несложных вычислений получаем (17)

(27)

(28)
после

(29)
Из (20) и (26 — 29) вытекает

h ≤ r! (s - 1 у 2r^1 k 1112-' (1 + k’ 11 ∣2') ×∕ -■2 2 ⅛∣t's 1 2,-lβj'tfiI s~2 + s~2
\ n n ~

— +r 1 tr!(f-1)γ22 rkįs (Į t ∣s+2 + *'  111*+'+ 2) .^7β(σ)
'' s-2 e

П 2

3*

(30)
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'>'<⅛ (s.)-'’

Оценка 73. Имеем
∞Σ А

>=s-2

Г 00= Σ Σ
p=0 v=s-2

г!р! (r-pY.ni

a,e÷(÷)
Здесь в силу леммы 2

(-l)<∙+1(p-l)!

Так как
х a'",° И 

∖ p--f'i 
∂tm ,

∣∑i(i)

| dtmпри v = 1, 2, ..., то
≤ 2k 1112",

/!
p~!

≤ к (р- 1)! 2<,^1∣ t∣2-" 2 (⅛∣t∣2)ie 2 v°7≤
ι = 0 2 ( —)

≤kpl 2p~1 1112~'(1 + kp∣ t ∣2')e 2 v°7.Аналогично получению оценки (11) мы можем показать, что (31)
ar-p^ (у) |<

d'rmp

v V-1≤(v + 2)2tr^<,>(r-р)! *2 ’-i 11 p+2+∕>-' β∕^2 ∑ -*LL*l υ .
j-o

(32)



О многомерных характеристических функциях 37Теперь из (31, 32) следуетΛ>≤ X ~ ∑ fc2r! 2v+',^2(v + 2)2,r^'0∣t∣',+4^r(l+fc',∣t∣2*,)β∕^^^ × 
>-s-2 ni р-0×ΣУ=о

00= Σ
v=s-2

*«r!2’-«(v+2)” i t β∕^2' ,vl *>∣ tjM
21 у! ×
y=0п ~

× ∑ (⅛)'÷ ∑
∕>=0 v=s-2

vг! Λ22v~2 (v + 2)2r 11 lv+∙,-r β∕^2
n2

⅛x√∙=o
×Σ(^r≤^∣*∣ 2-' Σ

P=0 V=5-

Y il∣2 + 
4Jj∖ √=o9

Il ~

÷⅛÷ι>i∣.∣- ∑ ≡≡⅛(l,(afrt,
v=s-2 o' ∙

>-1
п~× Σ -⅛7Γ = { k*r'-1*∣ 2^r+fe('∙+1)!2^2∣t∣2^r (1 +(*∣ t∣)r+1)}××j∑⅛ Σv=j-2

8vArv (v + 2)2r , t v+2β∕-2
j=s-2 v=s-2 n2Так как (v + 2)2r ≤ ev+2e-2r(2r)2r, то

(33)

п~

5—2
2

8e⅛lt⅜j2 У~(Д 2> +

V n ∕

оо ос÷Σ< I
j=s-2 v=jВ случае

1

Sek i 11 βjs-2 1
λ]∕n ζ 2

9 п ~

п*

п
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(34)получаем
(2e)sk'-* rn-r t iβ5

5-2

n 2

{■+(. t :^2(5—3) 1 )√-(s-2) t 2У2 ) + Z 4/y!
J=s-2Здесь λ ≤ 1. Имеем

λ>" (S-2) Į t j2>
L 4Jj\

j =5-2

jfl2(5-2)

45-2
v (λ!t∣ψ-(s-2)y-s-2 4>-<∙-≈>(y-(s-2))!

λ ιt'a
∣t∣2(5-2) -į- 1 112 (5-2) 7≡(÷)

45-2 e ' 45-2 e (35)Теперь из (33-35) следуетZ, ⅜ es-r2r (г*'∕ v ^, (111,^,∙÷2 +11 !s÷3) (22<*~ 3> +11 p⅛-3>+11∣3 ⅛-2>) e,÷G)
s~2

при 111 ≤ —λVnι .
Утверждение теоремы 2 немедленно получаем из (19), (25), (30) и (36).Вильнюсский Государственный университет им. В. Капсукаса Посту пило в редакцию3. VI. 1967Литература1. P. L. Н su, The approximate distributions of the mean vand variance of a sample of independent variables, Ann. Math. Statistics (1945), 1-29.2. А. Бикялис, Об остаточных членах в асимптотических разложениях для харак­теристических функций и ирс производных, Лит. мат. сб., VII, №4, 1967.3. А. Бикялис, Об остаточных членах в многомерных предельных теоремах, ДАН СССР, 168, № 4 (1966), 731 -732 .4. A. Liapunoff, Sur une proposition de la thėorie des probabilitės, Bull. Acad. Sei- St-Peterbourg (5), 13 (1900), 359-386.5. Г. Крамер, Случайные величины и распределения вероятностей, ИЛ, 1947.

APIE DAUGIAMATES CHARAKTERINGAS FUNKCIJASA. BIKELIS
{Reziume)' Nagrinėsim A>matj atsitiktinį vektorių ξ euklidinėje erdvėje R*.  Sakysime, ξ turi baigtinius s-os eilės momentus (j≥3). Tuomet

' 2 V-l M∣(ξ, t) -Teω. 0.99 / s—2 e

čia [ ~β7tj^^]5 2 f ~ ats*t**ct*n>o vektoriaus ξ charakteringa funkcija,(ξ, t) vektorių — ξ ir t skaliarinė sandauga, MI (ξ. t) Is — atsitiktinio dydžio ; (ξ, t) 5 matema­tinė viltis ir Pj (it) - (9) lygybe apibrėžti polinomai.
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ON THE MULTIVARIATE CHARACTERISTIC FUNCTIONSA. BIKELIS
(Summary)Consider a A-dimensional random vector ξ in the Euclidean space R∕c. Let ξ possess finite moments of s-order (j>3). Then the following inequality holds

1 /—ΓΛ∕I(⅞, t) l∕zιL <2(t) J 8when There f (t) is the characteristic function of the random vectorξ, Q (t) is a quadratic form, (ξ, t) is the inner product of t and ξ, MI (ξ, t) (s is the mathemati­cal expectation of the random variable ∣ (ξ, t) ∣Λ and the polynomials Pj (it) are defined by (9).




