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ЭКСТРЕМАЛЬНЫЙ ИНДИКАТОР ДЛЯ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 
С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ НУЛЯМИ, и

А. А. КОНДРАТЮКНастоящая работа является непосредственным продолжением статьи [1], ее второй частью. Мы будем использовать результаты, соотношения и обозначения из [1]. Нумерация параграфов продолжена.Здесь также рассматриваются целые функции f (z) с положительными нулями 0<α1≤α2≤⅝≤ порядка р. Пусть р (г) — некоторый уточненный порядок, р (r)->p, когда r→oo, nf(r) — число нулей функции∕(z) на промежутке (0, г] и
г

N,(r) = Λι,(r)=f Л. (1)
ОНижней плотностью нулей функции f (z) назовем величину∆1(∕)=lim -⅛gf , (2')

r→ соверхней плотностью — величинуΔi(∕)=‰¾⅛-. (2«)
r→∞ rПусть G (р (г), ∆1, Δ2) — класс таких целых функций, для которых выполняется 0 ≤ ∆1 ≤ ∆1 (/) ≤ Δ2 (У) ≤ Δ2< оо. Здесь мы доказываем существование экстремального индикатора для целых функций [2] из класса G (р (г), ∆1, Δ2). В первой части статьи [1] рассматривался случай Δ1=0.Аналогичную задачу, где ∆1 определялось как

л, (г)∆l = lim ^г)- ,
r→∞а Δ2 — как 

решил А. А. Гольдберг [3]-[7].Учитывая известную формулу Йенсена, задачу настоящей работы можно интерпретировать так (см. [1]): зная рост среднего значения In ∖f (z) | на окружности I z ∣=r, оценить рост In ∖f(z) | на каждом луче arg z=φ.Автор выражает глубокую признательность А. А. Гольдбергу за внимательное руководство.В §§ 7-9 мы будем рассматривать целые функции нецелого порядка P> [p]=Z>- Индикаторы будем измерять относительно того же уточненного
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66 А. А. Кондратюкпорядка p (r), c помощью которого вводятся верхняя (2") и нижняя (2') плотности нулей,A(φ∙,∕) = ∏m l-"!≠¾p-1-, 0≤φ<2π. (3)
r→αo rОсновным результатом §§ 7—9 являетсяТеорема 3. Для всякой целой функции ∕(z)∈G(p(r), ∆1, Δ2) нецелого 

порядка р справедливы неравенстваc0sp<φ-π)-(— 1)p δ*4~  ∣cosp(φ-π)∣}≤
≤ h (ч>; f) ≤ p∕1 (φ. р, ∆b Δ2), (5)

где l1(φ, р, ∆1, Δ2) — некоторая непрерывная функция от φ, 0≤φ<2π. 
При этом существует функция f (z) eG (p (r), ∆1, Δ2) такая, что

h(<T, ∕) = p4(φ, Р» ∆1, Δ2) , (6)
для всех φ, 0 ≤ φ < 2π. Для фиксированного φ, 0 ≤ φ < 2π, можно указать 
целую функцию f (z)eG (p (r), ∆1, Δ2) такую, чтоh ∩ = sfn ⅛ { δ' 2~1 cos P (φ - π) - ( - 1 )p I cos p (φ - π) I J. (6') Вид функции 71 (φ, p, ∆1, Δ2) указан в § 8. Правую часть неравенства (5) мы будем доказывать, предполагая дополнительно, что Δ1>0, так как для случая Δ1=0 она была доказана в первой части статьи. Левую часть неравенства (5) мы докажем здесь в случае ∆1≥ 0. Она является новой и при Δ1=0.Рассмотрим класс R' (δ1, δ2) неубывающих, непрерывных справа функций v (г), 0<t<∞, 0<δ1≤δ2<oc^Λ'(δ1, δ2) = {v(r): δ1rp≤z4√r) = H(ln r)≤δ2rp}. (7)Определим функционалы F и F1 при v (∕) eR' (δ1, δ2) как в § 1. В § 9 мы докажем неравенство (5), где в правой части стоитp∕ι(φ, р, ∆1, Δ2)= sup F(v(r)). (8)

v(!)efr(∆l, ∆s)Обозначим далее R' (∆1, Δ2) через R'. Целью следующих двух параграфов будет нахождение sup F (v (r)).
v(f)∈Λ'

§ 7. Определение и свойства операторов B,kОчевидно, оператор А переводит класс неубывающих, непрерывных справа функций v (i)eR' в класс S'(Δ1, Δ2) = S,' логарифмически выпуклых функций Я (In t). Обозначим In t = x. Тогда функция Н (х) выпукла при -oo<x< + оо. Функции у (а, Ь\ х) и / (5; х) определены в § 3.Из (7) следует, что при H(x)eS, выполняетсяΔ1βp∙v≤H(x)≤Δ2βpx при -oo<x<+oo. (7.1)Пусть x1<x2<x3 — некоторые точки на действительной оси. Определим на S' оператор B'l = B'l (xi) следующим образом:Δ2epx при - ∞ <x≤si, 
∆2l(si∙, х) при sl∙≤x≤si + λ1, 
∆1 epx при si + λ1 ≤ х < + ∞, (7.2)

h1(x) = B'l(xi)H(x) =



Экстремальный индикатор для целых функций 67где si и постоянная λ1 удовлетворяют следующим соотношениям соответственно:

При х ∈ [s.∙, si + λ1] последнее неравенство и неравенство (7.6) с очевидностью следуют из (7.1). При si≤x≤x,∙ из соотношений (3.3) и (7.5) находим, что

H(xi) = Δ2 { pew' (xi-si) + efs>}, sl ≤ x1∙, (7.3)Δ2 — ∆1 epλι = — p∆2 λ1, λ1 ≥ 0. (7.4)Из (7.3) приходим к тождеству по х∆2∕(iij x)≡-x'l- Δ2eps'+-^- Я(х,).i ” , Х/-5/ Xi-Si V ,, (7.5)Покажем, чтоЯ(х) ≤ Λj (х) при x≤xl∙, (7.6)^(x)≥7z1(x) при x≥x1∙. (7.6')
H(χ)≤y(sl, х,-; x) = ^⅛H(r,)+-*̂ H(x j)≤∆2e°s' + tf(x,) = ∆,∕⅛ х).Xi~St X/ SlТем самым справедливость неравенства (7.6) установлена. Для доказательства (7.6,) при x1≤x≤s,1 + λ1 рассуждаем аналогично с использованием неравенства (3.4) вместо (3.3).Заметим, что при si = ln ξ,∙, xi = lnrl∙ выполняетсяxi-λ1≤ji≤xi, ∕1-e-λ*≤ξ i≤rf, (7.7) причем при разных Я (х) ∈ S' переменная ξf-, очевидно, пробегает все значения от tie~λι до ti. Утверждения, аналогичные последнему, будут справедливы в соответствующих случаях и в дальнейшем, но мы не будем их специально оговаривать.Оператор B2(xl-) = B2 определим на S', положив 
B'2H(x) = h2(x) =

∆1 epx при - оо <x≤1yi-λ2,Δ21 (si; х) при si - λ2 ≤ х ≤ si,Δ2 epx при si ≤ х < 00, (7-8)
где si и λ2 удовлетворяют соответственно соотношениямff(xi) = ∆2{pep,'(x,-si) + ep,>}. si5≈x,∙, (7.9)Δ2-Δ1 e~∣>λ= = ∆2pλ2, λ2≥0. (7.9')Как и для h1 (х), находим, чтоtf(x)≤Λ2(x) при x≥x,∙, (7.10)H(x)≥Λ2(x) при x≤xi. (7.10')В этом случае мы имеем такжеxi≤s,≤x, + λ2, Zi≤ξ1∙≤rleλ=. (7.11) Определим теперь на S' оператор ⅛ = ⅛ (x1, х2). При s2-s1>λ1+λ2 по- ложим
5*

h3(x) = B'3H(x) =
Л(Х1)Я(х) 
∆1 epx
B2(x2)H(x)

при x≤1y1 + λ1,при s1 + λ1 ≤ X ≤ s2 — λ2, при 1y2 λ2 ≤ X, (7.12)
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(7.13)
где s1 и s2 определяются из соотношений (7.3) и (7.9), соответственно, λ1 и λ2 — из (7.9) и (7.4).При s2-s1<λ1 + λ2 положим

h3(x)=B'3H(x)=[BlMHM ПРИ X<S*I B2(x2) Я(х) при X≥⅞,где функция s0(s1, s2)=s0 определена формулой (3.16). При s0=lnξ0 имеет место формула (3.16'), причем, для ξl∙, sh /=1, 2 выполняются соотношения (7.7) и (7.11) соответственно. Непосредственным следствием неравенств (7.6), (7.6') и (7.10), (7.10') являются следующие:∕f(x)≤Λ3(x) при x∈[x1, х2],Я(х)> Λ3(x) при x∈[x1, х2].Перейдем к определению на S' оператора B∖= B∖ (x1, x2, х3). Если уравнение(7.15)
(7∙14)

∆2ep,=^(xi, xi+ι', x)не имеет корней при i=2, то положим

a τ3 -
где τ0

А4(х) = В4Я(х) = B1(x1)H(x) j(x2, х3; х) 
∆1 epx

при при при х ≤ τ0, ⅞ ≤ х ≤ τ3, τ3 ≤ х, (7.16)
удовлетворяет уравнениюШ)=Ях2. *з;  τo), Xι≤τ0≤ *2, (7.17)уравнению∆1ep-=j(x2, х3; i"3)> τ3≥x3. (7.18)Такие точки τ0 и τ3 единственны. Это следует из (7.2), (7.6) и элементарных геометрических рассуждений, связанных с выпуклостью рассматриваемых кривых. При τ0 = lnζ0, τ3 = lnζ3 справедливо

t1 e-λ∙ ≤ ξ1 ≤ t1 ≤ ζ0 ≤ t3 ≤ /3 ≤ ζ3 ≤ t3 eλ∙. (7.16')Если же уравнение (7.15) при i=2 имеет два корня, то s2 и s3 удовлетворяющие соотношениям (7.9) и (7.3) соответственно, дополнительно удовлетворяют неравенству ¾≤s3. Это также следует из простых геометрических рассуждений. В этом случае мы положим, / ч n,rr, ' I b'^x^ x≡)77(x) при x≤s2,4 Х ~ 4 * I B,l(x3)H(x) при X≥52.Тогда имеем (7.19)
h e^λ, ≤ ξ1 ≤ t1 ≤ ξ0 (ξ1, ξ2) ≤ t2 ≤ ξ2 ≤ ξ3 ≤ G- (7-20)Учитывая свойства операторов B{ (xl∙) и B3 (x1, х2), а также неравенства (2.2) и (2.3), находим, чтоΛ4(x)≤H(x) при x∈[x1, х2]A4(x)≥H(x) при x∈[x2, х3]Определим на S' оператор B'5 = B'5 (xi,

∕13(x) = B5(xi, xi+1)H(x) = Bi(-∞, xi, xi+1)H(x).

и x≥x3, и x≤x1.xi-∣ ι), положив
(7.21)
(7.22)



Экстремальный индикатор для целых функций 69Оператор Bq (x1, x2, x3) определим на S' следующим образом. Если уравне-ние (7.15) не имеет корней при z=l, то положим( ∆1ewc при x≤τ1,
hs(x) = B'6H(x) = ∖ y(xι> ¾ х) при τ1 ≤ х ≤ τ2, (7.23)

Bi(x3)H(x) при τ2≤x,где τ1 удовлетворяет уравнениюΔ1^∙=j(λ1, хг; τ1), τ1≤x1, (7.24)а τ2 — уравнениюj(x1, х2; τ2) = h2(τ2), x2≤τ2≤x3. (7.25)В последнем равенстве h2 (x) = B2 (х3) Я(х). Такие точки τ1 и τ2 единственны. Это следует из (7.8) и элементарных геометрических соображений, связанных с выпуклостью рассматриваемых кривых. Как и раньше, получаем неравенства r1β-λ*≤e τ*≤r 1≤∕2≤e-≤r3≤ξ3≤r3eλ≡. (7-26)Если же уравнение (7.15) при i=∖ имеет два корня, то s1 и s2, удовлетворяющие соотношениям (7.9) и (7.3) соответственно, дополнительно удовлетворяют неравенству ¾≤¾. В этом случае мы положимβ(x)- 6 (*)-|  В’г(хг, xs)F(x) ПРИ x^≥Sι-Тогда справедливы неравенства (7.23')
(7.27)Учитывая свойства операторов B'2 и В$, а также неравенства (2.2) и (2.3), находим, чтоΛ6(x)>Я(х) при x1≤x≤x2, x≥x3,∕z6(x)≤H(x) при x1≤x, x2≤x≤x3. (7.28)Класс функций, в который оператор Bk отображает S', обозначим через Sk ∈ 

eS'. Класс функций vk (t) = A~1hk (In t) обозначим через R'k. Очевидно, что
R'k<^R,. (7.29)
§ 8. Нахождение максимума функционала F в классе R'Пусть действительные функции q(t), δ(z), τ1 (t), τ2(t) определены при О < t < оо, δ (z) > О, F(q (г)) — линейный функционал. Класс функций q (t) ∈ To (см. § 4), удовлетворяющих для некоторого δ > 0 условию δτ1 (∕) ≤ q (∕) ≤ δτ2 (t), обозначим через T'(δ), T'(1) = T'.Так же, как и лемма 1, доказывается ее обобщение.

Лемма 2. Если для некоторого г>0 и функции q(t)ET0 выполняются 
неравенстваδ(r)τ1(Z)≤^(rZ)≤δ(r) τ2(t), 
то q (rt) e Т' (δ (г)) иsup p(q (rt)∖ = δ(r) sup F(q(t)∖. (8.1)

q (rt') е Г (δ (r)) ' ' βWer ' ,Далее x∣ = l∏zi, где Ą -нуль ядра L (г) (см. (1.5)). Заметим, что A~1H(x) = 
= D+H(x), где D+ означает правостороннюю производную.



70 Л. А. КондратюкРассмотрим следующие случаи.lo. φ∈Φ00( + ). Так как L(∕)>0 при 0<∕<oo, то, очевидно,sup f(v(∕)) = Δ2 f tp L (t) dt = Δ2 p f tpK(t)dt = 
v<'>e^' \ I J 0'= M =p∕1(φ, p, ∆1, Δ2). (8.2)2o. φ∈Φ00(-). В этом случае L(∕)<0 при 0<t<∞, и

sup F(v(z)) = p∆1 f t°K(t)dt = pl1('f, p, ∆1, Δ2) =
V (r) e R' J= p∆1 COS p (φ-π) sin πp (8.3)30. φ∈Φn( + ). Учитывая определение множества Φ11( + ) и неравенства (7.6), (7.6'), получим для k=∖F (Λ^177(In ∕)) = F1 (/7 (In z)) ≤ f1 (∕>t (In z)) = F(Λ^1 ∕⅛ (In ()) . (8.4)Здесь h1(x) = B1(x1) Н(х). Отсюда в силу (7.29) имеем для к=1sup F(v(z)) = sup F(v(r)). (8.5)
v(O≡Λ' V(∕)∈Λ^Из соотношения (7.2) находим
-į A^lħl(lnt) =

∆2r<, при 0<∕<ξ1,∆2ξf при ξ1≤<<ξ1e×∙,∆1∕p при ξ1 eλi ≤ t < + ∞Равенство (8.5) перепишется, следовательно, в силу (7.7) таким образомsup F(v(r)) =
(r) e R'

шах -λl
G е ≤ ξ1

ξlp{∆2 f t°K(t)dt +≤∕1 о
ξl eλl со+ ∆2ξ⅞ f K(z)Λ+Δ1 [ t>K(t)dt} = p max %1(ξl).
ξ^ ξ* λl rle-λl≤ξ1≤f,Найдем ⅛1 = ξf-1 { ξl К& г.) [Δ2 - ∆l е*.]  - p∆2 In į E (4 )j И’ λj. (8.6)

Запишем уравнение no ξ1= (8.7)Учитывая равенства (7.4), (4.9) и (4.10), перепишем уравнение (8.7) в виде⅜, (⅞+λ1)=-j,fa + y~φ^. (8-8)Так как функция ψ (х) строго выпукла вниз на промежутке (- оо, x1] и строго выпукла вверх на промежутке [x1, +оо) (см. § 2), тоψ'(¾)- ψ⅛>-⅜⅛-2θ >0
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т. е.
Таким образом, точку максимума функции A,1(ξ1) на промежутке [f1e^z,, можем находить из необходимого условия экстремума (8.7).Рассмотрим уравнение для определения Θ=Θ (ω) при x1≤ω<+∞ψ (Θ) = ψ' (ω) (Θ - ω) + ψ (ω). (8.9)В силу указанного поведения функции ψ (х) заключаем, что это уравнение имеет единственный корень Θ (ω)<x1 при каждом ω>x1. Как в п. 4§4, показывается, что разность ω-Θ (ω) строго монотонно возрастает от 0 до +оо и, следовательно, принимает значение λ1 в единственной точке ω*.  Число s*  = =ω*  —λ1 — требуемый единственный корень уравнения (8.8). Обозначим ξ*  (φ)=αι (<р), тогда

<Xι(<p) a1(φ) cλl∕1(φ, р, ∆1, Δ2) = Δ2 [ P К (t) dt + ∆2a⅞(φ) į K(t)dt +
о al (φ)+ ∆1 f t°K(t)dt (8.10)

dι(φ) eλ*при φeΦ∏(+)∙4o. φ∈Φn(-). Из неравенств (7.10), (7.10') и определения Φ11 ( —) получаем соотношения (8.4) и (8.5) для k=2, где h2 (x)=B,2 (x1) Н (х). Таким образом, учитывая (7.8) и (7.11), находим
ξ1e-λ*supF(v(∕))=p max / ∆1 f f K(t) dt +

'>(t)sR, ∕1≤ξ,≤r1eλ* I θ

ξl ∞ .+ ∆2ξf f K(t) dt + Δ2 f tp K(f) dt = p max y2(ξ1).
ξ e-λι ξl ∕l≤ξl≤Gβ~λ,Точку максимума функции X2 (ξ1) обозначим через ξ1* = ξ*  (φ) = β1(φ). Можно показать, что s*=lnξ*  находится как единственная точка, удовлетворяющая необходимому условию экстремума, которое при введенных ранее обозначениях запишется в видеψ' ⅛-λ2) =ψ ω~*  u∙-2-,.Л2Обозначим при φ∈Φn(-)

β.(φ)e-λ= β1(φ)∕1(φ, р, ∆1, ∆2) = ∆1 ∫ f>tf(∕)<Λ + Δ2β⅞(φ) f K(t)dt +
0 βι(φ)e^^ λ>

+ Δ2 f tςtK(t)dt.
βι*(φ)

(8.H)



72 А. А. Кондратюк5o. φ∈Φ02 ( + ). В силу (7.14), (7.24) и определения множества Φo2 ( + ) получаем неравенства (8.4) и (8.5) для k = 3.Рассмотрим прямоугольник≡ = {(51, ξ8) = ⅛e-χ∙≤ξ1≤⅛ ⅛≤ξs≤⅛e>∙}.Через Ξ1 обозначим подмножество из Ξ, координаты точек которого удовлетворяют дополнительному неравенству ξ2 e^λa ≥ ξ1 eλι. Положим Ξ2 = Ξ∖Ξ1. При (ξ1, ξ2)∈≡ι обозначим
5ι 5ι* λ'x3(ξ1, ξ2)=∆2 f t<>κ(t)dt+∆,% f K(t)dt+

θ 51

+ ∆1 f t°K(t)dt + Δi⅛ j K(f)dt + Δsι f tfK(t)dt. (8.12) 

ξl Л ξs e"λ* 5.Если же (ξ1, ξ2)∈≡2, то обозначим{5ι 5o(5ι. 51)

[ t°K(t)dt+% f K(t)dt +

О 51
51 «+ ξξ f K(t)dt+ f PX(t)dtl. (8.13)

5β(5ι, 51) 51 1Тогда, находя A~1h3(x), в силу (7.7) и (7.11), равенство (8.4) для k = 3 перепишем в видеsup F(v(∕))=P max ^r3(ζ1. ⅛)∙
v(t)εR' (51. 51) e≡Учитывая определение функции ξ0(ξ1, ξ2), легко проверить, что функция JV3(ξ1, ξ2) непрерывна по обоим переменным в Ξ. Координаты точки максимума (ξ*,  ξ*)  обозначим ξ*  = α1(φ), ξ*  = βι(φ)∙ Можно проверить также, что функция Ar3(ξ1, ξ2) непрерывно дифференцируема в Ξ по обоим переменным, и точка (ξ*,  ξ*)  является единственной точкой, удовлетворяющей необходимому условию экстремума внутри Ξ. Обозначим ξ*  = a1 (φ), ξ*  = βι (φ) при φeΦ02( + )H4(φ. р. ∆1, ∆2)=y2(a1(φ), βι(φ))∙Множество тех φeΦ02( + ), для которых (a1(φ), β1(φ))∈≡1, обозначим через Φ⅛≈( + ), ΦS2( + ) = Φ02( + )∖Φ⅛>( + )∙6o. φ∈Φ13( + ). Как и ранее, получаем соотношения (8.4) и (8.5) для k = 4. Переобозначим ξ0 = ζ0, ξ2 = ζ2. ξ3^λ, = ζ3 и будем считать ζ0 независимой переменной, а ζ2 = ζ2 (ξτ, ζ0) - функцией от двух переменных ξ1 и ζ0, ее мы определим равенством (3.16'), положив ξ0 = ζ0, ξ2 = ζ2 при ζ0≤ζι^λl и Ъ (Ši, ζo) = ζo^λs пРи ζ0>ζιeλ,∙ Учитывая равенства (7.17) и (7.18), . запишем при ζ0≤ξ1eλ,
Я(х3) - H(x2')

Хз-Хги при ζ0≥ξιβλ*
H(x3)-H(x2)

Х3-Х3

∆1ζp-∆2ξp[p (lnζ0-lnξ1)+l] in ζ3-ln ζ0 = κ(ξχ, ζo, U
ζ3)∙

(8-14)
(8-14')Непрерывность функций ζ2 (ξ1, ζ0) и κ (ξ1, ζ0. £з) легко проверяется.= ∆1



Экстремальный индикатор для целых функций 73Рассмотрим многогранник Z точек М (ξ1, ζ0, ζ3), координаты которых удовлетворяют условию (7.16), и определим следующие подмножества множества Z:Z1 = ∣ Λf(ξ1, ζ,, ζ3) = MeZ, ζ0>ξle∖ ζ2(ξ1, ζ0)>κ(ξ1, ζ0, ζ3)∣ ,
Z3 = ∣ Λ∕(ξl. ζ0, ζ3) = JW∈Z, ζ0≤ξ1eλ,, ζ2(ξ1, ζ0)>κ(ξ1, ζ0, ζ3)},
Z3 = { Λ∕(ξ1, ζ0, ζ3)rΛ∕eZ, ζ0>ξ1e×-, ζ2(ξ1, ζ0)≤κ(ξ1, ζ0, ζ3)},
Z1 = ∣ M(ξ1, ζ0, ζ3): Λ∕eZ, ζ0 ≤ ξ1 tI∙, ζ2(ξ1 ζ0)≤κ(ξι. ζ0, ζ3) } ■

4Справедливо Z = Zj. При М ∈ Z1 положим
1

ξl ξl*λl ζ0Λ3(ξι, ζ0. ζ3.) = ∆2 f t<∙κ(t) dt + ∆i⅛ f K(t) <*  + Δl f t<∙K(t) dt +
О ξt ilЛ

ζ0eλ* ζ8e^λ* ζ,+ ∆2ζζ [ K(t)dl + Δ2 f eK(t)dt + ^(X,2e-^γ f K(t)dt +
ζo ζ0Λ ζ,e-λ1

+ ∆1 ∫ PK(t)dt,
ζsпри MeZ2

⅞1 ζ0 ζox,(ξ1. ζ0,ζ3)=∆2[ ^X(z)Λ + Δ2ξ⅞ ∕ K(t)dt + Δ2⅛ f K(t)dt+
6 ξl ζ0

ζj e~λ* ζj αo+ Δ2 f t'K(t)dt + Δ2⅛e~^ f JC(r)Λ+Δ1 f fiK(t)dt,
č. ζJ-λ,при Λf∈Z3

ξl ξιβλlZ1(ξ1, ζ0, ζ3) = ∆2 f t>K(t)dt + Δ2⅛ f K(t)dt +ö ii
ζo ζ. ∞

+ ∆1 f t'K(t)dt +4 κ(ξ1, ζ0, ζ3) f JC(Z)A+Δ1 f fK(t)dt, ξ1Λ C. c,при M∈Z4
⅞1 ζoΛ'4(ξ1, ζo, ζ3)=∆2 ∫ eκ(t}dt+^ f K(t)dt+o i»

ζs ∞+ ∣κ(ξ1, ζ3, ζ3) f K(t)dt+Δl f t>K(t)dt.i» • i,



74 А. А. КондратюкНепрерывность функции Z4(ξ1, ζ0> £з) на границах Zj проверяется непосредственно. Легко видеть, что функция Ar4(ξ1, ζ0, ζ3) непрерывна в Z. Некоторую точку максимума*  функции Z4(ξ1, ζ0, ζ3) в Z обозначим через (ξ1*,  ζj, ζ*),  ξf = α1 (φ), ζ*  = β0 (φ), ζξ = γ1 (φ). ПОЛОЖИМ при φ ∈ Φ13 ( + )

* Вопрос о том, единственна ли эта точка и является ли она внутренней для множества Z, нам не удалось разрешить.

∕χ(φ, р, ∆1, Δ2)= Z4(a1(φ), β0(φ), γ1(φ)).Из рассуждений, аналогичных проведенным в предшествующих пунктах, вытекает, чтоsup F(v(0) = ρ max Ar4(ξ1, ζ0, ζ3).
v(f)∈r MGZМножество тех φ ∈ Φ13 (+), для которых (a1 (φ), β0 (φ), γ1 (φ)) ∈ Zq, обозначим Ф?з( + )» Я= L • • •> 4.7o. φ∈Φ12 U Φ02(- )• Учитывая определение множеств Φ12, Φ02(-) и оператора B'5, как и ранее, приходим к соотношениям (8.4) и (8.5) для k = 5, где B5 = B5(x2, х3) при φ∈Φ12 и B'5 = B'5(x1, х2) при φ∈Φ02(-). Находя 

A~1h5(x), получаем из (8.5)sup F(v(z)) = max Z5(ζ0, ζ3),
v(f)∈Λ' v z (ζ0, ζs)∈Z'где Z, — прямоугольник, в который вырождается многогранник Z, определенный в п. 6° при ξ1→-oo, аналогично определяются Zj, Z,3, а

ζo ζ0eλ=Λ'5(ζ0, ζ3) = ∆1 f PK(t)dt+bt⅛ f K(t)dt +
О ζ0

ζse"λ= ζ3+ Δ2 f F∕C(r)Λ + Δ2ζge-'3λ> f K(t)dt + Δ1 f tpK(t)dt
ζ<Λ ζse~λ*при (ζ0, ζ3)∈Z{ и

ζo ζ3 ∞Z5(ζ0, ζ3) = ∆1 [ t'K(t)dt + κ(-∞, ζ0, ζ3) f K(t)dt + Δ1 f tpK(t)dt 
δ ζ0 ζ,при (ζ0, ζ3)∈Z3. Некоторую точку максимума функции Z5(ζ0, ζ3) в Z' обозначим через (ζ*,  ζ*)>  ζ*  = βo(<pλ ζ*=Yι(φ)∙  Положим4 (ф> Р» ∆1, Δ2)= Z5 (β0(φ), Yι(φ))∙Множество тех φ из Φ12, для которых (β0(φ), γi(φ)) ∈ Z∖ обозначим через Φ}2, Φθ2 = Φι2∖Φb∙ Так же определяются множества Φ⅛2 (-), Ф02 (-)•80. φ∈Φ13 (-). Как и ранее заключаем о справедливости соотношений (8.4) и (8.5) для к = Ъ. Переобозначим eτ* = ζ0> eτ* = ζs> ξo = ζo∙ Тогдаsup F(v(r)) = p max Z6(ξ1, ζ0, ζ3),

v (I) ∈ R’ (ξ1, ζ0, ζ>) ≡ Z' 



Экстремальный индикатор для целых функций 75где Z" — некоторый замкнутый многогранник, а Arβ(ξ1, ζ0, ζ3) — некоторая непрерывная функция в Z". Обозначим одну из точек максимума функции Хб через (α2(φ), β2(φ), γ2(φ)) и положим
∕1(φ, р, ∆1, ∆2) = ∆1 f tf K(t)dt + Δ2<xξec,l> K(t)dt+Δ1 ∫ tfK(t)dt +

о «2 a, eλ-+ Δ2βζe-Λ [ K(t)dl+Δ1 f l°K(l)dt + Δ2γ% f K(t)dt+ Δ2 f K(t)dt 
02 e-λι 0: γj e-λj Ysпри φeΦ∣3 (-),

as a2 eλ*∕1(φ, p, ∆1, ∆2) = ∆1 f ZpA'(r)Λ+∆1a^epλ≡ f K(t)dt +
0 a2

ζs 02 λ2+ Δ2 f ^K(r)<Λ + Δ2⅛(β2, γ2) f K(t)dt + Δ2-⅛ f K(t)dt +
«>■= č. ė.

+ Δ2 f t"K(t)dtγs при 9e⅛ ( —)»

при

при

«= 02∕1(φ, р, ∆1, ∆2) = ∆l f r>jφ)Λ +1 κ(a2, β2, γ2) [ K(t)dt +

О a2
γ. e~λ≈ γ2 ∞+ ∆1 f ∕ptf(z)tZz + Δ2γp f K(t)dt + Δ2 f FK{t)dt

02 γt e-λ∙ λ2φ∈Φj3 (-),
a2 β2∕1(φ, р, ∆1, ∆2) = ∆1 f t'K(t)dt + ± κ(as, β2, γ2) f K(t)dt +

D a2
γs ∞+ Δ2γfJ f K(t)dt + Δ2 f l'K(t)dt

j 02 Y2φ∈Φ}3 (-).Здесь функции ζ2(ζ0, ζ3) и κ(ξ1, ζ0, ξ3) определяются аналогично тому, были определены ζ2(ξ1, ζ0) и κ(ξι> ζo, ζ3), а именно: полагая в формулекак(3.16') ζ0 = ξ0, ξι = ξ3. ξ2 = ζ2. приζ0>ζ3e~λtопределяемζ2как функцию от ξ1 и ζ0, при ζ0≤ξ3e-λ* полагаем ζ2(ζ0, ξ3) = ζ0e^λ*i  при ζ0≥ξ3e^λ2 функция κ(ξ1, ζ0, ξ3) имеет вид.zc γ c Δ2ξP[p(lnζ0-lnξ3)+I]-Δ1ξP
κ (⅛b ЪО» ⅛3) —если же ζ0 ≤ ξ3 e^λs, тоκ(ξ1, ζ0, ξ3) = ∆1

In ζ0-]nξ1
lnζ0-lnξ1 *Заметим, что функция Λ-1Aβ(lnZ), на которой достигается максимум функционала F при φ∈Φ13 ( —) принадлежит R'6<^R'.
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§ 9. Доказательство теоремы 3Обозначим функцию г₽(г) через V(r). Можем считать, не уменьшая общности, что для всех г, 0 < г < ∞,

tp~8 V(r)≤V(rt)≤tp+s V(r) при l≤r<oo,
t>+s P(r) ≤ V(rt)≤ f~s V(r) при 0 < t ≤ 1, <9∙1 >где 0<δ<min(p-p, р+ 1 — δ) (ср. [7], стр. 171). Не уменьшая общности, можем считать также, что для каждого промежутка [ε0, η]∈(0, оо), (Δ2 + + е) ε0 <min (1, η> 1, существует r0 такое, что при r>r0, te[ε0, η] выполняется(* p-≡po+,) K(r)≤K(rO≤Gp + εg+1) У (г) (9.2)(∆1-ε⅝÷,) r(rr)≤ΛΓz(r∕)≤(Δ2 + ε⅞÷,)F(^). (9.3)Эти неравенства являются непосредственным следствием свойства 2) уточненного порядка из [2] (стр. 49).Комбинируя неравенства (9.1), (9.2) и (9.3), получаем для
r>r,0≥r0, ε = ε0(Δ2 + e)

(∆1 -εg+l)(«о-ε⅞+l) K(r) = fP [∆1-εg+1 (l + -,-^)] K(r)> ≥ZpI∆1-εp0+1 (1+-⅜)]∏'∙)>

(∆1 - ε) К (г) Zp+δ ≤ Nf(rt) ≤ (Δ2 + ε) V(r) t'-s при 0 < t < ε0,(∆1 - ε) V(r) f ≤ Nf(rt) ≤ (Δ2 + ε) F (г) Zp при ε0≤*  ≤η, (9.4)(∆1 - ε) V(r) t°-s ≤ Nf(rt) ≤ (Δ2 + ε) V(r) Zp+δ при η < t < оо.Действительно, при ε0≤r≤η имеем
> И(г) f {∆1 - ε0 (∆1 + 1)} ≥ V(r) f (∆1 - ε).Отсюда следует левая половина второго из неравенств (9.4). Остальные неравенства (9.4) доказываются так же, как это или как неравенство (5.5).Из (3) следует существование последовательности rk→ ∞ такой, что для ε=ε0 (Δ2 + e) и k≥k0, rko>ro выполняется, z z4 ∙f ("Ж')) f(v(>∙t<))Ä(»; n-ε≤ ≤^SUPi,где ΛT∙=Λ^((Δ1-ε) V(r), (Δ2 + ε) K(r)) - класс неубывающих функций v (rt), 0<f<oo, r>rk>r0, удовлетворяющих условию (9.4), где вместо N∕(rt) стоит Av(rt). Используя лемму 2 и (9.5), приходим к неравенству

h(<f, ∕)-≡≤ sup r(v(∕)) .
v(r)e/?7 ' 'Значения функционала F^v(r)j ограничены в R↑ (см. § 5). В классе R↑ существует функция v0(z) такая, чтоsup F(v(f))≤F(v0(r))+ ε.

v(∕)ejRTv 7 v z

(9-5)

(9.6)



Экстремальный индикатор для целых функций 77Следовательно, неравенство (9.6) можно переписать в виде А(Ч>; ∕)-2ε ≤F (v0(r)) . (9.7)Предполагая дополнительно ε0<η eλ,+λ=, построим функцию⅞*ω = B1(ln ε0 + λ1)Λ0(x) при x≤lnε0 + λ1,Λ0(x) при lnε0 + λ1≤x≤lnη-λ2,
B2 (In η - λ2) h0 (х) при X ≥ 1∏ η — λ2.При этом в определении λ1, λ2, B1 и В2 вместо ∆1 и Δ2 берем ∆1-ей Δ2 + ε соответственно. По построению v*  (z) = Л -1 h*  (In t) ∈ R' (∆1 — ε, Δ2 + ε). Далее,

’ F (v0 (0) - 7r(vo*  (0) I =IΛ - F1 (Avį (t)) ∣ ≤
≤∫ μvo(θ+Λvf(∕)]∣Λ(r)∣Λ+ f μv0(z)+Λvj(z)]∣L(z)∣<⅛≤

0 ηc-λs≤Δ2 [ (zp + ∕p"δ)∣L(∕)∣Λ∣ + ∫ (rp + tp+δ)∖ L(t)∖dt. (9.8)
О ηe-λ≡В силу выбора 8 для произвольно малого ε1>0 можно выбрать ε0 столь малым, а η столь большим, что в силу (9.8) получим^,(voW)≤^G*  (z)) + ει∙Неравенство (9.7) можно переписать теперь следующим образом

h (<p; /) - 2ε - ε1 ≤ F((vf (t)) = F1 (A0* (In Z)) . (9.9)Рассмотрим функциюA1 (х) = max I h*  (х), ∆1 ePx } . (9.1 Of
Она выпукла для всех х, и∆1 epx≤Λ1 (x)≤∆2epx.Из (9.10) и соотношения A~1 h0(t)ε R(Δ1- ε, Δ2 + ε) следует, чтоI *ι  W - Ä*  (х) I ≤ max I (1 - д^-) (Δ2 + ε) ем, {∆1 - (∆1 - ε)] e°x ∣ = εe°x.

Таким образом, обозначая v1(t) = Λ~1 A1(lnz), получим, что v1(∕)∈Λ'(Δ1, Δ2) и
∣F(v1(z))- F (у*  (Z))≤ε f F∖L(t)∖ dt= εM.

оОтсюда и из (9.10) получаем, что
h (<р; f) - ε (2 + М) - ε, ≤ F(v1 (<)) ≤ sup F (v (r)) = 

v(O≡Λ'(Δ1,Δs)= P 4 (ф> P> ∆i, Δ2). ∙ (9.11)В силу произвольной малости ε1, ε0, а, следовательно, и ε из (9.11) получаем правую часть неравенства (5) для φ ∈ (0,2π). Непрерывность функции ∕1 (φ) будет установлена позже.



78 А. А. КондратюкПостроим теперь функцию/(z), для которой выполняется (6), аналогично тому, как это было сделано в § 5. Ограничимся случаем, когда р (r)≡ р. Построение примера в общем случае проводится аналогично.Пусть {rk} — строго монотонно возрастающая последовательность. Выбор ее мы уточним ниже. Обозначимα.(φ*)=o⅛b  ß» (φ*)  = β,*,  γi(φjt)=γ,∙b šo(«i*.  βu)=ξ0jt.ζ2(βιb Y1J = ζ2fc, ×(αljt, β0jt, YiJ = ×λ, ×(a2k, β2fc, γ2k) = ×k∙Здесь через {φfc} мы обозначаем последовательность
91» 9з» 91» 92, 9з» 91» 9г» 9з» 9⅛.................. где {φ^k} - некоторое счетное множество, плотное на (0,2π), которое мы обозначим через Q.Введем множества Jj (j= 1, 2, ..., 16) индексов к, каждое из которых соответствует в порядке записи множествам:

14)а именно, kεJj, если φk принадлежит соответствующему множеству. Положим далее
Рик = V г к Для всех к,

P14k÷l~

г2 rk при keJ2,ßut cλ≡ rk при keji,βθfc>fc при к ∈ J11,
<y-2k rк при к ∈ J 1з ∪ J14,
Рик Для осталыяых к,

PlAk + 2 —

βι⅛ηt, keJ4,
%keλifk, ^eJn,
Puk+ι Для остальных к,

Рик+З—

г к, kεJ4,
4ιke~λ'-rk, kεJ11,
ζ2krkt fc∈Jr13∪J14,
alfc,*fc,  kGJ2{)J5∖jJ7∖jJs{jJ6,
Рик+2 Для остальных к,

Рмк+4—

«1*  βλ' rk> keJ3∖j J5 и Jr7,
γιfcrfc, keJ11,βo*,  rk, к ∈ J8,
β2fcz‰ fceJ13UJ14,ζ0Λ''Jt, fc<≡Λ.Р14Л+з Для остальных к,
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U Лз U <∕14 U «/15 U Jie,

к eJ3 (J /ц,
P14fc + 5 — <^2k Гк, кЕ J15 U Jie,

1 P14fc + 4 для остальных к,

P14Ä + 6 =
[ β2Λ^. к Е /15 U Jie,
1 P14fc + 5 для остальных к.βι^-λ= rk, кЕ J5,Yι⅛ e^λ, rk, кЕ /8,

P14fc + 7 = γ2fc e~λ= rk, ^∈Jι3uJ15,
. P14fc + 6 для остальных к,βlA√Λ, кЕ ∕5 и /6,

4ιkrk, к e J1 и /8,
P14fc + 8 = ^2k Гк, к J13 U <∕ι4 U Jie,

. P14fc+7 для остальных к,r2 
rk, кЕ J5{j J6{j J7{) J3

P14Λ+9 = αι*  rk, к ∈ J9 U <∕ιo,
P14k + 8 для остальных к,

1r αifc eλl rk, k ∈ ∕9,

P14fc + 10 = 1 βo*  rk> к e <∕i0,
1 Pi4k+% для остальных k,

1 βθ⅛rΛι к E /9 U J12,
P14Λ + 11 — į

1 P14fc + 10 для остальных к,

į ЪкГк, к Е <∕9 U /10 и /12,
P14k + 12 — 1

P14k + ll для остальных к,

P14fc + 13 = rį для всех к.

∏DH k → ∞,

Последовательность {rk} выберем так, чтобыiim l⅛±ι = o, 3 → θ
⅛→00 rk rk

r>vaax{a-Yk, α⅛2, ξ‰,«2Jt, ßok, ßut e^λ,> ξoΛ,Тогда 0<pi≤pi+vПостроим теперь каноническое произведение ∕(z) рода р = [р], множество нулей которого определим по индукции. Будем считать, что 
f (z) имеет нуль порядка [ρ∆1pg] в точке р0, нули порядкаmax {0, [p∆1p‰t] - π(p14fc)} в точках puk, где и(г) - число нулей на отрезке (0, г]; нули порядка [p∆2p⅞4fc+2j-[p∆1p⅞4fc+1] в точках p14*+ι,  простые _1нули во всех точках вида ('д-у)₽* попаДа1°Щих в интервалы (p14fc+2, ∕>ιlt+8), (Pi4k+8, Pi4Λ+β) и в точках вида ( д^ )₽, попадающих в интервалы (puk, p14⅛+1), (∕,14fc + 2> ∕,14fe + <)> (P14Λ + 4> P14k + δ)> (∕j14⅛ + β' Puk + ,)t (P14k + 10> P14Λ+11)> НуЛИ ПОрЯДКЭ [p*(∕'i4⅛+5.  Puk-n, й«+7>] - [pΔ2p⅞4⅛+5] В точках ∕>u*+6j нули порядка 



80 А. А. Кондратюк[pΔ2^4k+4]-[pΔ2p‰+7] в точках p14fc+7∙, нули порядка [pκ (puk+10, p14λ+11, A4⅛+12)]-[pΔ2^4jt+n] в точках p14fc+n∙ Тогда

hz(γ) =
p∆1rp, re(puk, puk + 1) U (Pι4fc + 4, P14⅛ + 5) U (P14⅛ + 6> Plik÷7) U 
и (jP14fc + 10∙ P14Λ + 11) U (P14Λ + 12> Pi4fc + i4)>

[pΔ2∕>MΛ + 2L ''∈(∕>14Λ + 1» Puk + 2)1
[p∆2rp], re(plik+2, puk+3) и (p14fc+8. ∕>14fc÷β),

[pΔ2Pι4fc + 3], f≡(Pl4Λ + 3*  Pi4Λ+4)>

[p×(P14fc + 5> P14fc+6∙ Pi4fc + 7)L re(P14fc + 4> P14⅛ + δ),

[pΔ2p‰ + 8], rε(P14k + 7t P14fcτβ)>

[p∆2p⅞4fc+g], Γ∈(p14fc + β, Pι4fc + 10),

[pκ(∕,14Jt + 10> P14fc + ll. Pi4fc + i2)], z*e(P14Λ + ll. P14fc + 12)∙Можно проверить, что в силу определения последовательности {rk} и функций αl∙, β1∙, γl∙, ζ2, ζ2, κ, κ выполняется
∆1 rp + о (rp) ≤ Nf(r) ≤∆2rp + o (rp).Действительно, в силу определения чисел рп функцию Nf(r) можно представить в виде Nf(r) = Av(r) + o(rp), где v(r)∈∕Γ(Δ1, Δ2). Непосредственную проверку можно провести при г ∈ I>14λ+i∙, Pι4jt+i+ι], keJj для каждого z = 0, 1,2,..., 13, у=1, 2, ... , 16.

Пусть, например, fc∈ J6, r∈[pι4fc+7, A4⅛+8L т. е. rε[⅛krk, βljtr*].  Тогда 

jP14fc =P14fc + l =P14fc + 2» Р14Л + 4 =Р14Л + 5 =P14fc + 6 =Рмк + 1- ПОСКОЛЬКУ Λ∕(Pι4*)  = [p∆1pp4k] 

И Рик = 1/ rki ТО

puk puk

f nf(t) dIn (t) ≤ [ (p∆1pf4t+I) rfl∏z =о Ро

= į p∆ιl∕ rfcl∏ Γfc + o(ln rk) = o (rfik) = o (rp).Таким образом
puk рык+з pnk+t

Nj(r)= f nf(t)d↑nt+ f nf(t) «/In t + f nχ(t)dlnt +
0 pufc+2 pufc+3

r l∕rA' a*k r,i

+ f nf(t) Jin Z = p∆1 [ tpdlnt + p∆2 f tpdlnt +
p!4k + 7 ° Vr~k

ξo⅛ rk r÷p∆2(alfcηt)p J JlnZ + pΔ2(ξ0fcrk)p f dlnt + o(rp).
aιk rk ξofc rkОтсюда заключаем в силу определения alk, ξ0k, βlk, что функция Nf (г) представима в виде Nf(r) = Av(r) + o(rp)t где v (г) eR' (∆1, Δ2) и получаем требуемые оценки снизу и сверху для функции Nf(r). Следовательно, Nf(r) - не более чем нормального типа порядка р, и каноническое произведение рода р = [р] абсолютно сходится, причем ∕(z) - целая функция не более чем нормального типа порядка р.



Экстремальный индикатор для целых функций 81Зафиксируем φ9∈β∙ Пусть φλ, = φ9. Покажем, чтоlim ln∣∕⅛leφ*)∣ . чlιm--------- ™--------- ≥p∕1(φ ).m→ ∞ ,•₽„ чДля упрощения записи ниже вместо km будем писать к. Обозначим∕1(re'η= ∏а <р .V14Ä + 1

∏ r(÷eM'∙∕2(refφ) =
pi4Λ-ι<av<pu)t + H/»<'* ’) = ∏
pιt (Λ÷ι)≥avОчевидно, з∕(re⅛) = ∏ ∕α(,e*).

Как и в § 5 (см. также [3]), можно показать, чтоĮ ∙n I fι f к e'* l,') I |= О (ф,! įniAO.-Z*)  i !=o(⅛)∙Пусть nk(r) — число нулей функции ∕(z) на пересечении (0, г] ∩ [p14⅛-1, 
Pia (⅛+i)]∙ ТогдаIn l∕2 (∕∙ei9)! = J In (E (⅛ eiφ*)  ∣ dnk (τ) =' o

puk +ι⅜ pι⅜⅛+ 11

'k 'k

= J nk(rkt)K(t, <Dk)dt≥ f n(rkt)K(rkt)dt-
pnk-ι puk-ι

rk rk

pi4fe+l<

00 rk
->∣(Puk-ι)f lK(r, φ*)∣  dt = f n(rkt) K(t, φt) dt+ o{⅛).° ⅛-.

'kПодставляя сюда значение n (r) и учитывая определение pi, получаемIn ! /2 (rk e'k] ∖≥rpkl1 (φjt) + о (dį).Отсюда с учетом (5) получаем равенство (6) для построенной нами функции /(z), которую мы обозначим через fQ (z) и φ∈ Q.Положимsup Λ(φj∕)=H(φ).
∕(z)eG(p (г), ∆1, ∆s) 

6. Литовский Математический Сборник VIII 1



82 .4. ∕i. КондратюкОтсюда следует, что функция Н (φ) тригонометрически выпукла и, следовательно, непрерывна. Из (5) вытекает неравенствоН (φ) ≤ p∕1 (φ).Но для φe Q и построенной нами функции имеемH(φ)≤p∕1(φ) = Λ(φj ./į),H(φ) = ρ∕x(φ), φ∈0⊂(O, 2π).Так как множество Q — произвольное счетное множество, плотное на (0,2 π), то последнее равенство выполняется для всех φ∈(0,2π). Таким образом, функция ∕1 (φ) непрерывна и тригонометрически выпукла. Следовательно, равенствоp∕1(φ) = Λ(φj fq)выполняется для всех φ ∈(0,2π). Доопределив теперь функцию ∕1 (φ) для φ = 0 по непрерывности, получим правую часть неравенства (5) для φ ∈ [0,2 π) и равенство (6) для f(z)=fQ (z) и φ ∈ [0,2π).Так же как в [6], стр. 414, можно показать, что левая часть неравенства (5) непосредственно следует из следующего неравенства, доказанного И. В. Островским (см. [8], стр. 30):lirn ln ' ∕(rg,'φ)! > πP cos p(φ~π) ,. In ∣ ∕(refφ) ■I!ΓL Λ9∙(r) " _ sinπp Nf(r)которое справедливо для всякой функции ∕(z)∈G(p(r), ∆1, Δ2). Фукнции из класса G(p(r), ∆1, Δ2), для которых имеет место равенство (6'), хорошо известны [2]. Тем самым доказательство теоремы 3 закончено.
§ 10. Оценки для индикаторов целых функций целого порядкаТеорема 4, которую мы сформулируем ниже, аналогична следствию 3 из [5] и является обобщением теоремы 2. Доказательство ее аналогично доказательству теоремы 2 и следствия 3 из [5], поэтому мы не приводим его здесь полностью.Пусть ∕(z)∈G(p(r), ∆1, Δ2) и р-целое число. Класс сходимости С и расходимости D, а также индикаторы A7∙(φj /), функции Vj(r), j=∖, 2 и число α(∕) определим, как в [5] (см. также § 6).

Теорема 4. Для всякой целой функции f (z) целого порядка р справед
ливы неравенстваp I cospφ- --j-,- i cospφ∣ ∣≤A1(φj ∕) ≤≤p { ~δ-s⅛-,- c°spφ + Až2A1 icos pφ∣} (iθ∙i)
при p(r)eD ир{ cospcp-^ę-1- ∣COSpφ∙ }≤A2(φj∕)≤≤ p I - δ*2 — cos pφ + Аа-^— I cos pφ I I (10.2)
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при

P(γ)eC и α(∕) = 0.
Существует целая функция f (z) ∈ G (p (r), ∆1, Δ2) такая, что при 

p(γ)eD Mφi√)≡P I δ2⅛δ* cos pφ + δ*~ δi ∣cospφ∣ } , (10.3)
а при p(γ)eC u a(∕) = 0 - такая, чтоΛ2(φ∙,∕)≡ - Р cospφ+p Ag~A1- ∣cospφ∣. (10.4)
Для фиксированного φ, 0 ≤ φ < 2π, можно указать целую функцию 
∕(z)εG(ς>, ∆1, Δ2) такую, что при p(t)eD¼(φ∙, ∕) = P I cospφ-~∣cospφ∣∣, (10.5)
а при p(r)EC и a(∕) = 0 - такую, что

h2 (φj /) = - р ---2⅛- cos pφ - р -si Iδ, : COS pφ Į. (10.6)
В качестве примера рассмотрим доказательство оценки сверху для h1(φ∖ f) при р (r)∈ D. Представим f (z) в следующем виде [5]:∕(z)=∕ω(z)√<2>(z),где Λ1>(z) = exp { | z- X ¾p}.' ≤rк∕<2>(z) = exp{β(z)} ∏ £(-^ , р-1). ∏ e(^∙, р) =

V °k>'= exp{ρ(z)}∕<3>(z),а Q (z) - многочлен степени не выше р. Известно (см. соотношение (2.3) из § 3 статьи [4]), чтоlnM(r, ∕r2>(z))≤о(Γ1 (г)). (10.7)Для всякого ε>0 существует r0 = r0 (≡) такое, что при r>r0 выполняется(∆1-ε)÷ K(r)≤ΛΓz(r)≤(Δ2 + ε)K(r).Заметим, что Nf(er)≥nf(r), а такжеr(er) = 0(K1(r)). (10.8)Тогда, интегрируя по частям, получаем (см. [1]):In \ДД (reiφ)! = - rp ]Γ akp cos pφ =
= 7 rpcospφ∣"^ + p +p2 ∫ ∕<∙ω-p-' <ft∣.



84 А. А. КондратюкОтсюда In ∣∕,r', (re'φ) I ≤ у (1 + ε)[∏er)+p∏∕∙)] +
+ p(l+ε) Γ1(r)[-cospφ+-^÷i lcospφ[].

Учитывая (10.7) и (10.8), в силу произвольной малости ε получаем правую часть неравенства (10.1).г. Львов Поступило в редакцию10.VI.1967
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SVEIKŲ FUNKCIJŲ SU TEIGIAMAIS NULIAIS EKSTREMALINIS 
INDIKATORIUS. ПA. KONDRATJUK
{Reziumė)Šis darbas yra [1] straipsnio tęsinys.Nagrinėjamos sveikos funkcijos /(z) eilės p, 0<p< oo, su teigiamais nuliais. Nulių apatinis 

∆1 (f) ir viršutinis Δ2 (f) tankiai apibrėžiami šitaip:∆1(∕) = lim r→(') V (r, 0, f),
r→ooΔ2(∕) = i⅛r-P0∙) V (r, 0, /);
Γ→0Očia TV (r, 0, /) — nulių skaičiaus R. Nevanlinos funkcija; p (r) - patikslinta eilė, p (r)→p, kai

r→∞.Gaunami sveikų funkcijų y (z), patenkinančių reikalavimą 0≤Δ1≤Δ1(∕,)≤Δ2(∕)≤Δ2 < ∞, indikatorių tikslūs įvertinimai iš viršaus ir apačios. Pirmoje straipsnio dalyje buvo išnagrinėtas tik tas atvejis, kai ∆1 =0, ir nebuvo gautas įvertinimas iš apačios.
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EXTREMALINDΠCATOR DER GANZEN FUNKTIONEN MIT POSITIVEN 
NULLSTELLEN. ПA. KONDRATIUK
(Zusammenfassung)Dieser Artikel ist eine Fortsetzung des Artikels [1], sein zweiter Teil.Es handelt sich um die ganzen Funktionen der Ordnung p, 0<p<∞, mit positiven Nullstellen, derer untere und obere Dichte als∆1 (/) = lim r-P<r) N(r, 0, /),r→αoΔ2 (/) = hm r-P(') Λr(r, 0, /)

r→∞definiert wird, wo Λr(r, 0,/) Nevanlinnasche Anzahlfunktion, p (r) eine gewisse verfeinerte Ordnung (p (r)→p bei r→∞) sind.Es werden exakte untere und obere Grenzen für die Indikatoren der ganzen Funktionen aus der Klasse, die durch die Bedingung 0≤Δ1 ≤ ∆1 (∕) ≤ Δ2 (∕) ≤ Δ2< ∞ bestirnt wird hergeleitet. Man hat im ersten Teil des Artikels nur den Fall Δ1=0 und keine untere Grenze betrachtet.




