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НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ О РЯДАХ ДИРИХЛЕВ. Μ. ТУРПАНОВАВ статье рассматриваются ряды Дирихле с комплексными показателями (1)
л=1для которых предполагается, что последовательность {∣ λπ |} измерима, т. е. существует (2)Пусть θ∙ — наибольший из углов, в котором существует lim -∣-r—-, а {λπfc} — fc→αo I Iта подпоследовательность последовательности {λπ} которая принадлежит углу θ. 00Для характеристической функции L(z) = ∏( 1 - Г. Л. Лунцем [2]

л= 1получены оценки:
для α<ψ<π-а,π [C Į sin ψ I + Seos ψ] - πτ sin у — ≡ < ln 1 L 1 < π (С ∣ sin ψ | + 

+ S cos ψ) + πτ sin y + εдля —π+a<ψ<-а. Здесь S и С — некоторые постоянные величины. Эти оценки имеют место при любом ε>0, если г достаточно велико.Пусть 0<a<y и множество предельных точек последовательности {argλπ} принадлежит отрезку [-а, а]. Всякий угол ∣ arg (z-z0) ∣<^ -а, аов котором функция ∕ (z) = 2 0nZ~λ"j голоморфна и который не находится 
л=1строго внутри другого угла ∣ arg (z-z0) | <у-а, в котором функция ∕(z) также голоморфна, будем называть углом голоморфности ряда (1).ιo∙



344 В. Μ. ТурпановаПриведем теорему (см. [2]), которая будет использована в дальнейшем.Если к< 1 — функция ∕(z) голоморфна в угле ∣ arg (z-z*)  ∣ <-^ — а, где z*  = π j C(Zc-l)tgα + ρ [tga+tg (^ - ^)] + z∙ S (fc-1) ∙ctgal,p=πτ • sm у, на примыкающих к вершине отрезках сторон этого угла длиныZ1 = π f(l-fc) (—+ ------ Р-11 L , ∖ cos a sm a ∕ cos a J
И Z2 = maxi π (1 - k) ∣7 C----- Д—)------ -—1, 0 Ii Į ' L ∖ cos a sin a ∕ cos a J Jсоответственно и в области У, определенной ниже, то существует функция φ (z), экспоненциального типа в угле ∣ arg z ∣ <β, для которой φ (λn) = aπL'(λn) (n=l, 2, ...) и индикатриса h (ψ) которой удовлетворяет в угле a<ψ<β неравенству

h (ψ) ≤π [fc (С ∙ sin ψ — Seos ψ) + ρ (1 +∣∕2)],а в угле —β<ψ<-a — неравенству
h (ψ) ≤π [fc (С 1 sin ψ I+ S ∙ cos ψ + 3p]У — область, ограниченная отрезками длины Z1 и Z2, о которых идет речь ъ теореме, проведенными через концы этих отрезков прямыми, наклоненными к действительной оси под углами j-β и β-^ и прямой Imz=Imz*.Пустьz*=π  { C(fc-l)tga + p [tga + tg ^)] + Z ‘ $ (k-∖) ∙ ctga,где k<∖-~ — вершина угла Я, в котором функция ∕(z) голоморфна. Предположим, что функция ∕(z) голоморфна также и на сторонах угла Н (угол 

Н можно получить с помощью любого сколь угодно малого сдвига угла голоморфно сти функции ∕(z)). Тогда (см. [2], теорема 2) существует такое β>a и такая функция φ (z) экспоненциального типа в угле ∣argz∣<β, для которой φ (λn) = anL, (λπ)(n=l, 2, ... ), причем при a<ψ<β
h (ψ) = lim -n-' φ-^-rg- ≤ к π (С ∙ sin ψ — S ∙ cos ψ) + πp (1 + ]∕2) <

Γ→B r<π(C'∙sinψ- S' cos ψ) + πp(l +]∕2), где C' = c(l-⅜), S' = s(l-⅜)∙Если же — β<ψ<-а, то
h (ψ) ≤ π [fc (С I sin ψ Į + S ∙ cos ψ) + 3ρ] < π (Cz ∣ sin ψ Į + Sz cos ψ) + 3πρ.В силу непрерывности индикатрисы можно утверждать, что
h (a) ≤π [Czsina-Sz cosa + ρ (1 +]∕2)],
h (—a) ≤π [Cz I sin a ∣ +Sz cos a + 3ρ].Если функция H(Θ) = 4cos Θ + BsinΘ в точках Θ1 и Θ2 принимает значения Λ1 и Л2, то она определяется равенствомrr∕∕Λ∖- ¼ sin (Θa-Θ)+A2 sin (Θ-Θ1)
hVj>~ sin(Θt-Θ1)



Некоторые теории о рядах Дирихле 345Оценим индикатрису функции φ (z) для угла ∣φ∣≤α. При 
h1 = h (—a) ≤π (C' ∙ sina+S'cosa)+3πp, при ψ = a
h2-h (а) ≤π (С ∙ sin а — S"cos a)+πp (1 +]/2).

ψ= —a
Тогда для —a≤ψ≤a

h (ψ) ≤ π [р — 1) — *S ,' cos a j cosec a ∙ sin ψ + +1 π ∣^C,' sin a + ρ + } sec a ∙ cos ψ.Так как
то ряд (1) будет сходится в области У, которая служит пересечением полуплоскостей :

х ∙ cosψ-у ∙ sinψ-7C(ψ)>O, —a≤ψ≤a,где ---- In 1 an. Įfc(ψ) = lim lim .. ↑ ,η→0 k→∞ ‘ ^nk 1а {¼ } - подпоследовательность последовательности { λπ}, для которой ψ-η<arg λn*<ψ+η.Имеем
, i ? (¼)

К (ψ) = lim lim — L "fc^— ≤ η→0 k→∞ ∣¼l^ι∙ Γι~ blW — 1 1 j 1 К≤1≡ lim + hm In ≤η→o Lfc→θo 1 ¼ 1 k→∞ 1 ¼ 1 1 l 1¼) I≤ π [p — ^ — S' cos a J cosec a ∙ sin ψ + π [p (2 + +4- C' sinaj ∙ sec a ∙ cos ψ + S(<w,где 8'W = hm lim . In Į •τ1→0 ⅛→∞ J ¼ 1 1 L {κ"k> 1Итак, ряд (1) сходится в области, которая является пересечением полуплоскостей :∣x-π [С (1 ~⅜) tga + (2 + -^) ρ∙seca]∣ cos ψ--∣y-π (1 -7r) Ctga-p 1) cosecaj∣ sin ψ> 8(ф>, (3)где — a≤ψ ≤a.Это утверждение справедливо при любом выборе K<∖ — в определении z*.Если положить К< 1 — ctga, где ε>ρ∙tga и взять ε достаточно близким к p∙tga, то z*=x*  + iy*  будет сколь угодно близко кπdt≡ (τ~⅛)~i ⅜∙c⅛a]∙ 



346 В. Μ. ТурпановаТак как точку z*  можно выбрать сколь угодно близкой к вершине, x0+iy0 угла голоморфности ряда, то произведя простейшие преобразования в неравенстве (3), мы приходим к следующему утверждению.
Теорема 1. Ряд (1) сходится в области, в которой для всех —α≤ψ≤α 

имеет место неравенство-.
(х — x0)∞s ψ-(y-y0)sin ψ > δ<ψ> + πI∣S∙ctga-ρ 1) coseca]×× sin ψ — π Įp (1 + sec a + C ∙ tg a j cos ψ,

где
ZQ = x0 + iy<>

- вершина любого угла голоморфности ряда.Заметим, что если последовательность {λn} имеет угловую плотность, а это означает, что существует такая неубывающая функция Θ (ψ), что для всех ψχ и ψ2 не принадлежащих некоторому исключительному множеству, существует пределlim τy-τ = Θ (ψ2) — Θ (ψ1)1λ→∞ I Ил Iгде {μn} — расположенная в порядке неубывания модулей та часть последовательности {λπ}, для которой ψ1 < arg λn < ψ2, то р=0 и ряд (1) будет сходится в области, которая служит пересечением полуплоскостей:
(х — x0) ∙ cos ψ — (j — Jo) sin ψ > + π ∙ S∙ ctg a ∙ sin ψ — π ∙ C∙ tg a ∙ cos ψ,где

a+0 <x+0C= J cosψ^Θ(ψ), S= J sinψJΘ(ψ).
—a—0 —a—0Это утверждение обобщает соответствующую теорему, доказанную Г. Л. Лунцем [1].Пусть теперь на величины argλn не наложено никаких ограничений. Обозначим через Λφl, φt подпоследовательность последовательности А, состоящую из тех ее членов, для которых φ1≤argλπ<φ2. Пусть, далее -Kφι. ф. - РЯД. составлений из тех членов ряда∕(z)=2 ⅛e-λ"1, (4)

л= 1для которых λn∈Λφl, Ф1 и yφl, φt(z) “ сумма ряда Λφl,φt. Выбрав некоторые φ и некоторое ηo>0, построим угол раствора π-2η0 с биссектрисой, идущей вдоль луча argz=-φ, который принадлежит углам голоморфности всех функций вида fψι φ+η (z) при 0<η≤ηo (такой угол наверняка существует, если область сходимости ряда (4) непустая).Обозначим через Ну тот из углов указанного вида, который ограничивает наибольшую область. Вершина угла Ну совпадает с вершиной угла голоморфности хотя бы одной из функций f4>t φ+η (z) при O<η≤ηo или является предельной точкой для некоторой последовательности таких вершин. Пусть z=∕<^∙> e-'fl> — вершина угла Ну.Через Н~у — обозначим угол, построенный аналогично углу Ну (того же раствора, с той же биссектрисой) для семейства функций вида ∕φ-η, φ (z)



Некоторые теории о рядах Дирихле 347при O<η≤η0, и пусть z=li~^ e~i* — вершина угла H~7l∙. Введем обозначения : ___∕+=lim∕<4 ∕"=lim^^η∙∖ Z(φ) = max(Z÷, Zφ).
η.→0 * ηβ→0Область К, все точки которой при любом φ удовлетворяют условию 

X ∙ cosφ-У ∙ sinφ- Z(φ)>O, (5)назовем нормальной областью голоморфности ряда (4).В этой области (см. [1]) голоморфны все функции вида ∕φl,φι (z) и сама функция f(z)t а в любой сколь угодно малой окрестности всякой точки на прямой
X ∙ COS φ-У ∙ sinφ-Z (φ)=0 (6)найдутся вершины углов голоморфности функций fφ-rit φ+η (z) при сколь угодно малых значениях η>0.Через М обозначим замыкание множества особых точек всех функций Л»»» <?» (z)∙Возьмем точку z=x+iy на границе области К. Она может принадлежать прямолинейному отрезку границы области К, а может и не лежать на прямолинейном отрезке границы области. Но всегда в любой ее окрестности имеются точки, которые принадлежат либо одной прямой вида (6), либо бесконечному множеству таких прямых. Пусть φ - один из углов, для которых в этой точке справедливо равенство (6). Выберем ηo>0 сколь угодно малым и рассмотрим подпоследовательность Λφ-ηo, ф+7)о; через τ≈p,η. обозначим максимальную плотность последовательности, составленной из модулей членов Λφ-ηo, φ+ηc.Пусть τφ = lim τφ, ηβ, а τ (z) = inf τφ = τφ∙ ηβ→0 φ ∈ А

(А — множество всех φ, для которых справедливо (6) при данном z). В любой окрестности точки z найдется вершина угла голоморфности функции ∕φ*- η, φ*+η (z), если η достаточно мало (см. [1]).На основании теоремы 3 из [2] можно утверждать, что функция ∕φ∙-η, φ* +η(z) имеет хотя бы одну особую точку в области Z)e,β, ограниченной прилегающими к вершине угла голоморфности отрезками его сторон длины:<∕=π ∣[l + (l + -l∙)∙2secη] τφ.-τψ.tgη}<πτφ. (3 + ∙^p (7)и проведенными через концы этих отрезков прямыми, наклоненными к действительной оси под углами, равными соответственно у — ß, ß—у, где ß и ε связаны условиемtgβ>(l + ε)tgη.Выберем ε = ε(η) так, чтобы limε(η) = oo, a lim [tg η ∙ ε (η)]=0, тогда 
T∣→0 7i→0tg ß можно взять сколь угодно близкими к tgη, а так как η — сколь угодно мало, то tg ß будет сколь угодно близким к нулю.♦> В формулировке теоремы 3 из [2] для величины d дана более грубая оценка, однако из хода доказательства этой теоремы с учетом малости η можно получить (6).



348 В. Μ. ТурпановаТаким образом доказана теорема.
Теорема 2. Какова бы ни была точка z границы нормальной области 

голоморфности функции f (z), в круге радиуса 3πτz с центром в этой 
точке имеется по крайней мере одна точка множества Μ.Пустьδ = lim _!_ In I ___!___ I < 00n→∞ ∣λ71∣ I г(хл) Γw— индекс конденсации последовательности {λπ}, а через δ [φ1, φ2] обозначим индекс конденсации последовательности Λφl, φ,, через Lφlι φ, (z) — характеристическую функцию этой последовательности. Индекс конденсации конечной последовательности будем считать равным 0. Пусть φi=φ-η, φ2=φ+η, φ-η<φ'<φ+η, τ — максимальная плотность последовательности Λφ,t φ,.Имеем

φ+η (z) = -^Φ-η, ф' (z) ' Др,. φ+η (z)∙Если λn∈Λφ-ηtφ', ТО
^zφ-7), φ+η (^л) "^φ-η, φ' (λn) ⅞p' φ+η (^л)>откуда 1Х„| ln∣ ⅞-n,φ-‰) 1“ l‰∣ ln 1 ⅞-η,φ+η(λn) l+∣λnl ln∣z-P∙^(λ-)∣∙

Из оценки для индикатрисы характеристической функции (см. [2]) следует, что lim In I Lφ't φ+η (λπ) Į ≤ πτ cos η 1 sin 2η ∣ + πτ sin η ≤ 3πτ ∙ sin η. n→∞ I ^n IПоэтомуδ[φ-η, φ')≤δ[φ-η, φ+η)+3πτsinη, аналогично,δ [φ', φ+η)≤δ[φ-η, φ+η) +3πτ ∙ sinη;если длина интервала [φ-η, φ+η) достаточно мала, то δ[φ-η, φ')≤δ[φ-η, φ+η)+ε, δ [φ', φ+η)≤δ[φ-η, φ+η)+ε,как бы ни было мало ε>0.Введем обозначения (η > 0):δj=limδ[φ, φ + η), δ~ = lim δ [φ-η, φ), η→0δ(φ)=max (δ÷, δφ). Величину δ (φ) будем называть лучевым индексом конденсации последовательности {λn}.Ранее была введена величина δ^ = lim lim
η→0 k→∞

1
L' (λnjt)где {λnjfc} — та подпоследовательность последовательности {λn}, для то чек которой φ-η ≤arg λπfc≤φ+η.



Некоторые теории о рядах Дирихле 349Так какlim 1 . In I * √- I ≤ lim !_ In I —!— I k→∞ ∣4∣ I l W I n→∞ ∣χn∣ I zz(λn) I’ TO ДЛЯ всех φ-η<ψ<φ+η, δfψ><δ(φ) + ε.Из теоремы 1 следует, что для любого ε>0 существует такое ηo>O, что для всякого O<η≤ηo можно построить угол голоморфности Н функции 
fφ-rit φ+η раствора π-2η с биссектрисой, идущей параллельно лучу arg z= -φ, такой, что ряд R φ-η, φ+η сходится в лежащем внутри Я угле, стороны которого параллельны соответствующим сторонам Н и отстоят от них на расстояниях, равным δ(φ) + ε.Следовательно, справедлива теорема.

Теорема 3. Ряд (4) сходится в области Y, точки которой при любом φ(0≤φ<2π) удовлетворяют условиюx∞sφ-У ∙ sinφ-1 (φ)-δ (φ)>0.Легко видеть, что в формулировке теоремы 3 величина Z(φ) + δ(φ) может быть заменена величиной∕H(φ) = max(ZJ + δ+, Z~ + δ~).г. Москва Поступило в редакцию23. V. 1967
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KAI KURIOS TEOREMOS DIRICHLE EILUČIŲ KLAUSIMUV. Turpanova
{Reziumė)Darbe yra nagrinėjamos Dirichle eilutės

00∑ V^⅛
n=lkai rodikliai Хл yra kompleksiniai, o seka { ∣ λ∏ | } yra išmatuojama.
QUELQUES THĖORĖMES SUR LES SERIES DE DIRICHLETT. Tourpanova
{Resume)On dėmontre quelques thėorėmes sur les series

∞2 ane~λn2
∏=1ou les exposants λn sont complexes et la suite { I λn I } est mesurable.




