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О СОПРЯЖЕННОСТИ ВОГНУТО-ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЙН. Т. тынянский
1. Пусть даны вещественные локально-выпуклые хаусдорфовы линейные топологические пространства H1 и Н2, в которых выделены выпуклые множества C1 и С2 соответственно. Прямое произведение пространств H1 и 

Н2 будем обозначать через H1xH2, а через H×R прямое произведение пространства Н на вещественную прямую R с естественной топологией. Для обозначения точек х пространства H1 × Н2 будем пользоваться выражением (x1∖ х2), где x1 и х2 проекции точки х на пространства H1 и Н2 соответственно. Подмножества пространства H1× Н2 будем обозначать через (Q; С2), если проекции этого подмножества на пространства H1 и Н2 совпадают с 
C1 и С2 соответственно. Через Н*  будем обозначать сопряженное пространство к пространству Я, т. е. множество всех линейных непрерывных функционалов на пространстве Н. Значение линейного функционала x*εH*  в точке хеН будем называть скалярным произведением элементов х*  и х и обозначать через (х*,  х).Рассмотрим функцию f(x1∖ х2), определенную на прямом произведении (Q; С2) выпуклых множеств C1 и С2, вогнутую по переменной x1∈C1 при фиксированном x2∈C2, и выпуклую по переменной x2∈C2 при фиксированном x1eC1, такие функции будут называться вогнуто-выпуклыми.Будем говорить, что вогнуто-выпуклая функция f(x1∖ х2) замкнута по x1 (замкнута по х2) относительно области своего определения C1× С2, если для любой точки х?еЯх (x^∈∕∕2), в которойlim ∕(x1j x2) Į lim ∕(x1∙, x2)∖.τ1→xj. x1ec1 ∖x1→xjj xse Ct Iконечны, значение функции определено и/(х?; x2) = 1⅛ f(xl-, х2) (1.1)

xl→x↑, Х1 ≡ cl(∕(xf, *θ)= Km f(χι', *2)) есть функция, полунепрерывная снизу (свер- Xι→x*,  x1 е Ciху) по переменной x2 (x1), т. е. точка х? принадлежит множеству C1 (точка 
xξ принадлежит множеству С2).Вогнуто-выпуклая функция ∕(x1j х2) называется замкнутой относительно C1 х С2, если для любой точки (х?; х§) ∈ H1 × Н2, в которой выражения



352 H. T. Тынянскийlim f(x1∖ x2) и lim ∕(x1j x2) конечны, значение функции опре- X1→⅛ Λ-1∈C1 x1→⅛xlec1делено и
∕⅛ χz) = lim f(χι> хъ) = lim /М; χi)∙ (1.2)

xl→x↑, xlεClО функции, обладающей всеми перечисленными свойствами, будем говорить, что она удовлетворяет условию (А).
Замечание 1.1. Если в определениях замкнутости вогнуто-выпуклой функции ∕(x1j х2) испытанию подвергаются только точки (х®; xJ)∈C1×C2, то будем говорить, что функция f(x1∖ х2) замкнута на множестве C1×C2.Отметим, что замкнутая функция f(x1∖ х2) полунепрерывна сверху по x1 для всех x1eC1i при всех фиксированных x2∈C2 и полунепрерывна снизу по х2 для всех x2∈C2 при всех фиксированных x1∈C1.В пространстве R × H1 × H2 рассмотрим множество[∕-∙,(Cβ C2)] = {(αj хг; x2)eR×H1×H2∣(x1∙, хг)е(С,; Сг);

a≤f(x1∙, λ⅛)}. (1.3)В силу вогнутости функции f(x1', х2) по переменному x1∈C1 множество [f~ ; (C1∙, C2)] ∩ (R× H1∖ х2) является выпуклым множеством при каждом x2∈C2. Его будем обозначать через [∕* tj C1]. Оно определяется соотношением
[fχt IG] = {(а; xf x2) ∈ R × (H1∖ x2) ∕ (x1∙, x2) ∈(Cf, С2)}; а ≤∕(x1, x2)}. (1.4) Очевидно,[∕-. (Q; C2)] = J [/-; C1].

Xsε СгДля множества [∕7f C1] определим сопряженное множество [∕7t jC1]*  как множество всех невертикальных гиперплоскостей пространства H1 × R, расположенных выше множества [∕7f C1]. Уравнение каждой такой гиперплоскости может быть записано в виде:а + (х?, x1)=α, (1.5)где (а; x1) текущая точка пространства H1 × R, а (1; xj) — некоторый фиксированный элемент пространства H*×  R∖ a — вещественное число, определяющее линию уровня линейного функционала (1; х*),  которая представляет собой график непрерывной функции на пространстве H1. Таким образом, каждая невертикальная гиперплоскость однозначно определяется некоторым элементом х*  е Н*  и вещественным числом a так, что для обозначения гиперплоскости мы будем пользоваться записью (a; х*).  Для каждой точки, принадлежащей пересечению графика функции f(x1', х2) с гиперплоскостью (1.5) имеет место соотношение
f(χι, χ2) + (χ1, *ι)  = a∙ (1.6)Для каждой точки (a; xJef/Zi; C1] имеет место a≥f(x1∖ х2). Таким образом, мы можем сказать, что точка (a; x{t) пространства Н*  × R принадлежит множеству [∕71J C1]*  тогда и только тогда, когдаa+(x*,  x1)≤a (17)



О сопряженности вогнуто-выпуклых функций 353для любой точки (а; xi)∈[Λ2i C1]. Для того, чтобы точка (а; х*)  принадлежала множеству [f~-t C1]*  достаточно, чтобы/Un ^2) + U1> xx)≤α (1.8)для любого x1∈C1.Следующими соотношениями вводятся множестваГ;зд = {(Х1*;х 2еЯ*;Я 2)| sup [∕(x1j x2) + (xf, *ι)]  < ∞ } (1∙9)
х, e Gи множество(Г?, C2) = J г;,, = { (xf; х2) е (Я,*  х Я2) / х? е Г^,, x2eC2}. (1.10)

Λ. е С.На множестве (Tį; C2) определим функциюφ(x*∙,  x2)=sup [∕(x1∙, x2) + UΓ, Xι)]. (1-11)
Λ1∈ СзТогда для фиксированного x2∈C2 имеем

lfχ,^< C1]*  = [φ+ι ΠJ = {(»■; х?; χ2)∈P×(ffl*j  x2)∕χJ∈Γ)x,, а> ≥φ(χrχ2)}. ’ (112)Множество[/-. (G; C2)K = ]φ÷j (Г,'; C2)] = J [/-; c1]*=  ∪ [φ⅛ Γ',J (1.13) λ"2 ∈ С. x∙ ∈ Csбудем называть сопряженным по x1 множеству [/“; (C1∖ C2)]. Очевидно[/-; (C1∙, c2)]* 1 = [φ÷i (П; c2)] == {(a; xj; х2)еЯ*  × H2 × R ∣ (х*;  x2)∈(Γ[∙, C2), a≥φ(x*∙,  x2)}. (1.14)Функцию <р(х*;  х2), определенную на (Γ∣, С2) будем называть сопряженной по x1 к функции /(хх; х2).
Лемма 1.1. Пусть дана вогнуто-выпуклая функция f(x1∖ х2), опреде

ленная на прямом произведении (Сх; С2), замкнутая на (C1∙, С2). Тогда мно
жество (Г'; С2), задаваемое (1.10) не пусто и выпукло, а функция φ (х*;  х2), 
определенная на этом множестве соотношением (1.11), выпукла и замкну
та на множестве (Ц; С2) (см. замечание 1.1).Доказательство. Для любого фиксированного х2 из множества С2 множество Γxt не пусто. Для того, чтобы убедиться в этом нужно рассмотреть точку (∕(x1j x2) + εi χι), ε>0, χιeG, которая лежит над выпуклым множеством [fχt ∖ C1], так что в силу теоремы Мазура—Бурджина существует невертикальная гиперплоскость вида (1.5), разделяющая точку и множество. Эта гиперплоскость определяет элемент xj ∈ Г{х>. В силу этого множество (Г[; С2), определенное в (1.10) как объединение не пустых множеств не пусто.Для доказательства выпуклости множества (Г{; С2) и функции φ(xfj х2) рассмотрим точки (х*';  x2) и (xjs',∙, х2") из множества (Γ^∙, С2). Согласно соотношению (1.11) мы имеемφ(x1*'j  x2) = sup [∕(x,J x2) + (x1*',  Xι)]>∕(xβ x2) + (x1*',  x1),

xteC,φ(xj"! x2) = sup [∕(x1J Xj) + (X*",  X1)]>∕(Xb x!,') + (x1*",  x1).
x2∈C,



354 H. T. ТынянскийВ силу выпуклости функции ∕(x1∙, x2) по переменной х2 Для любого t ∈ [0,1] можем написать соотношениеМхГ; ⅛) + (l-z)φ(Λ∙1*"i  x,i)½[tf(x1∙, x2) + (∖-t)f(xi-, x")] ++ ([<*Γ+(l-0  xΓ"). xι)½f(×ι. tx'2 + (1 -1)x'!t) + ([Zx1*'  + (1 -1) x*"],  xl).Поэтому имеет место⅛) + (l-∕)φ(xf"∙, ⅛')>jS∏P [∕(*ιi  z⅛ + (l-r)x2') ++([∕x1*' +(1 - 0 χ1*"],  *1)]=φ  (^1* ,+(1 - О *Г";  /^+(1 - 0 χ⅛. (1.15)Отсюда вытекает, что точка [rx* ' + (1 -1) х*  *] принадлежит множеству Γ∏xj+(i-nχi*, поэтому точка [r(x* z; x2) + (l-∕) (х*";  x2)] принадлежит множеству Γ‰i+(i-z)jcς , поэтому точка[г(хГ; ⅛)+(l→) М"; χ2')lпринадлежит множеству (Γ'1∙, С2), и, следовательно, множество (Γ1'∙, С2) выпукло.Соотношение (1.15) означает, что функция φ (х*;  x2) выпукла.Для завершения доказательства нужно показать, что функция φ (х* ; х2) замкнута на множестве (Г[; С2). Покажем это. Пусть {(xJtτj xį)} (τ∈ Т, Т — направленное множество) — обобщенная последовательность точек множества (Г{; С2), сходящаяся к некоторой точке (xf0; xξ) множества (Г[; С2). Тогда имеемφ(x1*τ∙, xt)>f(xr, xi) + (x1*τ, *1).Следовательно, для всех точек x1 из множества C1 имеет местоlimφ(x1*τj x2)≥lim∕(x1j ⅛) + (x1*τ, x1)=f(x1∖ х£) + (**°;  *ι)∙  τ∈T τerОтсюда получим неравенствоljm φ(x* τ∙, xl)> sup [/(х,; х§) + (д:Г«, x1)] = φ(xΓ0l *?).τ∈Γ -V1<≡C1а в силу выпуклости функции ф (х*;  х2) всегда имеет место противоположное неравенство.Поэтому, имеет место равенство
lim φ(x* τ∙, X2) = <P (**°;  xθ), τ∈Γчто и требовалось доказать.Проекция множества (Γ{; С2) на пространство Я*  есть множество Γj и при любом фиксированном xf ∈ ΓJ пересечение множества (Г{; C2)c множеством (х*:  Я2) есть выпуклое множество‰ = {(xΓ. *2)∈(*ft  Я2)/(хГ; x2(∈(Γ1j C2)} (1.16)



О сопряженности вогнуто-выпуклых функций 355и мы имеем
<г;; с,) = и c2x,.В силу выпуклости замкнутой функции φ (х* ; х2) на множестве (ΓJ; С2), пересечение множества [<р+; (Гр, C2)] с множеством (х*;  H2× R) при любом фиксированном х*  ∈ Γ1, является выпуклым подмножеством[?+.; C2χ*]  = {α∙, x1*jx2)∈-R × (х*;Я 2)/x2∈⅛ a≥φ(x]p х2)}. (1.17) Очевидно,[?+; (Г!; c,))= J [<р+; c2xt].х?ег;Для сечения [φ+fj C2x∙] определим сопряженное множество [φ+√,C2√∣*  — как множество всех невертикальных гиперплоскостей пространства R × (х*;  H2), расположенных ниже множества [φ+√, C2x∙]. Уравнение каждой такой гиперплоскости будем записывать в видеa-(x2*,  x2)=y∙ (118)В точке соприкосновения гиперплоскости (1.18) с множеством [φ+√, C2jc∙] имеет место φ (х* ; x2)- (x2, x2)=y. Поскольку для точки (a; x2)∈[φ+∙, C2x∙] имеет место a≥φ(x]p х2), то можно утверждать, что точка (у; xį) принадлежит множеству [<р+; C2x∙]*  тогда и только тогда, когда имеет местоa-(x*,  x2)≥y (1.19)для любой точки (a; x2)∈[φjJ∙, C2χ1*].Определим множествоГ2х* = {х*;х 2)е(х*;Я£)  ∕ inf [φ(χ*∙,  χ2)-(χ2, χ2)]> -∞ } (1.20)

*e⅛и множество(ГР Γ2)= (J ГУ; = {(х*;  х2*)еЯ*  х Я*/х*  ∈Γ'1 , xJ∈Γ2x∙}. (1.21)
На множестве (Гр f2) определим функцию

g'(xf; x2*)  = inf [φ(xjfι x2)-(x*,  x2)]∙ /1 22)χ1 ∈ C2χ* ' 'Тогда для любого фиксированного xjt из множества Г{, имеет место[<p⅛ c2xtf - [(g')⅛ Γto∙J={(у; χf-, *?) ∈R × H*) ∣xt <≡ Γ⅛.
y≤g'(χf. х?)}. (1.23)

Теорема 1.1. Пусть дано, что функция φ(x*∙,  х2) выпукла и замкнута 
на множестве своего определения (Г[∙, С2), тогда множество [(Γzf, Γ2), опреде
ленное в (1.21), содержит в качестве непустого подмножества прямое про
изведение (Гр Г'), где Γ2 = ∩ Γ2x∙, а сужение на множество (Гр Г'^функ
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ции g' (x*;  x2e), определенной в (1.22), есть выпукло-вогнутая функция g,(x*' t х2), замкнутая по х*  на (Γ∣∙, Г2), если g, (x↑∖ х%) полунепрерывна снизу по x↑. Эту теорему мы получим, доказав леммы 1.2 и 1.3.Лемма t.2. Множество (Г[; Г'), определенное в (1.21), содержит в ка
честве непустого подмножества прямое произведение (Г,'; Г'), гдеΓ⅛=∩Γ⅛. (1.24)

xje∏Доказательство. Введем в рассмотрение множество(G; Г2) = {(x1∙, х*)  εH1× Н*  ∕ inf [φ (xf; x2) - (xf. x1) -
(Jcj; j⅛)e(∏i C,)-(x*,  x2)]>-oo} (1.25)множество Γ2 есть проекция множества (C1j Г2) на подпространство Я*.  Для доказательства леммы 1.2 достаточно показать, что Γ2 = Γ2≠0

φ(χft *2)-(⅛ *2)≥ inf [<р(х*;  χ2)-(χ*,  *ι)-(**,  *2)]  + 
(х*;  х,)е(Г1; C1)+ (xf, x1)∙ (1.26)Зафиксируем элемент x* 0 из множества Γj и возьмем произвольный элемент x2*0 множества Г2. Выберем элемент x0l подпространства H1 такой, чтобы точка (х?; x* 2) принадлежала множеству (G; f2). Тогда из соотношений (1.25) и (1.26) получаемJnf [φ(xr°i x2)-(xjo, x2)] ≥

≥ inf [φ(χ*j  x2)-(x*,  χ01)- (*2 0. *2)]÷(χ∙jxt)e∏j Cl
+ Wt0, xq1)>-∞∙Следовательно, множество Г2 принадлежит множеству Г' (см. (1.24)) .Для доказательства обратного включения Γ2⊂ f2 возьмем элемент x↑0 из множества Γ'1 и х*°  из Г2 (см. (1.24)). Тогда<р(х*°;  χ2)-(χjo, χ2)> inf [<р(х*°;  χ2)-(χ2*0, χ2)l=g'(** 0i *2*0)=¾)∙ 

х»е C2λ*0Рассмотрим выпуклое множество[<Р+; (Гь C2)] == {(а; хТ; x2)eH↑ ×H2× R∣(x↑', x2)∈(IT, C2), α≥φ(xfj x2)}и гиперплоскость Но в сечении (xf°; H2)t определяемом элементом х*°  из множества Γ1', уравнение которой имеет видa —(x20, x2)=J0~ε∙ ε>θ∙ (1-27)Рассмотрим множество[h>+; (Γi, с2)]-я„]== {(a' — a; xf'-xf0; x2-x2) eHf × H2 × R /(a; х*  1j x2)∈[φ+5(Г?, C2)], (а; х*°;  x2)∈tf0}. (1.28)Множество (1.28) выпукло и в силу выпуклости по х*  функции g'(x*;  x2) (см. лемму 1.3) его замыкание не содержит начало координат (0; 0; 0) но содержит точку (Да; 0; 0) для некоторого ∆a = a'-a>ε>0 



О сопряженности вогнуто-выпуклых функций 357Поэтому существует невертикальная гиперплоскость (0; x1∙, х*),  строго отделяющая множество (1.28) от точки (0; 0; 0), т. е. существует такой элемент (1; x1j x*)  пространства H1×H*×R},  что имеет место(α'-α)-((xf'-xft°), A'ι)-(xJ, (x2-x2))>0 (1.29)для всех точек(a'-a; x↑'-x↑q} x'-x2)∈[φ+5 (Γ,1j C2)]-T∕0 •Из соотношения (1.29) следует, что для любой точки (a; xf°; x2) гиперплоскости Яо выполняется соотношение
inf [<P(x*i  χ2)-(χι. χ*)-( χ2> *2)]≥a-(xf=0, x1)- (X?; x.)e(ΓU Cs)

-(**>  χz)∙ (1.30)Из этого соотношения видно, что левая часть ограничена снизу. Следовательно, элемент (x1∙, х*)  принадлежит подмножеству (Q; Г2). Покажем, что элемент х*  равен x* 0, где xJ0∈Γ2.Из (1.27), (1.29) и (1.30) вытекает, что выражение y0-ε-(x↑0, x1)- -((χ*~x*0)>χ2) ограничено сверху. Здесь величины^, ε, x1, x↑0, х%, х*  фиксированы, а величина х2 может принимать любые значения из подпространства Н2. Поэтому имеет место равенство ((x*  - х*  0), х2) = 0 для всех x2 ∈ Н2. Отсюда следует, что х*  = х*  °. А это означает, что подмножество Г2 принадлежит множеству Г2.Следовательно, Γ^ = Γ2, что и требовалось доказать.Лемма 1.3. Функция g' (х*;  х2) определенная на Γ} × Г2 выпукла по х*  
при фиксированном х*  ∈ Г2 и вогнута по х*  при фиксированном x*∈Γ' 2. 
Кроме того, она замкнута по х*  на (Γ1'; Г2), если полунепрерывна снизу 
по х*. Доказательство. Рассмотрим точки (xfsх2) и (xf"; x2) из множества (Г[; С2). В силу выпуклости функции φ (х* ; х2) и определения (1.22) для любого фиксированного х*  ∈ Γ'2 и для любого 0≤∕≤l имеем

Z (φ(xf'j x0-(xl, x2)) + (l-')(<p(x*"'.  x2)-(x*,  χ2))≥≥ φ (∕xf, + (1 - t) x↑"∖ rx'+(l-∕) χj)-(χ2. ∕X2 + (l-0 χ2) ≥≥g' (rx1*'  + (l-r)xΓ∙,x*).Ввиду того, что в этом соотношении x'2 и х2 могут выбираться независимыми друг от друга, можем написать⅛'M'J ^)+(l-z)g'M"∙, 4W((ttT+(l-W)i *?).а это означает, что функция g, (х* ; х2) выпукла по х*  при фиксированном χ*∈Γ 2.Теперь зафиксируем х*  ∈ Г{ и рассмотрим точки
(х*;  x*√)  ∈ Γ[ × Г2 И (х*;  х* ,,)∈ Γ[ × Г2.

11. 10265



358 H. T. ТынянскийВ силу определения (1.22), имеем g'M; χ2)-(χ2∖ χ2).
g'(x*',  χj")≤φ(χ*∙,  *2) -(***»  χ2) для любого x2eGχ∙.Для любого t из интервала [0,1] имеем
tg'(x*',  4')+(i-0$'W; **")≤≤'[φWi x2)-(x* ,. ⅞)] + (l-*)h>K∙.  X2)-(x*",  *2)]  = =<₽(**;  *2)-((⅛z + (i-0 χ* ,'), Х2) •Следовательно,
tg,(x*-,  X* ,) + (lx*")  ≤ inf Гф(^*; аг2) — L— ( (rx* ' + (l —0 *2").  *2)] = g'(** zi tx* , + (1 -f) x*")  ∙

Таким образом, мы получили соотношение, которое означает что функция g,(x*',  х*)  вогнута по х*  при фиксированном x*∈Γ{.Переходим к доказательству замкнутости функции g,(x* ∖ х*)  по х*  на множестве Γ[ × Г2. Пусть { x* τj x* 0 }τer — обобщенная последовательность точек множества Γ'1 × Г2, сходящаяся к точке (x*°∙,  x* 0), где(х*°,  x* 0)-некоторая фиксированная точка множества Γ1' × Г2.В силу полунепрерывности снизу по х*  функции g,(x*-,  x2*)  имеет место limg'(x* τ∙, x*°)=g'(x*°;  xį°).
-етДля завершения доказательства леммы, а тем самым и теоремы 1.1 остается показать, что функция g'(x* 0∙, х*)  полунепрерывна сверху по х?.Пусть {х*°;  x* τ} “ последовательность точек, сходящаяся к точке { х*°;  х*°  }• Тогда имеем g'(x*°;  x* ε)≤φ(x* 0i χ2)~(x*τ> *2)∙  Поэтому, для всех x2∈C2,ψ имеет местоi⅛ g'(x*°;  x2*ε) ≤ lim [φ(χ* 0', x2) - (*Γ,  *2)] = 
-GT -геТ=φ(χ* 0j χ2) - (χ* 0, χ2)∙Отсюда l⅛g'(xroi хГ) ≤ inf [φ(xF x2)-(xjo, x2)]=g'M0J *2 0λ 
~еТ ХгеС2хГа в силу вогнутости функции g'(x*,  x*)  по переменной х*  при фиксированном х*  противоположное неравенство всегда имеет место:W(4Ü; χ2*τ)≥g,M0∙, a-2* 0)∙
τ∈TПоэтому имеет место равенство:i⅛Γg'(χT °; *D=g'M°;  **0),
τeTчто и требовалось доказать.
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Замечание 1.2. По построению функции φ (х* ; х2), определенная с помощью соотношения <р(х*;  x2) = sup [∕(x1j x2)÷(**,  *ι)],  является конечной Л1 е с, во всех точках множества (Γf; С2), задаваемого с помощью соотношения (1.9) и (1.10). Это множество, как правило уже не является прямым произведением. В силу леммы 1.2 множество (Г[; Г2) является прямым произведением выпуклых множеств Г; и Г2, лежащих в пространствах Н*  и Н*  соответственно. Оно может быть задано следующим соотношением(Г[; Γ2) = {(x*j  х?)еЯ*  × Я*  ∕ + ∞ > inf sup [/(jų; x2) + 

xt ∈ C1 x1 ∈ C,+ (xj,. x1)-(*t  A⅛)]>-oo. ∩ Γ'2x∙ (см. (1.10) и (1.20)j, (1.31)
X? е Γ'1а функция g, (х*;  х* ) на этом множестве определяется формулой

g,(x*'.  х?) = inf sup [∕(x1∙, X2) + M. x1)-(x*,  X2)]. (1.32)
xteCt xleC,2. В пространстве R× H1× H2 рассмотрим множество[/+; (G; c2)] == { (d; x1∙, x2) ∈ R×H1 ×2∕x1 е C1, x2 ∈ C2, b≥j(x1∖ x2) }. (2.1)Ввиду выпуклости функции ∕(x1∙, х2) по переменной x2∈C2 множество [/+; Сц С2 )]П(х*;  Я2) при каждом фиксированном x1∈C1 является выпуклым множеством, которое будем обозначать через [/+; С2]. Оно задается соотношением: LΛ↑i C2] = {(Zr, x1∙,x2)∈A×(x15 Я2)/х2еС2; b≥f(x1∖ x2) }. (2.2)iДля множества [/+; С2] определим сопряженное множество [/+; C2]*  как множество всех невертикальных гиперплоскостей пространства/? × (x1∙, Я2), расположенных ниже множества [∕+ι; С2]. Уравнения таких гиперплоскостей будем записывать в виде:

b-(xξ, x2) = β (2.3).и обозначать через (ß; x*).  Таким образом, каждая невертикальная гиперплоскость (ß; х* ) однозначно определяет точку пространства Я2* × R, принадлежащую подмножеству [/+; C2]*,  и, наоборот, каждая точка подмножества [∕x+1; C2]*  определяет некоторую невертикальную гиперплоскость в пространстве R × (x1∙, Я2). Для того, чтобы точка (ß; x2) принадлежала множеству [/+; С2], необходимо и достаточно, чтобы выполнялось соотношение:β≤Z>-(x*, x2) (2.4)для всех точек (b∖ х2) из множества [∕÷j С2].Для того, чтобы точка (ß; x2) принадлежала множеству [/+; C2]*  достаточно, чтобы выполнялось соотношение:β≤∕(xii x2)-(x*2, x2) (2.5)для всех x2∈C2. Определим множества∏jeι= ⅛ xj)e(xf, Я$)/ inf [∕(xβ x2)--(x⅛, x2)] > - ∞ } (2.6)
JC1 e C,

И (C1∙, Γ5)= įj Γ2x, = {(x1jx5)∈H1×^ ∕ x1eC1j x5∈∏r, } (2.7)λi∈ C1
11*



360 H. T. ТынянскийНа множестве (2.7) определим функцию ψ (хх; х* ) с помощью соотношения:Ψ(xβ x*)  = inf [∕(x1j X2)~(x*,  x2)]∙
xteCtПри каждом фиксированном x1e C1 имеет место соотношение:[/i; Q]*=[ψ-ι  γj,j == {(βi x1∙,xΓ)eR×(x1-,H2*) ∣xteΓ21t,, β≤ψ(x1j х?)}-

(2-8)
(2.9)Множество

lf+-. (Cl-. C8)]∙ = [ψ-j (C1j Γ"2)]= ∪ (/+; C2]*  =
Xι∈ Cl (2.10)

будем называть сопряженным по переменной х2 множеству[/+; (G; c2)].Очевидно,[/ + ; (G; C2)]*  = [ψ-i (C1j Γ2)] == {(βixχ∙, xį)e R×H1×H*  I (x1', x%)e(C1∖ Γ2), β≤ψ(xβ x*)}∙Функцию ψ (хх; х*),  определенную на множестве (C1∙, Г2) будем называть сопряженной к функции f(x1∖ х2) по переменной х2.
Лемма 1.4. Пусть дана вогнуто-выпуклая функция f(x1∙, х2). опреде

ленная на прямом произведении выпуклых множеств C1 и С2, замкнутая 
на C1× С2. Тогда множество (C1j Г2), определенное в (2.7), не пусто и вы
пукло, а функция ψ (хх; х* ), определенная в (2.8), вогнута и замкнута на 
множестве своего определения (C1j Г2) (см. замечание 1.1).Доказательство этой леммы совершенно аналогично доказательству леммы 1.1 и поэтому не приводится.Проекцией множества (C1∖ Г2) на пространство Я*  является Г$, тогда пересечение множеств (Q; П) и (Ях; х*)  при каждом фиксированном х*  ∈∏ есть выпуклое множество, обозначая его через CLv» имеем

Cixt = {(x1∙,xζ)≡(H1∖x*)!  (x1∙, x*)e(C 1', ГУ}. (2.11)Очевидно,
(£\; Γ2) — Ciχf •

В силу вогнутости функции ψ(x√, х*)  на выпуклом множестве (C1j Γ2) пе ресечение множеств [ф-; (Сх; Г!,)] и (Ях; х*)  при каждом фиксированном- 
х*  ∈ Γ2 есть выпуклое множество, для обозначения которого будет использоваться запись[ψφ ¾] = {(β∙,xxιx*)∈Λ×(¾  x2*)∕xι∈C lx.,β≤ψ(XbX2*)}.  (2.12)Очевидно имеет место



О сопряженности вогнуто-выпуклых функций 361Для выпуклого множества [ψx∙; Сщ] определяется сопряженное множество [ψ⅞; Сщ] * как множество всех невертикальных гиперплоскостей пространства R × (H1', x*),  расположенных выше множества [ψx∙; Cjx*].  Уравнения каждой такой гиперплоскости будем записывать в видеβ + Wt, xJ=z (2.13)и обозначать по аналогии с предыдущим через (z; x*).  Для того, чтобы точка (z; x*)  принадлежала множеству [ψ.^* ; Gx∙], необходимо и достаточно, чтобы для нее выполнялось соотношениеz≥β + (xf, x1) (2.14)для всех точек (ß; x1) из выпуклого множества [ф7*;  Сщ]. Для того, чтобы точка (z; x*)  принадлежала множеству Cix∙]*,  достаточно, чтобыz≥ψ(x1j х*  ) + (**;  χι) Для всех Xι∈Ciχ∙. Определим множестваΓ⅛ = {xΓ,x2) ∈ (Я*;х 2) ∕ sup [ψ (x√,x*)  + (xΓ,Xι)]< ∞ } (2.15)x,e cixa∙и (П; ГУ = (J ΓJx∙ = {(x*j  х Н? ∕ x2* ∈ П; xf ∈ Γ⅛ }. (2.16)л*ег;На множестве (Г"; Гу определим функцию
s"(x*∙,  X*)=  sup [ψ(x1j xf)+(xf, X,)]. (2.17)

При каждом фиксированном х*  ∈ Г$ имеет место соотношение[ψχV, ⅛] *=[(£")+;  п:] == {(z; xf; x*) eRxH*  ×tf2*∕xf  ∈∏x∙, z≥g"(x'1∖ х? )}. (2.18)Сформулируем теперь следующую теорему, доказательство которой получается точно также, как доказательство теоремы 1.1 и поэтому здесь не приводится.Теорема 1.2. Пусть дана вогнутая функция ψ(x1∙, х2), замкнутая на 
области своего определения (C1∙, Гу. Тогда множество (Г"; Гу, определен
ное соотношением (2.16), содержит в качестве непустого подмножества 
прямое произведение Г" × Γg, где Γf = ∩ Γ[x*, а ограничение на мно- х?ег;
жество Γ∣∣×Γ2 функции g"(x↑∖ х2), определенной в (2.17), есть вогну
то-выпуклая функция g"(x↑∖ х2), замкнутая по х*  на множестве Г] × Г2 
если g”(x*;  x2) полунепрерывна сверху по х*.Замечание 2.1. Функция ψ (x1∙, х2), введенная соотношением (2.8), имеет конечные значения во всех точках выпуклого множества (C1∖ Г2), определенного соотношением (2.7), которое вообще говоря, уже может не быть прямым произведением выпуклых множеств C1 и ГуФункция g"(x*;  x2), определяемая в (2.17) может быть задана соотношением g"(xΓ, х?) = sup inf [∕(x1j x2) + (x*,  x1)-(x*,  *2)]

xl е C1 x1 е Ct 
(2.19)



362 H. T. Tынянскийтак, что множество, на котором функция g"(x*;  x*)  принимает конечные значения, имеет вид:(Г*;  Γ^) = { (xf; x%)εHf × Н*  ∕ + ∞ >sup inf [∕(x1j x2) +
xleCl x,eC,+Wt, ⅛-(4. *2)]>-∞, **∈  ∩ Пл?}»

χ∙1eΓt'где Г?, задается соотношением (2.7), а Γfx. - (2.15).Это множество уже является прямым произведением своих проекций.3. В этом пункте мы будем предполагать, что рассматриваемые пространства являются рефлексивными, локально-выпуклыми, хаусдорфовыми, линейными топологическими пространствами. В таком случае, могут быть сформулированы и доказаны следующие утверждения.
Теорема 1.3. Пусть f (и) — выпуклая функция, полунепрерывная снизу 

во всех точках выпуклой области определения U, лежащей в пространстве Н. 
Тогда множествоΓ = {γ∈H*∕inf  [∕(u)-(γ, u)] > - ∞ }

ие U

не пусто и выпукло, а функцияφ(γ) = inf [∕(w) + (γ, и)], ιz∈ и
определенная на этом множестве вогнута и замкнута, относительно мно~ 
жества Г.Кроме того, имеет место[/; 1Л=[[/; £/]*]*=[?;  Г]*,[/; */]=(<₽;  Г]*л[/;  с/].если функция f (и) замкнута относительно U, то

[[/; U] *]*  = [φi Г]*  = [/; Č7],т. е. множество, сопряженное к множеству [/; C7]*  = [φi Г] совпадает с исходным множеством [/; U].Доказательство. Первое утверждение теоремы 1.3 вытекает из того, что множество [φ; Г] — есть выпуклое замкнутое множество. Доказательство этого проводится стандартно. (См. доказательство леммы 1.1).Множество [ср; Γ,]*  = [[Λ ČZ]*]*  есть множество всех невертикальных гиперплоскостей в Н*  × R, лежащих выше выпуклого множества [<?; Г]. Множество [ср; Г]*  является замкнутым. Уравнение каждой такой гиперплоскости будем писать в видеα- (u, γ) =а.Покажем вначале, что[/; t∕]⊂[φjΓ]*.Пусть точка u∈ U, тогда φ (γ)≤∕(w) + (γ, и) для любого γ ∈ Г. Но для всех (а; γ)∈[φi Г] мы имеем неравенстве-α≤α + (γ, и),



О сопряженности вогнуто-выпуклых функций 363каково бы ни было α≥∕(u), следовательно, точка (а; и) принадлежит множеству [φ; Г]*.Для того, чтобы доказать обратное включение, предположим, что точка (я0; u0) является точкой множества [φ; Г]*,  но не принадлежит множеству I/; СУ]. Поскольку [/; Č7] выпуклое замкнутое множество, то в силу теоремы -Мазура— Бурджина существует невертикальная гиперплоскость, отделяющая точку (а0; w0) от множества [/; <7]. Обозначим эту гиперплоскость через (а'; γz). Тогда αz≤∕(u) + (γz, и) для всех ueU и a'≥a0+(γ', w0).Из первого неравенства следует, что (a'; γz)∈[φj Г], а из второго, что (а0; *<*)£[<₽;  Г]*.Для того, чтобы снять противоречия, нужно отказаться от сделанного допущения, а это означает, что имеет место включение [9; Γ]⊂ [/; Č7], которое вместе с включением, полученным выше дает последнее соотношение теоремы.Тем самым теорема 1.3 полностью доказана.Лемма 1.5. Пусть дана вогнуто-выпуклая функция f(x1∖ х2), определен
ная на прямом произведении C1×C2, замкнутая πaC1×C2. Тогда имеют
место следующие соотношения1) [/-; (G; C2)] = [φ+1 (Г!; C2)]* =[[/-; (С,; C2)]*]χ,f, (3.1)
где [<р+; (Г[; C2)]*.  определяется соотношением[φ+∙, (П; C2)]*,= J ([<j⅛ ΓuJ*∩[∕^! C1]), (3.2)

х, е С,2) LT; (С,; C2)] = [ψ-ι (С.; Γ¾ = [[∕÷l (С,; Cs)]∙]* , (3.3)
где [ф~; (C1∙, Го)]*.  определяется соотношением[ψ-l (G; Γ¾= J <[ф~; I‰]∙∩[∕⅛ C2]). (3.4)

x1e GДоказательство этих соотношений проводятся на основе одних и тех же соображений, поэтому мы проследим вывод только соотношения (3.1).Доказательство. В силу соотношений (1.9) — (1.14) и определения (3.2) имеем:[[/-; (Cf, Cs)El]*=[φ+j  (Г!; C2)]*  = J ([φ÷! ΓJx,]*  ∩ [/-; C1]) == и cJT∩[Λ7∙. C1]).
x1 e С,В силу теоремы 1.3L∕TΓθI= [1/7; c1j*]*.  (3.5)Отсюда получаем[[∕-l(CβC2)KJ⅞= J ([/д7; C,] ∩ [/-; C1]) = [∕-,(Cf C2)],

х, e С,что и требовалось доказать.



364 H. T. ТынянскийПоскольку множество [/"; (C1∙, C2)] является сопряженным по переменной х*  к множеству [<р+; (ΓJj C2)], функция f(x1∖ х2) должна быть сопряженной по переменной х*  к функции φ(x*j  х2). Множество [/“; C1] можно определить как множество всех невертикальных гиперплоскостей пространства Лх(Я*;л 2), расположенных ниже множества [<р+; Γ⅛1] (см. 3.5). Уравнение каждой такой гиперплоскости будем записывать в видеα-(*ι,  ×V>=a (3.6)и будем обозначать эту гиперплоскость через (а; x1), где а — точка пересечения гиперплоскости с вертикальной осьюв пространстве Я*  × R, а (1; — x1)- ее нормаль.Точка (а; x1) принадлежит множеству [∕^^; C1] тогда и только тогда, когда α≤α-(x1, х?) (3.7)для любой точки (a; x*)∈[φ⅞∙,  Γ'∣jc,].Для того, чтобы точка (a; x1) принадлежала множеству [∕⅛^; C1] достаточно, чтобы выполнялось соотношение a≤φ(x*j  x2)- (x1, x1*)  для любой точки х*  ∈ Γ{a∙1. В таком случае при каждом фиксированном x2∈C2 имеемC1⊂C,xι = {x1∙,x2)∈(^1∙,x2) ∕ inf [φ(xfj x2)-(x1, х* )]> -∞ } (3.8)
и для любой точки (x1j x2)∈(C1j С2) имеем∕(x1∙, x2) = inf [φ(xf; x2)-(x1, xΓ)]. (3.9)x*eΓ' l.r2Лемма 1.6. Пусть дана вогнуто-выпуклая функция f(x1∖ х2), опреде
ленная на прямом произведении выпуклых множеств C1 и С2 лежащих в 
пространствах H1 и Н2 соответственно, замкнутая по x2∈ С2 относительно 
C1× С2. Тогда функция φ (х*;  x2) (ψ (хх; х*)),  определенная на множестве (1.10) ((2.7)) соотношением (1.11) ((2.8)), выпукла и замкнута относительно (Г[; C2) ((C1∙, 17)).Доказательство. По лемме 1.1 функция φ (х* ; х2) выпукла и нам нужно только доказать, замкнутость этой функции относительно множества (П; С2).Пусть { (х* т; X2)} τ∈7, — обобщенная последовательность точек выпуклого множества (Г{; С2), сходящаяся к некоторой точке (х*°;  х°)еЯ*  × Н2> в которойlim φ(x*∙,  х2) конечен.÷∈rПоложимa= lim φ(x*j  х2).

В таком случае нам нужно показать, что точка(xf; х$)е(Г]; C2).



О сопряженности вогнуто-выпуклых функций 365В силу предполагаемой ограниченностиlim φ(x*i  x2) в точке (х*°;  xθ)
^τeτимеем для любого x1∈C1lim[φ(xfτJ X2)-Mτ> *1)1  = а - (х*  0, Xi).
τ∈ΓОтсюда, ввиду (1.9) и (3.9)lim inf [φ(x* τj Х2) — (x* τ, Λ⅛)] = lim f(x1∙, x5)≤α-(xf0, x1).77r e r'lχτ √irОткуда для всех x1eC1 вытекает ограниченность lim f(x1∖ x2). Поэто- 

х> е С., x1→xjму, в силу предполагаемой замкнутости функции f(x1∖ x2) по х2, точка 
xξ ∈ С2.Отсюда, используя соотношение (1.1), получаем ∕(x1∙, x^)≤a-(x* 0, x1) и в силу (1.8) заключаем, что x* 0∈Γ⅛, что означает, что(х?°; xg)∈(Γ1∖ С2), что и требовалась доказать.

Теорема 1.4. Пусть дана функция f(x1∖ х2), обладающая свойством А. 
Тогда функции φ(x*∙,  х2) и Ψ(λ'ιJ λ'*),  определенные соотношением (1.11) и (2.8), соответственно, и множества [<р+; (Г[; C2)] и [ψ^∙, (C1∙, Γ'2)], опреде
ленные соотношениями (1.14) u (2.11) соответственно, сопряжены друг с 
другом, т. е. имеют место соотношения[<Р+; (Г[; C2)] = [<H (G; П)]*;[ψ-, (G; Γy] = [φ÷∙, (Г[; C2)]*.  (3.10)Доказательство. По определению множества [<р+; (Г[; C2)]*  имеем[<р+; (П; c2)]*  = {(ß; x1i xI)er×h1×h^

I inf [φ(χ*∙. χ2)-(χn χ*)-(χ*, χ2)]>-∞ι
(xf; xi)e(Γiι Сг)β ≤ inf [φθf , x2)-(xι, x*)-(x*,  x2)]}∙(хТ; χj)e(Γjj с.) (3.11)ПоложимΨ(X1J x*)=  inf [<р(х*;  x2)-(xb x*)-(x 2, X*)]∙  (X*;  χs)e(Γ'β Ct) (3.12)В силу (2.8), имеем:ψ(x1j xξ) = inf [∕(x1j x2)-(x*,  x2)].

x2∈ C.
(3.13)В силу определений (2.6), (2.7) и (2.11), имеем[ф-; (Сх; ΓJ)] = {(βj x1∙, x*2)eRxH1×H^∣∕xi∈C1j ψ(x1j xξ)> -∞j β≤ψ(x1∙, xj)}. (3.14)Согласно соотношениям (3.11) и (3.12) множество [<р+; (Г{; CJ] может быть представлено в виде[?+; (П; C2)]*  = [ψ-, (G; f2)] = {(βj x1∙, x*)εR×H 1×H*I

I inf [<р(х*;  χ2)-(χn χ*)-(χ*.  χ2)]>-∞,<хГ; ¾)≡(Γl,i едβ≤ψ¼I *?)}• (3.15)



366 H. T. ТынянскийВ силу леммы 1.2, имеем C1= ∩ C∣x,= C1 (см. (3.8)) поэтому ввиду (3.8) X,∈C1и (3.9), мы получаем для данной точки (ß; xβ x*)  из множества [φ+∙, (Г[; C2)]Ψ(*ιi  **)  = inf [inf [?M; Xi) - (*ι,  **)]  - (x*>  *2)] = x.βC,uχ∙6Γ'ju= inf [∕(x1∙, χ2)-(χ*,  χ2)] = Ψ⅛∙> χ*)>  - co; β≤Ψ(*ιi  x*)∙  
xteCtВ силу этого точка (ß; x1∙, x*)  принадлежит множеству [ψ-; (Q; Го)], т. е. имеет место включение [φ+; (Г[; C2)]*⊂[ψ --, (C1∙, ΓJ)]. Для получения противоположного включения нужно провести эти рассуждения в обратном порядке. Итак, мы получили [φ+; (TJ; C2)]*=[ψ~  ; (Q; Ц')]. Доказательство второго соотношения проводится точно так же, тем самым теорема полностью доказана.

Теорема 1.5. Пусть дана вогнуто-выпуклая функция f(x1^, х2), облада
ющая свойством А. Тогда, если функция g' (х*;  х* ), определенная на мно
жестве (Г[; Гд) соотношением (1.22), полунепрерывна снизу по х*  (см. 
теорему 1.1), а функция g"(x*;  x*),  определенная на множестве (Γ'1'j Гз) 
соотношением (2.17) полунепрерывна сверху по х*  (см. теорему 1.2), то 
множества (Г{; Гз) и (Г"; Гз) совпадают, а функция g' (х*;  х* ) и функция 
g,' (х*;  х* ) имеют одно и то же значение во всех течках области (Г,; Γ2) = = (Г[; Гз)= (Г?; Гз), т.е соотношения (1.22) и (2.17) определяют на мно
жестве (Гх; Г2) одну и ту же функцию g (х* ; х* ), которая обладает свой
ством А.Имеют место • соотношенияg(xf; х* ) = inf sup [∕(x1j x2) + (xf, x1)-(x*,  x2)] = 

x1 ∈ C1 x> е Ct= sup inf [∕(x1∙, x2) + (xf, x1) - (x*,  x2)]; (3.16)
X1∈C1 x1eC1∕(X1J x2) = sup inf [g(xf∙, xJ)~Wt∙ xi) + (x*,  x2)] =

xj e Γ1 χ*  e Γ,= inf sup [g(xf; x* ) - (xf, x1) + (x?, x2)]; (3.17)
x*  ∈ Γ1 x,*eΓ,

[f-, (C1-, Ct)] = [g-, (Γ1j Γ2)]*i  [/-; (C1-. C2)]*== [g-; (П; Γ2)]. (3.18)Доказательство. При выводе леммы 1.2 мы установили, что проекция множества (Г{; Г0 на подпространство Н*  совпадает с проекцией множества (C1j Г2) в силу того, что имеет место [<р+; (Г{; C2)]*=[ψ -∙, (C1∙, Γ2)] (см. теорему (1.4). Поэтому Гз=Гз.В силу точно таких же соображений Γ{ = Γ].Покажем, что функции g'(x*;  x*)  и g”(x*;  x*),  определенные в одной и той же области, в каждой точке (х*°;  x*  0)∈(Γ1j Г2) принимают одно и то же значение.В силу (2.17), имеемg"(** 0i х* 0) = sup [ψ(x15 х?°) + (хГ°, x1)]. (3.19)



О сопряженности вогнуто-выпуклых функций 367Далее, из теоремы 1.4, имеем:φ(xf, x2) = sup [ψ(x1∙, х?) + (xf, x1) + (х$, x2)] =
(xlj xi*)e(C lj Γ1)= sup [ sup [ψ(x1J xj) + (xf, *l)]+(x*,  *2)] =

xt≡r. xleciχ,

= sup [g" (xf; х* ) + (**  > *2)]∙
X*. ∈Γ1Отсюда для фиксированного x1*0 имеем[<⅛.J C⅛.] = ½∙! ΓJ*  (см. теорему (1.3).В силу полунепрерывности сверху по х*  функции g"(x*;  x*)  на множестве Γ1× Г2 при фиксированном x* 0 и соотношения (1.23) заключаем, что:½< Γ2] ⊂ [g⅛∙; Γ2].Следовательно,

g"(*Γ 0i x2*°)=g'(*r o∙. *2* 0).Таким образом, мы доказали, что функции gz(x* 0j х*  °) и g"(x*°;  х*  °) совпадают. В силу теорем 1.1 и 1.2 функцияg(4; x$)=g'(x?°; x* 0) = g"W0i **0)замкнута на области определения, которая является прямым произведением выпуклых множеств Γ1 и Г2. Замкнутость функции g (х* ; х* ) относительно множества (1\; Г2) доказывается от противного. Предположим, что функция g(x*;  x*)  не замкнута по х*  относительно (Гх; Г2), тогда существует такое х*°еЯ 2*,  x* 0^Γ2, в которой выражение lim g (х*;  х*)  
x1→r* β принимает конечные значения. Это означает, что х* 0 ∈ ∩ Г jx*. Но этого 

xJeΓlне может быть в силу леммы 1.2. Чтобы освободиться от противоречия нужно отказаться от сделанного допущения, тем самым мы получили, что функция g(x*;  x*)  обладает свойством А.Применяя приведенные построения к функции g(x*,  х*),  получим ∕(x1j х2) с областью определения (C1∙, С2). Тем самым теорема полностью доказана.
Замечание 3.1. В дальнейшем о функции f(x1∖ х2), обладающей свойством А будем говорить, что она удовлетворяет условию В', если функция gz(x*;  x*),  определенная на множестве (Г{ ; Гд) с помощью соотношения (1.22) полунепрерывна снизу по х*  (см. теорему 1.1), или условию В", если функция g"(x*;  x*),  определенная на множестве (Г?; Г2) с помощью (2.17) полунепрерывна сверху по х*  (см. теорему 1.2).
Определение. Пусть ∕(x1∙, х2) — действительная функция, определенная для всех x1∈Λ и x2∈ В (А и В — произвольные множества). Точка (х?; xθ), где xθ∈ А и xθ∈5 называется седловой точкой, если выполняются следующие условия:1) f(χι, χθ)≤∕(xθi x2) для всех *ι∈Λ2) f(x↑∖ xθ)≤∕(xθi х2) Для всех χ2^B.



368 H. T. ТынянскийПриведем формулировки теорем, имеющих непосредственное отношение к изучаемому вопросу.
Теорема А. ([7]) Пусть f(x1', х2) — действительная функция, опреде

ленная для x1g А и x2g В и существуютmax min f(x1∙t x2) и min max f(x1∖ x2).
xlεA xtεB xtεB x1εA

Тогда необходимое и достаточное условие того, чтобыmax min f(x1∖ x2) = min max f(x1∖ x2)
xieA xtεB xtεB x,εA

состоит в том, чтоf (x1∙, x2) должно иметь седловую точку. Кроме того, если (х?; xθ) есть седловая течка функции f (x1; x2), то

f(x↑∖ xθ) = max min f(x1∖ x2) = min max ∕(x1j x2).
Xi g A Xi g В x^gB Xχ g А

Теорема В. ([3]) Для того, чтобы функция f(x1∙, х2), определенная для 
всех x1eA, x2eB имела седловую точку, необходимо и достаточно, чтобы 
существовали и были равны друг другу выраженияmax inf f(x1', x2) и min sup ∕(x1j x2). 

x1εA xtεB x2εB xlεAТеперь сформулируем следствия, непосредственно вытекающие из теоремы 1.5.
Следствие 1. Если функция f(x1', х2) обладает свойством А и свойством 

В' или В", то в силу теоремы 1.5 равенствоinf sup ∕(x1∙, x2) = sup inf f(x1∖ x2) Xj ≡ C*∣  Xjι ≡ Ci Xi € C∖ Xi G Cjимеет место тогда и только тогда, когда множества Γ1 и Г2, фигурирующие в определениях (1.10) и (2.7), содержат начало координат пространств Н? и Я*  соответственно.
Следствие 2. Если множества C1 и С2 компактны, то имеет место равенство min max f(x1∖ x2) = max min f(x1∖ x2). 

x.εct Λ1∈C1 JΓι≡Cl x,∈C1

Следствие 3. Если множество C1 (C2) компактно, а множество Γ2 (Γ1) содержит начало координат пространства Я2* (Я*),  и существует точка (х?; х§), в которой/(х?; x2) = min sup ∕(x1∙, x2) f/(x?; x2) = max inf ∕(χι> *2)) , 
x2εC2 xlεcl ∖ xlεClx2εC2 ∕то имеет место равенствоmin max ∕(x1∙, x2) = max min ∕(x√, x2),

x2εC2 xlεcl x,eCl x1∈C1

Следствие 4. Пусть существуютmin sup f(x1∙, x2) и max inf f(x1∙, x2).Xj ≡ Cj Xχ ≡ C*ι  -*1  € C1 Xj ≡ Cg



О сопряженности вогнуто-выпуклых функций 369Тогда для того, чтобы функции f(x1∙, x2) имела седловую точку, необходимо и достаточно, чтобы множества Γ1 и Г2 содержали начало координат соответствующих пространств Н*  и Н*.г. Москва Поступило в редакцию10. VII. 1967
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APIE IŠKILAI-ĮGAUBTŲ FUNKCIJŲ SUJUNGTINUMĄN. Tinianskis
{Reziumė)Darbe nagrinėjamos iškilai-įgaubtų funkcijų sujungtinumo savybės.Sakykime, ∕(x1j x,2) — apibrėžta ant C1 × C2 iškilai-įgaubta funkcija, kur C1 ir C2 iškilos aibės, esančios refleksyvinėse, lokališkai-įgaubtose tiesinėse topologinėse erdvėse atitinkamai H1 ir Я2.Tuometφ(x*J  ≈2) = sup [∕(x1j x2) + (x1, x*)]

xteC1ir
Ψ(χιj **)  = inf l/ta; χ↑)-(χ2, χ*'P  

xteCtturi ant atitinkamai(Γ1j C2)^H↑×H2 ir (G; Γ2)½H1×H*į gaubtų aibių baigtines reikšmes ir yra tarp savęs sujungtinės Frenchelio prasme funkcijos. Tačiau 
g' (x?; x*)  = inf sup [/(xt; x2) + (x1, x↑)-(x2, x.*)]

X» e C, xl e Clir
£■"(**;  x*)  = sup inf [/(*i;  χ2)+(χ1, χ↑)-(×2, **)]  

x1∈cl xiectturi ant Γ1×Γ2≈H↑×H*  baigtines reikšmes ir yra iškilai-įgaubtos funkcijos.Be to, jei g, (x↑; x* 2) pagal kintamąjį xį yra pusiautolydinė iš apačios arba g" (x1*; x*)  pagal kintamąjį x2 — pusiau tolydinė iš viršaus, tai ^'(x*;  x*)=g z'(x*j  x*)∙
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ON CONJUGATE OF CONCAVE-CONVEX FUNCTIONS

N. Tinianskij
(Summary)In This article the following result is obtained.Let H1, H2 be two local convex linear topological Hausdorff spaces, and let H*,  Hį be their conjugate spaces. Suppose that UcH1 and VczH2 are two convexsubsets, and let f(u, v) be a finite real convex-concave function on the Cartesian product U× V. Define the functions φ, ψ and g by φ(γ, v) = inf [/(и, v) + (γ, и)], γ∈∕f1*,  veV∖

ue иψ(w, δ) = sup [/(и, v)- (δ, v)], δe^*,  и e U; 
ve и^(γ, δ) = inf sup [f(ut v) + (γ, tt)-(δ, v)], уеЯ*,  δe¾*.
ueu ve VThen these functions have the following properties:1) Φ (Y. v) is a concave function on a convex setΛf={(γ, t>)∕φ(γ, v) > — ∞ }, and ψ (u, δ) is a convex one on a convex set N = { (u, δ) ∕ ψ (w, δ) < oo }; furthermore, ψ is a Fenchel conjugate of <p:2) if Γ and Δ are projections of M and N on and Яа* respectively, then the subset { (γ, δ) ∣ Į g (γ, δ) ∣ < ∞ } g H*  × Яа* coincides with Γ × Δ and g is a concave-convex function on Γ × Δ.


