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ОБ ИГРЕ ОДНОГО НАПАДАЮЩЕГО 
ПРОТИВ НЕСКОЛЬКИХ ЗАЩИТНИКОВ

И. Н. ВРУБЛЕВСКАЯ

1. Введение. Дрешер [1] рассматривав вопрос об оптимальных страте
гиях для некоторой игры двух игроков, являющейся моделью нападения од
ной единицы силы одного игрока на п объектов другого игрока, имеющих 
различную ценность и защищаемых также одной единицей силы. Полное иссле
дование этой игры приводится в статье H. Н. Воробьева [2]. В настоящей ра
боте исследуется игра того же типа, но|для Z>2одинаковых единиц у защи
щающего игрока. Получены характеристики решения игры, позволяющие 
уменьшить размеры рассматриваемой матрицы. В отдельных случаях решение 
получено полностью.

2. Постановка задачи. Рассмотрим следующую матричную игру. Чистыми
стратегиями первого, нападающего, игрока I являются объекты с номерами 
1,2, п, имеющие соответственно ценности α1>α2≥ ≥cπ>0. Чистыми
стратегиями второго, защищающего, игрока II являются всевозможные рас
положения Z>2 единиц сил по п объектам, или в п пронумерованных классов, 
т.е. всевозможные упорядоченные представления Z=Z1 + Z2+ +Zn, O≤Zi≤Z,
li целые. Вероятность отбить атаку одной единицей защиты равна р, 0 <р < 1. 
Функция выигрыша в игре определяется тем, что в ситуации < f; (Z1, Z2, ..., Zn) > 
в чистых стратегиях игрок I получает (игрок II теряет) величину (1— p)l∣ ai. 
Задача состоит в нахождении значения игры v и оптимальных стратегий для 
обоих игроков. Они, очевидно, зависят от величин a1, а2 ,..., а„. Будем назы
вать число lk в какой-либо чистой стратегии игрока II, т. е. показатель степени 
в коэффициенте при aki соответствующим к-м показателем.

Таким образом, матрица игры A = A (n, 1, Z) имеет п строк и, при и >2,

^=^(„> l) = C>.1+1

столбцов, т. е. имеет очень большую длину. Каждый ее столбец однозначно 
определяется соответствующим набором показателей Z1, Z2, ..., Zπ. Если в 
какой-нибудь совокупности столбцов существует столбец с показателем Zi>0, 
то будем говорить, что номер i участвует в этой совокупности столбцов.

Будем считать, что столбцы расположены в следующем порядке. Первым 
является столбец, в котором участвует лишь номер 1, т. е. все Z единиц стоят 
в первом классе: Z1 = Z и Z2= =/„=0. После него в произвольном порядке
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идут все столбцы, в каждом из которых обязательно участвует номер 2 и, быть 
может, номер 1. Затем, также в произвольном порядке, идут все столбцы, в 
каждом из которых обязательно участвует номер 3 и, быть может, номера 
1 и 2. Расположение всех остальных столбцов аналогично. Для каждого 
i, ι=l,2, л, обозначим через A (i, 1,1) подматрицу заданной матрицы 
A (n, 1, /), содержащую лишь все строки 1,2, ..., Z и все столбцы, в которых 
участвуют лишь номера ≤ι. Число столбцов N (i, I) в матрице A (f, 1, /) равно 
C,i-ι+ι∙

3. Стратегии и равновесие. Обозначим произвольную смешанную стра
тегию игрока I через

Ar=(x1, x2, x∏),
а произвольную смешанную стратегию игрока И через

Ir=(Λ, У2, ...» yN)-

Как известно (это следует, например, из теоремы Шепли —Сноу), существуют 
оптимальные стратегии игрока II, имеющие лишь не более п отличных от нуля 
компонент. По определению, пара смешанных стратегий двух игроков (X, Y) 
является ситуацией равновесия тогда и только тогда, когда

Ai.Yτ≤XAYτ≤XA.j,

и при этом величина v =XA Yτ есть значение игры.
Заметим, что в оптимальную стратегию X игрока I могут входить (ата

коваться) разве лишь такие номера (объекты) i, т.е. могут быть xi>0, для 
которых Ai.Yτ=v, т.е. Ai.Yτ максимально; а в оптимальную стратегию Y 
игрока II могут входить разве лишь такие его чистые стратегии j, т. е. могут 
быть y7>0, для которых XA.j=v, т. е. XA.j минимально.

Мы будем использовать эти доминирования, отбрасывая строки, дающие 
меньшие величины комбинаций, и столбцы, дающие большие величины комби
наций .

4. Свойства оптимальных стратегий. Пусть теперь (X, Y) является си
туацией равновесия. Обозначим для каждого yj соответствующий набор пока
зателей через (∕1, lį>, ¼). Стратегия Y определяет совокупность входящих 
в нее столбцов, и если найдется yj>0, для которого Z{>0, то можно говорить, 
что номер (объект) i участвует (защищается) в Y.

Лемма 1. Если j>j∙>0 и lji>0, то xi>0.
Другими словами, защищаемый объект должен атаковаться, или, что 

то же самое, игрок II должен защищать разве лишь те объекты, на которые 
нападает игрок I.

Доказательство. Если x1∙=0, то найдется xm>0, m≠i. Возьмем такое к, 
что lm≈l{n+l{t lk≈0 и lks = lis при s≠i, т. Тогда для столбца A.k мы получим 
XA.k<XA.j, так как xm (1 -p)lm am<xm (1 -p)lmam. Следовательно, согласно 
сделанному выше замечанию, не может быть j>j∙>0.

Лемма 2. Если xi>0 и найдется yj>Q, для которого Zj>O, то ai>v∖ 
если xi>0 и для любого уj>0 имеет место lji=0, то ai = v∖ если xi = 0, то 
для любого j>j∙>O должно быть Z{=0 и ai≤v.
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Доказательство. Если xi>0, то v = Ai. Yτ= У] (1 ~рУ* аъ Jj∙≥θ, 
j

∑ yj = l, т.е. v равняется комбинации чисел (1 -p)lai, (1 -p)l~1ai, ..(1 -p)ah 
J

ai. Если j7∙>0 и /{>0, то число (l-p)z'αi>αi входит в комбинацию, следо
вательно v должно быть меньше наибольшего из возможных чисел, т.е. v<ai. 
Если lji=0 для всех y7->0, то в указанную комбинацию входит лишь число ai, 

и тогда v = ai yj = ai- Если же xt∙=0, то, на основании леммы 1, Z{=0 для
j

всех 7j∙>0, и по определению ситуации равновесия имеем v≥Ai.Yτ=ai.
Лемма 3. Если yj>0 и lii>Q, то для каждого m с am≥ai(β частности для 

ли = 1,2, i— 1) найдется такое ykm>0, что l⅛m>0.
Другими словами, игрок II, защищая какой-то объект, должен защищать 

и все не менее ценные объекты.
Доказательство. Если для некоторого номера m с am≥ai при всех j>s>0 

будет Z‰=0, то AmYτ=am. В то же время Ai.Yτ<ai, так как Zj>O и yj>0. 
Следовательно, Ai. Yτ<ai≤am = Аm.Yτ, и потому x1∙ = 0, что противоречит 
лемме 1.

Лемма 4. Еслиу}>0 ulji>Q, то xm>0 для всех m с am≥ai (в частности 
для m = }t 2, Z).

Иначе говоря, игрок II должен защищать какой-то объект разве лишь 
если игрок I нападает на все не менее ценные объекты.

Это следует непосредственно из лемм 3 и 1.
Из всех этих лемм получаем теорему.

Теорема 1. Существует такой однозначно определяемый номер i0 (1 ≤z0≤ 
≤n), что игрок II в своей оптимальной смешанной стратегии защищает 
лишь все объекты 1,2, z0, а игрок I в своей оптимальной смешанной
стратегии нападает на все объекты 1, 2, z0, и, может быть, еще на
какие-либо и последующих объектов αl∙o+1 = =Ц-в+г, если окажется
aio+ι=v.

В самом деле, так как Z>0, всегда какое-то Z]>0 при yj>0't значит, по лем
ме 4 всегда x1>0, т.е. z0≥ 1. Далее, если бы оказалось два различных соответ
ствующих номера zθ<zθ, то мы получили бы с одной стороны aif≤v, а с дру
гой — aiô > v.

Следствие 1. Вместо матрицы A = A(n, 1, Z) достаточно рассматри
вать лишь ее подматрицу А (i0, 1, Z), с соответствующим числом строк 
io и числом столбцов N (z0, Z).

Значение игры с матрицей A (i, 1, Z) будем обозначать через v (z). В этих 
обозначениях имеем v=v(i0). Очевидно, при ai+1>v (z) число v (i) не может 
быть значением v заданной игры, и z0≠z*.

Теорема 2. Номер i0 является наименьшим из тех номеров i, для кото
рых ai+1≤v(i).
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Доказательство. Так как i0 — наибольший номер, участвующий 
•в оптимальной стратегии У, по определению ситуации равновесия должно 
быть αiβ+1≤α = z> (z0), т.е. для z0 указанное неравенство выполняется.

Покажем, что для i<i0 (при z0>2) оно не может выполняться, т.е.что для 
z<z0 должно быть ai+1>v (i). Любой объект с номером z≤z0 таков, что игрок I 
обязательно должен на него нападать, а игрок II обязательно должен его за

щищать. Так как z0 защищается, мы имеем v (io) = v<aio (см. лемму 2). Если 
же игрок I будет обязательно нападать на z0, то значит при таком нападении он 
сможет получить больше, чем не нападая на него, т. е. будет

*0o~2),

®(2), 
z√l).

Так как α2≥ ≥αio и ai,> v (i0), мы имеем требуемые неравенства.
Лемма 5. Для любых yj>O, yk>Q u каждого i, l≤z≤z*0 должно быть 

∖l{-lf∖ ≤1.
Доказательство. Допустим, что для некоторого номера z имеет место

I ⅛ — llι I > 2, пусть для определенности lii — lį ≥ 2. Тогда, ввиду lji> = I=
r=ι

= ∑ на^Дется некоторый номер ти, для которого Z⅛ > lim. На основании лем

мы 1, х,; > 0 и хт > 0. Рассмотрим два других набора показателей (Z{', • • •, 
ljn,) и (∕J', ∙ ∙ ∙, lk'), в которых ⅛ = ⅛ и ⅛'=Z* при i,≠i, т; lii≈lii- 1, 
vm=vm+∖∖ zf'=z{≈+ι, ιkm=ιk-∖.

Сравним две суммы двух линейных комбинаций:
{XA.j + XA.k)-{XA.r + XA.k) = (XA.j-XA.r) + (XA.k-XA.k) = 

= {[(1 -P),j*-(1 -jp)'j'^"1¼*1∙+[(1 -jp)^-(l -p)lim+'}amxm + 

+ {[(i -p)'f -(1 -∕√f+Wi+[0 -∕√"-(i -p)'""1]*λ} = 
= [(1 -pfi-(1 -p),,'^' + (1 -p)''-<J -∙P)'f+1l «л+[(1 -p)'1",- 

-(1 -p)''m+l+(l -p)'",-(l -∕>)'"^1] amxm = (1 -p)'ki×

× [О -p)'j'^'' - О -p),∙-'<~' + 1 - (1 -?)] aιx∙+(1 -p)'m ×

× [1 -(1 -,p) + (l -p),"^'"-(l -p)'km^',"r']amxm =

= (1 -p)'' l-р (1 -∕>)'∙i^'f^1 +p] a*i + (1 -p)'j", ×

× [p-p(1 -p),",~,",^l]αΛ = (1 -p)',pll~(l -p)',^'i~ll aιxι +

+ (1 -p)'"P [1 -(1 -∕>)'"^'"^']<V⅛∙



Об игре одного нападающего 449Последнее выражение положительно, так как xi>0, xm>0, Zį,— lim- — l≥0 и lii-lį— 1≥1. Но ХА .j+XA .k = v + v = 2v∖ значит, XA.r + XA.k>< 
<2v, и следовательно хотя бы одно из этих двух слагаемых <v, что противоречит оптимальности стратегии X.Так как значение игры определяется однозначно, отсюда следует теорема. 

Теорема 3. Во всякую оптимальную смешанную стратегию Y игрока II 
могут входить лишь такие чистые стратегии j, у которых для каждого 
номера i, 1 ≤ f≤ п, либо имеется один показатель Z7j=⅞=const при всех j и вся
ком Y, либо имеется два показателя lii ∈ {Zi. li-1}, li=const при всех j и всяком 
Y, причем здесь li>0 при f≤Z0 и Z1∙ = 0 при f>Z0.Содержательно это означает, что в чистых стратегиях, которые смешиваются в оптимальную, число единиц, защищающих каждый из объектов, либо одно и то же, либо принимает лишь два отличающихся на единицу значения.

Следствие 2. Вместо всей матрицы А (i0, 1, Z) достаточно рассмат ри- 
вать лишь такие ее подматрицы, у которых в каждой строке i либо име
ется один коэффициент (1 — p)li ai, либо имеются два коэффициента с сосед
ними показателями (l-p)ltai и (1 -p)ls~1 ai∖ при этом сумма показателей 

i0
в каждом столбце j равна I, ∑ lį = L 

i=lМы будем обозначать соответствующую однозначно определенную пару показателей (т. е. пару возможных чисел защитников) для каждого номера (объекта) i в оптимальной стратегии игрока II через Zi, li-1, где li-1 может и отсутствовать.Отсюда и из теоремы 1 мы получаем следствие.
Следствие^ 3. Значение игры v для каждого номера ι≤i0 равно либо 

v=(∖-p)liait либог>= (1 -p),ial 2 yj+ (1 -p),∣^'ai ∑ yj,

где yj>0, ∑yj>0, ∑yj>0, ∑yj + ∑ yj=l, и ll>0.

Следствие 4. Значение игры v для каждого номера i заключен о в одном
из интервалов [(1— p)lt ai, (1 -p)lt~1 ai), где li = lt Z—1, ..., 1, а любая опти
мальная стратегия игрока II может содержать соответственно лишь 
столбцы j, у которых в i-ой строке стоят либо коэффициенты (1 -p)tt аь 
и тогда α = (l -p)⅛αi, либо коэффициенты (∖~p)l ai и (1 -ρ)lΓx ai, и тогда 

<<>(1 — p)lι ai<v<(l-p)lΓ1 при этом ⅛ = ^∙∣∙=ι
Теорема 4. В каждой оптимальной стратегии игрока II для любых 

номеров i и t, где Z≥l, ι<t≤ι0, соответствующие показатели удовлетво
ряют неравенству Zt≤Zi. Если lt≈li и при номере i имеются оба показателя 
li uli-∖, то при номере t также имеются оба показателя lt и Zr-1. Если 
al=att то показатели при номерах i и t должны совпадать.Описательно это можно выразить так. Более ценные объекты с ильнее защищаются; если число защитников на некотором объекте принимает два
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зна чения, а на менее ценном объекте большее число защитников такое же 
как на исходном, то и на этом менее ценном объекте число защитников также 
принимает два значения; равноценные объекты защищаются одинаково.

Доказательство. При ∕≤f0 должно быть Ai.Yτ=v=At.Yτ. Значит, 
на основании следствия 4,

(1 -p)t∣ ai≤v < (l-p)lr1
(l-p)ltat≤v< (l-p)lri-

Если lt > li, то lt — 1 ≥ Z1∙ и
v < (1 — p)lt~1at ≤ (1 — p)li ai≤v.

Если lt = li, и 1 имеется, то (1 — p)lι ai<v<(l — p)l∣~1ai. Тогда при от
сутствии lt-1 было бы

w = (l —p∕∕0f≤(l -p)liai<v.
Пусть ai=al. Если lt<li, то li-∖≥lt и 

z><(l —p)zi~1αi≤(l — p)l'at≤v.
Значит lt = li. Если li - 1 имеется, то и lt-1 имеется, и lt-1=Z1-1. Если li-1 
отсутствует, aZl∙-1 имеется, то © = (1 -p)li αi=(l -p)lt at<v.

Следствие 5. 1) В произвольной оптимальной стратегии игрока
II показатель li = l возможен только для /=1. 2) В какой-либо оптималь
ной стратегии игрока II показатель I может употребляться только в том 
случае, когда она является смесью одного из следующих наборов чистых 
стратегий (li=0 опускаем):
или (Z1 = Z)j
или (l1=l) и (Z1 = Z-1, Z2=l);
или (l1 = l), (Z1 = Z-1, Z2=l) и (Z1 = Z-1, Z3=l);

или (Z1 = Z), (Z=Z1-1, 4=1), (Z1=Z-1, Zfβ.1=l) и (Z1 = Z-1, Z1∙ =1).
3) Чистой оптимальной стратегией игрока П может быть лишь одна из 
стратегий (Z1, Z2, ..., Zn) с

5. Зависимость между ценностями ai, at и показателями Zl∙, lt. Рас
смотрим два номера i и t, t>i. Пусть Y — оптимальная стратегия игрока II.

Лемма 6. Если в стратегии Y номер i участвует, и at≤(l-p)liai, то 
номер t не мсжет участвовать в Y.

Другими словами, объекты сравнительно малой ценности вообще не нуж
но защищать.

Действительно, в противном случае из следствия 4 получилось бы 
w<αz≤(l — p)lιai≤v.

Следствие 6. Никакие номера i с αi ≤ (1 — p)li a1 не участвуют в Y. В част
ности в Y не могут участвовать номера i, для которых α,∙≤(l -p)la1.

Предположим теперь, что at>(∖ -p)la1. Тогда at>(∖-p)lai, и найдется 
такое единственное натуральное число kit, l≥kit'≥l, для которого (l-pYcfai< 
<α,≤(l -p)k,~1 ai. Очевидно, для любых i и t>i:

k∙+1≤fcJ+2≤ ≤k} и kr1≥kf2≥ ≥⅛
Согласно лемме 6, номер t>i может участвовать в Y только при k*t≤li.
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Лемма 7. Пусть номер t участвует в стратегии Y. Тогда:1. Если и при номере i, и при номере t имеются два показателя li, li-l 
ulh lt-l, то(1 — p)li~ft+1 ai< at < (1 — p),i~lt~1 ai,
в частности, при li=lt правое неравенство заменяется на

at≤ai.
2. Если имеются показатели li, li-∖ и lt, то lt<li и(1 -p)lrlt ai<at < (1 -p),rlΓ'ai.3. Если имеются показатели li и lt, lt-∖, то(1 -p)lΓlr1 ai<at<(∖ -p)lt'lt
4. Если имеются лишь показатели li и lt, то

at = (∖-p)li~ltai.Доказательство. 1. Если at≤(1 — ρ)lι~lt+1 тоw<(l — p)l∏l (1 -p)li~lt+1 fl,∙ = (l ~p)lt ai<v.Если at≥(l -p)fι~,t~1 ai, то
v>(∖-p)lt (1 --p)li~lt~1 ai = (i -p)1Γ1 ai>v.2. Очевидно lt≠li. Если αr≤(l -p)lΓlt ai, то
v ≤ (1 — p)lt (1 — p)li~lt ai = (1 — p)lι ai < v.Если αt ≥ (1 — p)li~1Γ1 ai, тоz>>(l -p)lt (1 -p)li~lt~1 αi = (l — p)li~1 ai>v.3. Если ¾≤(1 — p)l~lt+1 ai, то
v<(l -p)lt~1 (1 -p)lΓlt+1 ai = (l-p)lι ai=v.Если at≥(l-p)li~lt ai, тоτ>>(l -p)lt (1 -p)li~lt ai = (l -p)lt ai=v.4. (1 — p)1t ol- = (l — p)1t at, следовательно (1 — p)lι~lt ai=at.

Следствие 7. Если номер i участвует в Y с обоими показателями li 
и li-∖, то для номера t возможны лишь следующие показатели:

или li-kit + ∖ и li-kit, 1
или li-kil, J при (1 -p)ktai<at<(∖ -p)kt~x
или li-kit и li-ldt-∖, J
или li-kit + ∖ и li-kit, при at = (l -p)fc 't~l ai.

Если номер i участвует в Y только с одним показателем li, то для номера 
t возможны лишь следующие показатели:

или li-kit + ∖ и li-kit, при (1 -p)k't ai<at< (1 -p)k't~'

или li-kit + l, при af = (l -p)kt~lai.
Лемма 8. Если номер t участвует в Y, то это может быть только 

при показателях li в интервале
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Наибольшее значение ⅞as∣j +g>+1] допустимо только при обоих показа

телях li и li-l. Наименьшее значение li=kit возможно только при lt = ∖.
Другими словами, если объект t>i защищается, то число единиц, за

щищающих объект z, должно быть не более чем [/+^+1]и не менее чем

Доказательство. Как уже отмечено выше, должно быть kil≤li. Из след
ствия 7 мы получаем два возможных значения для lt. Сумма показателей 
Vi в столбце равна I. Поэтому необходимо, чтобы, по крайней мере, было I— 

-(li-∖)≥li-kit. Следовательно, должно быть 21 i ≤ 1+1 + kit, li ≤ -+λ9,+ 1 , и li 

целое.
На основании следствия 7, если номер i участвует с одним показателем 

∕i, то должно быть (Zi-fc' + l) + Zi≤Z т. е. Zl∙≤—— Если li = kit, так

как номер t участвует, возможно только lt = li-kit + ∖ = 1.

Таким образом, показатели Zi, при которых возможно участие в Y но
мера t>i, зависят от величины kit. В частности,

если kit = l, то возможны Zi=Z,
fcJ = Z-l, Zi=Z, Z—1,
klt = l-2, li=l-∖9 l-2f
kit = l-3, Zi = Z-l, Z-2, Z-3,
k^ = l-4, li = l-2, 1-3, 1-4,

1, '-=⅛]+1.... 2-1∙
Следствие 8. Если номер t участвует в Y, то значение иргы d заключено 

в одном из интервалов:

а ь
(1 -p)lι ai≤v≤(l -p)l∣ 1 ai 

при

(∖-p)k'∙ai≤υ<(∖-p)k' 'at.

В дополнение к следствию 4, и принимая во внимание следствие б, мы 
получаем.

Следствие 9. Если at>{∖-p)la1, то для показателя Z1 возможны лишь 
следующие значения:

m m.∙∙ ∙, fc12+l, к\.

При этом
f∕+⅛⅜+Π

(l-jp)l 2 j¾<t><(l-√*-'aι.
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Это утверждение можно несколько дополнить. Положим

Γ∕+ΛH . . . +Λ}+(I - 1)] _ 
r1 = Z, ri = Į---------------τ-i------------ 1 для I '½ 2.

Лемма 9. Пусть Zo≥2 — наибольший номер, участвующий в Y. Тогда 
rį^i^kį и /“į—i для 2≤f≤∕0> w k}9.

Доказательство. Учитывая следствие 7, наибольшее возможное зна
чение для Z1 получаем, когда в столбце вместе с показателем Z1 стоят в каждой 
Z-ой, (где 2≤f≤f0) строке соответственно показатели Z1-к- — 1. Тогда должно

i
быть Z1 + ^ (Z1-fc1j-l) ≤Z, т. е. il1-k⅛- -k}-(i-l)≤l, и

5=2

t l+kli+∙ ∙+^ + (∕-l) 
Zi≤

В частности это верно для i0, и, кроме того, число Z1 целое.
Далее, если бы было kj>ri~1, то по лемме 6 номер i не мог бы участвовать 

в Y.
Наконец, при z≥3

l+kl+- ∙+A4,1+(z-2) l+k12+■ ∙+^~1+^ + (∕-l)
z≡l 1 “

= 7<⅛ {'+Ч + • ’ ∙ +*?-i - О’- D 1 } > ⅛≡⅞ = - у

Следовательно

Z+^+∙ .+Λ}-1+(f-2) ι i]
ГЛ-----------+ 7 J=r<-ι∙

Остальные неравенства очевидны.
Отсюда и из предшествующих лемме 7 неравенств мы получаем.
Следствие 10. Чем большие номера i участвуют в Y, тем, вообще говоря, 

уже границы возможных значений показателя l1.
Следствие 11. Пусть i1 — наименьший номер, для которого имеет 

место неравенство k]1>ril^1. Тогда все номера (объекты) i1, f1+l, ..., п 
не участвуют в Y (в защите).

6. Решение игры в нескольких частных случаях. Легко видеть следу
ющее.

Теорема 5. Если α2≤(l-p)la1, то v=v (1) = (1 — p)la1, y1=l. Если a2< 
<(∖-p)la1, то x1=l. Если fl2=(l-p)⅛ то x1=l-а, где а. — произвольное 

т
число в интервале 0≤α<l, и xf≥0 для i=2, ..., т, *<=«, где m есть 

z=2 
наибольший номер с am=v (1) = (1 — ρ)la1∙

Теорема 6. Пусть a2>(∖-p)la1 и a3≤(l -p)r*a1. Тогда (1 -p)r∙a1<v≤ 
≤(1 -p)r*~1a1, и при этом:

<
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1. Если α2=(l-p)ft≡ 1a1 число l+k⅛-∖ четно, то v=u(2) =
'+⅛3-l

= (1— р) 2 α1j x1>0, x2>θ> *ι + *2=l произвольны; yj=l при yj~∖l∖ = 
~l+k∖-∖ ц_1-к\ + \\
“2 ’ '2~ 2 )'

fci — 12. Если α2 = (l — р) 2 и число l+kx2-∖ нечетно, то v = v(2) =
I ⅛ih-2 i I

= 2∙(1~p) 2 (2~P)aι< Xι = xn=-2< yj=yj∙=2 

при

3. Если (∖-p)k*a1<a2<(∖-p)ki~γa1 и число l+kį> четно, то

v = v(2) = {l~p} 21 <2~^fllfla ;
(l-p)fc1≡-1α1+α2

x1 = °2 x2 = (1 ~p^lz~lgl •

(l-p)*≡-1σι+αa (l-r)fc≡^1αι+αa

у. = (1-P)^~lgι-(1~-P)fl2 у = ~(1 -P)⅛÷gζ
Р [(l-∕>)fc2^l01+02] J Р [(1-P)fe2^1 flι + σ2]

при

4. Если (∖-p)k*a1<a2<(∖-p)k*~λ a1 и число l+ki2 нечетно, то

l+k∖-l
(2) = <→> 2 ;

(1 -^)ftaαi+αa

___  «з r _ 0-∕>)fc2gι
(1 -p)kiai+a2 (1 -p)⅛+αa

= (1 -p)⅛χ-(l -р) ai y = -(l-r)fe2 gι+g2
J P[(l-∕>)fc2 αι+αJ J Р [(l-p)fc2 α1+β2]

при

yj~(ι↑ = w±l, ⅞=⅛∙).

yr^J±^ι, ∕W-4-+-1)∙



Об игре одного нападающего 455Доказатевльство. При условии a2>(∖-p)la1 номер 2 обязательно будет участвовать в У. В следствии 9 перечислены все соответствующие возможности для Z1. На основании леммы 6, номер 3 не может участвовать в У, и так как следствие 8 дает a3<v, имеем x3=0.Значит, для Y имеются лишь две возможности:
ä) Y является чистой стратегией yy=l, yj~(l{ = l1, l{≈l-4);б) Y является смесью двух чистых стратегий yz>0, yj>>0, yj-t-yj' = l, 

yj~(ij∖=iι, ιj2=ι-⅛, yj'~(i∖=h-', ⅛=z-z1+i).Случай а). Здесь должно быть α = (l-p)lla1 и v = (l-ρ)l-a2, откуда fl2 = (l-p),ι^,>α1 = (l-p)*a^101, т. е. Z1-Z2 = Z⅛-1, и l2 = l1-kI + l (это согласуется со следствием 7). Но при этом должно быть Z1 + Z2 = Z, т. е. оказывается z ,J+*12-l j l-k'+l
11------2----- И '2~-----2----- • ,1_ I Следовательно, случай а) возможен только если o2=(l-p)ki a1 и число 

l+kx2-1 четно (четность чисел l+kx2-1 и Z—Z⅛ + l одинакова).Случай б). Из следствия 7 получаем, что для номера 2 возможны лишь следующие показатели:либо б') Z1-Z⅛ + l и l1-kx2 для (1 -^)⅛<α2≤(1 -p)k2~la1, либо б") l1-kx2 и l1-k2-l для (1 — p)k*a1<a2< (1 -p)*2^⅛.Мы имеем Z2=Z,2' = Z-Z1 + 1 и Z1 + (Z2- 1) = Z. Поэтому при б') получим ⅞ + Z1-fc∣=Z, т.е.
/ и 7 _Z—Ar2+2 .
lι — 2 и z2-------- 2— ’значит при б') имеем для номера 1 показатели

Z+A⅛-2
2а для номера 2 ∕-λ21+2

2

показателииСоответственно, при б") получим l1+l1-kx2-1=Z, т. е.
7 _Z+£* + l z _/-А^ + 1 .
*1— 2----  и z2------2----- ’значит при б") имеем для номера 1 показателии 7÷*b-1И 2
Z+Ar12+1

2 показателииИ 2

а для номера 2
l-kl2 + l

2Отсюда ясно, что если a2=(l-p)k*~la1, но число l+kx2-∖ нечетно, то 
l+kx2 четно, и мы будем иметь случай б'). Если (1 -p)⅛1<α2<(1 -p)k*~x<h, то при четном l+kx2 будем иметь случай б'), и при четном l+kx2 + ∖ - случай б"). Остается только найти решение игры в случае б).



456 И. И. ВрублевскаяИтак, τ> = (l -p)⅛Xι + (l -p)z*"1a2 (1 -*ι) и w = (l -p)'1"4xι + (l -p)z∙α2 (1 - -x1), т. е. (l-jp)z∙-1pα2(l-x1) = (l-p)z≡-1pα1x1, a2 (1 -x2) = (l -p)'1^⅛⅛∙ Отсюда
v _ α≡ _ i v _ (∖-p)lι~l*al
Х1~ (l-∕≠-'∙αι+<⅞, Х*~ ~ Х1~ (l-p)l>~l*a1+ai ’

(1-p)⅛g2 + (l-p)z>-1flια2 -(l-p)z*~1(2-,p)⅛i
(1 -p)lι-∣ial + ai (l-p)lι~lta1 + a2Далее, v = (1 -p)lιa1yj + (1 -p)ll~ia1 (1 -yj),

-∏⅛⅛⅛√ = (1 ~p>y'+ (1 -y^

(1 — p)lι~l*al-(1 —р) a2 1 — (1 — p)lι~r∙+lal + al,y>~ p[(l-∕≠-⅛+αs] ’ y>'~x У‘~ p[(l-p)'.-⅛ + a,lВ случае б') получаем Z1-Z2=fc∣-1, в случае б") получаем Z1-l2=k2, так что всегда y7∙>0 и yj->0. Отсюда следуют все утверждения тоеремы. *∙1-ιЗамечание. Значение игры и У в случае б") при допущении a2= (1 — р) 2 сводятся к значению игры и У в случае а).В самом деле, четности чисел l+kx2-1 и l+k'2 + l совпадают, и при a2=
.1 .= (l~p) , aι соответствующие случаю б") формулы дают j>7=0, jz = l,

l+kl2-∖

2

∕+⅛2~lz> = (l-p) 2 aιОпираясь на теорему 2, получаем.
Следствие 12. Пусть a3> (1 — ρ)r∙a1. Находим v (2); при этом всегда 

v (2) > (1 — p)r∙a1. Если a3<v (2), то решение игры также дается теоремой 6. 
EcΛuaz=v (2), то значение игры и Y также дается теоремой 6, но x1+x2= = 1—а, где а — произвольное число в интервале 0 ≤α<l, uxi≥0 дляг=3,

xi = oc, где т есть наибольший номер с am=v (2). При этом в случае
/=зa) x1>0, x2>0 произвольны, а в случае б) имеем

(l-<¾)g2 v _(l-a)(l-py-^fl1
1 “ (1 -∕≠-'*aι + a2, 2^ (1 -p)z*-¼ + a8

Теорема 7. Пусть k2 = l. Тогда i0≥2,

Y=(y1, 0, ...» О, у5........... .. y5lo, 0, ..., 0),j1~(Z1,=Z), ySĮ~ (Zp = Z-l, Zfz = l) для 2≤z≤z0,
где i0 — в силу теоремы 2, наибольший из номеров i, для которых as> v (s— 1) 
при 2≤s≤ι, а∆(∕)≡(l-p)'-∙f ¾

k—i
ai + a2 ai для 2≤Z≤zc
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(здесь значок л над ak означает отсутствие ak); кроме того,

2
2 αι, ∙ 'afc' ∙ ∙0∕0-[(⅛-l)-p]β2∙ • •

_ л=/0
n---------------------------------- Γ∆(⅛) ’

2
(l-p)z~1 ∑ ∙∙∙djt∙∙∙ ∕β+αa∙∙ α∕o-(l-p)z-1[(⅛-l)-p¼r∙∙^

V = k≈lt,k≠iysi--------------------------------------------------

для 2≤f≤Z0,
_ (l-tt)ga∙∙∙а/, 

*1~ ∆(ξj
(1—«)(1—j>)f 1a1∙∙∙dr ∙∙gfo 

∆(ro) для 2 ≤ i ≤ z0,
т

где а- произвольное число в интервале O≤α<l, α = JΓ χs, xs≥O, т - J=∣.+ l
наибольший номер с am≈v (ι0).Доказательство. В этом случае номер 2 в У участвует, r2=l=k2, и из следствия 9 видно, что номер 1 должен участвовать с двумя показателями I 
и 1—1. Значит, номер 2 участвует в Ус двумя показателями 1 и 0. Пусть 
i1 — наибольший номер из таких i, что kį =1. По лемме 6, номера z1+l, ι1+2, ..., ив У не участвуют. Очевидно, номера 3, ..., z1 могут участвовать в У только с двумя показателями 1 и 0; следовательно, У является стратегией из числа указанных в следствии 5, 2). Таким образом, для нахождения v, обозначив соответствующие ys через y1, уя, ..., ysh причем y1 +ys + ++ys.= l, мы получаем систему уравнений следующего вида (z≤⅞)r(1 -∕>)⅛v1+(l -P)'~1 ¾‰ + (1-∕>)'-1¾,'λ+ +(l-p)'^1¾F4=o(i),

⅛A+(1-P)¾Fs.+<⅛>'s.+ +<⅛ysi = v(i),¾Λ+¾Λ, + (1-P)¾‰+ +¾Λ, = '≈(').
ai-Λ+ai-ι∕s,+ +(1 -p)al.1ys, ι+ai.1ysl=v (z),azΛ+a∣y,, + + alys,ι + (1 - p)aiysj = vŲ);здесь нужно найти ⅛ (z0>2), для которого v = υ(i0).Этой системы достаточно для вычисления v (i). Действительно, примем во внимание, чтоуч = 1— y1- ~->,s∕~l и проведем соответствующие преобразования (/>2):
(1 -p),-1 al- г> (i) = (l -p),-1 a1py1,

a2-v (i)=a2pys,,

a3-v(i)=a3pys,,

at-ι~v (i)=oi-1py5. l,

υ (z)-(l-p)ai=alp (yl+ys,+ +y,l~tY,



458 И. Н. Врублевская

(l-p)z 1a1-v(i) <⅞-pQ∙) a3-v(i) ai-1-v(i)
(∖-p)l~lai a2 a3 ai~1

v (i)-(Д-р) a j 
Oi ’

∕β _ _________________________________(1-P)z~1(∕-P) Д1Дг...Д/_______________________________
' ' (1 —p)z-1α1α2...αl-1 + (l -p)z-1α1...α∕.2α1∙ + ...+ (1 -p)z-1α1α2α4...α∕ + (l -p)l~1a1a2...ai+a2...a i

_ О ~P)l~1 (i-p) a1a2-∙ ai _ (1 -p)l~1 (i-p)aia2∙ ∙ -ai
2 Δ(0

(l-p)∕-ι aι.. .t}k.. .ai + a2∙ • •
k =i

Отметим, что для любого i (2≤∕≤i1) мы имеем

*l-*(0 = ⅛){∆(0-0 -∕')'^1('-jP)¾ ∙ ∙ ∙fl<-ι} =

= {Δ (i - 1). at - (1 -p)'→ [(1∙ - 1) -/>] α1 ∙ ∙ ai.1},

а также

v (i) - v (i - 1) = t∙i5⅜7⅞-lT~ ∏' α< ∙ δ “ 1) -

- [(/- 1) -р] ∙ Δ (0} = {(Δ (i- 1) • а,-(1 -p)'→ х

×[(ι-l)-p]αι∙ ∙ ∙α,∙-ι}∙
Следовательно, ai>v (i)>v (i— 1) тогда и только тогда, когда ai> v (i-l)~ 
Номер z0 легко находится.

Теперь легко вычислить y1, ysι, ..., ySĮ , используя их явные выражения 
через v (ι0) в системе уравнений. Отметим, что y1 > 0, и при условиях ai > v (i— 1) 
для 2 ≤ i ≤ i0 имеем ys. >0, 2 ≤ i ≤ i0.

Для x1, xl-0, обозначив через а сумму^х5 таких xs≥0, что as=v (⅛),.
s>ia

мы имеем систему

(1 -p)la1x1 + a2x2+a3x3+ +aioxit+v (i0)a= v (i0),

(1 -p)l~1 a1x1 + (∖ -p)a2x2+a3x3+ +αfoxfβ + w (∕0)α=t> (f0),

(1 -p)l~1 a1x1 + a2x2 + (1 -p)a3x3+ + ai°xio+v (z0)a= v (ι0),

(1 -p)l~1 a1x1 + a2x2 + a3x3+ + (1 -p)aioxio + v (i0)a = v(i0),

откуда c2x2= =aioxia = (Д — p)l~1 a1x1, (1 -p)l~1 a1x1 (i0-p) = v (i0) ■ (1 -a), 
и мы получаем указанные выражения для xl∙.

Ленинград Поступило в редакцию •
19.1.1968
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VIENO PUOLĖJO LOŠIMAS PRIEŠ KELETĄ GYNĖJŲ
I. VRUBLEVSKAJA

{Reziumė)

Nagrinėjamas apibendrintas M. Drešerio [1] lošimas. Surastos jo sprendinio charakteris
tikos. Atskiri atvejai išnagrinėti pilnai.

A GAME OF THE ONE ATTACKER AGAINST SEVERAL DEFENDERS

I. VRUBLEVSKAJA

(Summary)

The game which is a generalisation of the problem discussed by Dresher [1] is investigated. 
Some characteristics of the solution are derived; in some particular cases the solution is obtained 
completely.




