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О МАРКОВСКОМ СВОЙСТВЕ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВБ. ГРИГЕЛИОНИС1. Многие задачи, связанные с марковскими процессами, допускают эффективное решение, благодаря широко развитым аналитическим методам, систематическое развитие которых начато в известной работе А. Н. Колмогорова [1]. Поэтому важно иметь эффективные критерии для проверки того, обладает ли данный случайный процесс марковским свойством. Например, в ряде важных случаев задачи статистического последовательного анализа или управления случайных процессов по неполным данным можно редуцировать к соответствующим задачам полностью наблюдаемых достаточных статистик (см. [2]). Если же рассматриваемый набор достаточных статистик является марковским процессом, то таким образом первоначальные задачи сводятся к эффективно решаемым задачам.Марковское свойство сравнительно легко проверяется, когда известно, что рассматриваемый случайный процесс является решением стохастического уравнения К. Ито, т.е. когда траектории этого процесса являются определенным образом построенными функционалами от винеровского процесса и пуассоновских случайных мер (см. [3—6]). Отсюда ясно, что для проверки того, обладает ли данный случайный процесс марковским свойством, достаточно указать эффективно проверяемые условия, при которых этот процесс является решением определенного стохастического уравнения К. Ито. Такие условия для одномерных непрерывных процессов получены Дж. Л. Дубом ([4], теорема 3.3 гл. VI).В настоящей работе аналогичные условия даются в случае многомерных непрерывных случайных процессов, а также для некоторого класса процессов, траектории которых могут иметь разрывы первого рода. При этом мы существенно будем использовать результаты работы [7] о мартингалах, интегрируемых с квадратом (см. также [4], [8-9]).2. Приведем некоторые необходимые обозначения и определения. Пусть (Ω, &, Р)—основное вероятностное пространство, причем σ-алгебру^ будем полагать пополненной по мере Р. Предположим, что имеется возрастающее семейство полных относительно меры Р а-алгебр J5^, ⊂ «F, z∈[∕0, Т].
ε>0Случайный процесс X (г), z∈[rυ, Т], принимающий значения в некотором измеримом пространстве, будем называть согласованным с системой ∙Ff, если при каждом t случайная величина X (t) является Jrr-измеримой.



490 Б. ГригелионисОбозначим Ш1(т)-класс всех непрерывных справа интегрируемых с квадратом мартингалов относительно σ-aлгебр принимающих значения в m-мерном эвклидовом пространстве (Rm, ⅞m), т.е. класс случайных процессов 
X(t) = (X1(t), ...,Xm(t)), tE[t0, Г], согласованных с ^rt, M∣X(z)∣2<∞ и M(X (t) tl^rs)=X (s) с вероятностью 1 (п.в.) для всех z0≤1y<z≤Tj ^т-а-алгебра борелевских подмножеств Rrn. Очевидно, что если X (t) = (X1 (t), ...,Xm(t))E 

то Xj (г) ∈ 9Л(1), 7=1, m. Подкласс непрерывных п. в. мартингалов будет обозначать 9J⅛"0.Далее, обозначим 51+ множество всех естественно возрастающих процессов А (t), z∈[z0, Т], таких, что A (z) согласован cJrt и МЛ (T)< ∞ (определение естественно возрастающих процессов см. в [10]).Мы только отметим, что, в частности, процесс А (z)∈5l+, если он согласован c^rt, МЛ (T)<oo, с вероятностью 1 Л (z), является непрерывной возрастающей функцией z и 
А (0)=0.Наконец, пусть 51= {Л Л ^)=Лг (z)-Л2 (z), Ai (z)∈5l+√= 1,2} и 5Ic = = {Л Ле51 и Л (z) непрерывный по t п.в.}.Из результатов работ [7], [10-11] следует, что для любых X, УеЭД1й> существует единственный с точностью до эквивалентности процесс <X, y>∈5I, такой, чтоM[(xw-x(j))(r(θ-r(f))∣^,]=M[(<x, y>,-<X, r>s)∣^s]п.в. для всех z0≤5<z≤T.Для каждого X∈9JIq> обозначим £(1) (<Х>) класс функций Ф (z)=Φ (z, ω), согласованных с 38 [z0, Т] ×^rr — измеримых, где 38 [z0, Т] обозначена а-алгебра борелевских подмножеств интервала [z0, Т\, и таких, что

тM( f Φ≡(s) rf<X>,)<∞! <y> = <X, Х>.
toСледуя [7] (см. также [8—9]), для любого X∈sDlω и Фе£(1)«Х>) интеграл 

t
Y(t) = f Φ(s) dX(s)

toможно определить как единственный мартингал y∈9Jlti∖ такой, что
t

< Y, Z>,= f Φ(s) rf<X, Z>, 
toπ. в. для всех Ze50l(1). Отсюда, в частности, легко следует, что если

tУ1(о= f φ>ω «ад
to

t
Yi(l)= f Φ2ω¾(i), Φ.ei,ω(<X,>), 1∙=1,2,



О марковском свойстве случайных процессов 491то с вероятностью 1
I< K1, y2>= f Φ1(s) Φ8(f) rf<X1, X2>,. (1)

r0Пусть X = (Xlt Класс матриц Φ = ∣]Φfj Ц™ таких, чтоΦ0∙∈Lω(< A}>), /, У=1, ш, обозначим £(ш) (< У >), а интеграл Y матрицы Ф по мартингалу X определяем равенством:
t m t

V (t) = f Ф (5) rfX(5) = (∑ f φlt (S dXk (i), Γo ∕c=l GТогда из (1) следует, что с вероятностью 1
m t

∑ f Φ,,,t(s) dXk(s)). Λ=l r0
m t

<Yk, Y,>= ∑ f Φkl(s)Φv(s)d<Xl, Xj>,. (2}
i.J=l i03. Пусть X^βVcm∖ Предположим, что существует симметрическая неотрицательно определенная матрица Ψ (г) = || vP*1-7∣∣7, такая, что функции Ψiy (z), z, 7=1, ..., m, согласованы c^rt, ⅞ [z0, Л ×^τ- измеримы и с вероятностью 1

<Xi, Xj∕,= f Ψ,j(s)ds. (3)>0Существует ортогональная матрица (см. [12]) U (t) = ∣∣ uij (t) ∣∣7, такая, что 
U (t) Ψ (z) U~1 (z) = A (t), где Λ (z) = i| λiy∙ (z) ∣∣f, - диагональная, λl7(z) == λi (z) δ0∙, λ1 (z) ≥ λ2 (z) ≥ ∙ ∙ > λm (z) ≥ 0; δij∙ - символ Кронекера. Обозначим

bls W = (λį (D ‰ (0............λ⅛ (0 Ukm (t)), k = I, , m, Λ, (t) = |l λg> (t) II, Z =
= 1, 2, — диагональные матрицы, λW(z) = λj∙ 2 (z) δij∙ при λi(z)>O и =0 приλj(∕) = o, W=U(t)δii,Предположим далее, что почти для всех (z, ω) по мере μxP ((z, ω) п.в.), где μ — мера Лебега на ⅞ [z0, Т], матрица Ψ (z) имеет ранг r, 1 ≤r≤w. При этих предположениях верно следующее утверждение.Лемма 1. Существует r-мерный винеровский процесс w(r) (z) = (w1 (z), ..., wr(z)), согласованный стакой, что w(r)(z)-w(r> (<у) не зависит om^rs, z0≤ ≤j<z≤T, и с вероятностью 1

X(t)=X(Q+∑ f bk(s) dwk(s).Λ=l ΓoДоказательство. Из ортогональности матрицы U (t) имеем, что2 ⅛(∣)⅛(<) = ⅜ (4)Λ=lпри всех i, j = 1, .., т. В частности, wfz∙ (z) ≤ 1. Отсюда следует, что
UεlJ-m'> (< X », так как

τ τ
м[ ∫ ⅛(s)d<Xi>s] ≤ м[ f ψlj(5) *]< со.Γo Γo



492 Б. ГригелионисПоложим
t

Y(t)=∫ U(s)dX(s).

toИз (2) и (3) находим, что с вероятностью 1
m t

<Yκ, r,>.- ∑ f ⅛(f)⅝(oψ⅛ω<is-

I.J-I r.Но, ψ(0=σ→WΛ(0u(∕)
,f.y(')=∑ ⅛(') "pj(f) M0∙

p=lТогда 
t m m m

<Yk, Yr>∣=f [∑Mj)(∑ι⅛w ⅛<j))(∑ ⅜w⅛m)]a=
t0 P=1 i=l J = 1

t m t

= f (∑ δll, δ,, λ, (j)) Λ=⅛ f λt (s) ds. (5)
to P=1 t0Очевидно, что Λ1∈L0n>(<F>). Пусть

t

w(t) = ∫ Λ1(s)√Y(s).
toИз (5) и предположений леммы имеем, что с вероятностью 1. . f Mz~'o) при 1 ≤i, y≤r,∖Wj, —i л7 Į0 в остальных случаях.По известной теореме П. Леви (см. [13], [4], [7]) процесс w(r) (г) =(w1 (/),..., ιvr (г))является винеровским процессом. Далее, поскольку в силу инвариантности следа матрицы при ортогональных преобразованиях

m т∑M0=∑‰('),
Jt = l Л=1

М (f λk(s)<fc) < ∞
toдля всех fc=l, tn. Значит, Λ2∈Lg">(<h>>), и непосредственно проверяется, чтоI* Λ2(s) dw (5)= Y (t)

toп.в. Наконец, C∕-1∈L(w)«У» и с вероятностью 1
t

f U^1(s)dY(s) = X(t)-X(tf,).



О марковском свойстве случайных процессов 493С другой стороны,
t r t

f U~l(s)dY(s)=∑ f bt(s) dwk(s).

Тем самым лемма 1 доказана.
Замечание 1. Пусть r1 = max{^λk(f, ω)>0(∕, ω) п. в.} и r2 = min{fc:Xk (∕, ω)=0(z, ω) п.в.}. Очевидно, всегда 0≤r1≤r2≤w. В лемме 1 рассматривался случай, когда, r1 = r2 = r≥l. Если же r1<r2, то утверждение леммы остается в силе с r=r2, если к основному co-пространству присоединить г2—^-мерный винеровский процесс (см. [4]).4. Далее мы будем рассматривать случайный процесс х (t) = (x1(f), ..., 

xm (0). *efro» Л, почти все траектории которого непрерывны справа и имеют пределы слева. Предположим также, что <Ff — а-алгебры, порожденные случайными величинами х (s), ∕0≤s≤∕, пополненные по мере Р, a = ^^t+0.Предположим сначала, что х (t), ∕∈[f0, 7] — непрерывный с вероятностью 1 процесс. Пусть существуют функция а (t, x) = [a1(t, х), ..., am(t, x)j и симметрическая неотрицательно определенная матрица А (г, х) = || aij (f, х) ∣∣f*, такие, что ak (t, х), aij (t, х), /, у, = 1, ..., m, В [∕0, T↑× Bm- измеримы и процесс
x(t) = x(t)-J' а [s, x(s)jds

является интегрируемым с квадратом мартингалом относительно а-ал- гебр 0rt, причем с вероятностью 1
t

Выберим ортогональную матрицу U (t, x)==l∣uy(f, х) ЦТ* так, что U(ttx)× 
×Λ(t, х) U~1(t, x)=Λ(r, x) = ∣∣⅞(r, х)∣∣Γ, где ⅛j(t, x) = 3ijλi(t, х), λ1(r,x)≥ ≥λ2(r, x)≥ ∙ ∙ ∙ ≥∖n(r, x)≥0, uij(t, х), ∖(t, х), ^[r0, Т] × —измеримы. Обозначим bk(t, x)=(λP(r, x)ukl(t, х), • ■ ■ , ⅛'2(t, x)ukm(t,x)j,k=l,∙ ∙ ∙,m.

Теорема 1. Пусть матрица A (t, х) имеет ранг г, независящий от t их. 
Тогда при вышесделанных предположениях сущесвует r-мерный винеровский 
процесс w (t) = [w1 (∕), ..., wr (∕)j, такой, что х (t) является решением сто

хастического уравнения К. Ито

(6)
Доказательство. По лемме 1 существует r-мерный винеровский процесс w (t), такой, что с вероятностью 1

гx(0=x(⅛)+2 f bk(s, x(s)]dwk(s).

7. 863



494 Б. ГригелионисОтсюда и следует утверждение теоремы, поскольку
t

х (t) = χ(t0)- ∫ а [s, x(s)^ds, а x(t0) = x(t0).
tβ

Следствие 1. Если выполнены условия теоремы 1 и уравнение (6) имеет 
лишь единственное непрерывное решение, то процесс х (t), z∈[z0, Т] обладает 
марковским свойством, m. e. с вероятностью 1

P{x (∕)∈Γ∣JFs} = P {χ (0∈Γ∣x(5)}
для всех r0≤5<r≤ Т и Γ∈^m. (По поводу условий единственности уравнения (6) см., например, [5], [14].)

Замечание 2. Если ранг матрицы A (t, х) зависит от t и х, то утверждение теоремы 1 остается верным после присоединения к основному ω — пространству винеровского процесса соответствующей размерности (см. замечание 1).5. Рассмотрим теперь случай, когда траектории процесса х (t), t∈ [z0, T] непрерывны справа и имеют пределы слева.Обозначим
P(t, r)= ∑ Zr(*(*)-*(*-θ))

∕0≤s≤rдля всех Γ∈^πι ∩ Uz, где χr (х) — характеристическая функция множества Г, 
x(s-0) = lim x(s-δ), Uz={x ∣x∣≥ε}, ε>0.

δ I оПредположим, что существует функция П (/, х, Г), [r0, T∖ × ^-измеримая при фиксированном Г, являющаяся мерой на ⅞m при любых (t, х), такая, что для всех
тε> 0 и Γ∈^m ∩ C7εM f J* ∏ [s, x(s), C7ej *ZyJ< ∞ ,

'а

q(t, V)=p(t, Γ)- f ∏(s, x(s), Г) Λe9K<l>
toпричем с вероятностью 1

t
<q(t, Γ)>= ∫ ∏(s, x(s), Г) ds.

toПоскольку для любых
X, r∈3(Ru><X, r> = j(<X+r, X+Yy-<X-Y, x-γ>)п. в., то для Γ1, Γ2∈^m∩ Uε имеем, что п. в.Γ∖), q(t, Ty^y = ζq(t, Γ1 ∩ Г2) > == У П (я, х (s), Γ1 ∩ Γ2) ds. (7)



О марковском свойстве случайных процессов 495Пусть f (t, u)=f(t, и, ω) -B[f0, T]x⅞m×Fτ - измеримая функция, для каждого фиксированного и согласованная с
т

M j*∕2 (s, и) ds^ < ∞ f2 (s, и) П (.у, х (s), du < ∞ .
Класс таких функций обозначим Fq>.Пусть F^={∕ι∕=(∕1, ...,fm), fkεF⅛∖ k=∖, ..., m}.Незначительной модификацией рассуждений в [7] (см. также [3], [5]), исполь- 

tзуя (7), для всех fεFty, можно определить интеграл Q∕(t) = [ f (s, и) q (ds, du) 
t0как единственный с точностью до эквивалентности мартингал 0∕∈2Rα* такой, что:1) если 

f(>, u) = Φ(5)zr(u), ΦeZ,ω(<9(∙, Г)>),
Γe⅛∏¾, ε>0, β∕W = f Г);

2) если f1, f2eFty и a1, а2 
Qaif1+aif, = a1 Q∕l + a2 Qfi∖ действительные числа, то

3) M0(r) = M и) П (s, х (s), du

Отметим, что в [7] предполагается, что х (t) — процесс Ханта, и основную роль при построении интеграла Qf играет система Леви, введенная С. Ватанабе [15]. В нашем случае аналогичную роль играет пара (∏ (t, х, Г), t).Для ⅞[t0, T]x⅞m×Fτ — измеримых функций g (t, u)=g(t, и, ω), при каждом фиксированном и согласованных с интеграл
r t

Ps(t) = f f g(s' u) p (ds∙ du'> 
to Rmопределяем как суммуΣ g (s, x(s) -*(s-0)) ,

∕0≤s≤f
Ix(i)-X (5—0)(>0предполагая, что эти суммы сходятся п. в.Пусть g = (g1, ..., gN) - набор таких функций, /=(А................A)∈*T и γ⅛j=0, 1∙=1, N.Обозначим
Hi (t) = Xi (t) + Al (∕) + Qf. (t) +Ą, (Z),где XieSDl<1∖ Λi<≡‰ ∕=1, ..., N, H(t) =(tf1(z), ..., -



496 Б. ГригелиокисДалее нам понадобится следующая важная формула, являющаяся обобщенной формулой К. Ито [16] (см. [6 — 9], [17]).
Лемма 2. Пусть F(x1, ..., xn) - дважды непрерывно дифференциру

емая функция. Предположим, что либо}^-, либо fi, z = l, ..., N, ограни

чены. Тогда верна формула'.

f(ff(θ)-F(κω)= f ∕ +

i=l fβ

+ f f [f(ff(s)+∕(s, и))-г(я(0)]<?(*, du) + 
t∙ ят

+ ∕(∫[f∙(tf(s)+∕(5, «))-г(я(,))- 

Г, ' Rm

- ∑ Λ (*> ") -^∙ (∙ffw)]π (s> x (∙r)> <*«)}*+
/=1 ,

+PcW + ∑ J* +
/=1 ∕β

■4 ∑∫⅛(^)>^ («)
i.J≈l t,

где G(j, u) = F[H(s)+g(s, u))-jψf(s)).Доказательство леммы аналогично доказательству теоремы 5.1 в [7] (см. также [9], [17]), и мы его опускаем.Предположим, что
J* I и Į2 ∏ [s, x(s), du i и ∣≤εОбозначим gl (u) = ui при | и |> 1,и = 0при | и ∣≤l,∕f (u} = ui-gi (и), i= 1, ...,mf 

g≈(gl, •••» gm), ∕=(Λ, ∙∙∙,∕m)∙Поскольку процесс x(t) не имеет разрывов второго рода, то интегралы 
Pgt(t) определены. В силу условия (9) ∕∈Z¾"0∙ Пусть Pg(t)≈(pgl(t),...,Pgm(t)y 
QA⅛ = [QfAi)............. β⅛,(')). β∕(')=(β∕.3⅛,(<). β∕mχ⅛(θ). где ‰e - ха-рактеристическая функция множества C7e. Обозначим xz(t)=x (t)-Pa (t) — 
-QW∙Покажем, что можно выбрать такую последовательность εkψθ k→∞, что х&к (t)→Xfi(t) = x (t)-Pg (t)-Qf(t) с вероятностью 1 равномерно относительно r∈[⅛, Т]. Так как xz (/) не имеет разрывов, превосходящих по модулю ε, то отсюда будет следовать, что х0 (0 с вероятностью 1 непрерывен.
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Лемма 3. Можно выбрать последователькость εk | 0 при k→∞ так, 
что Qjk (t)→Qf(t) с вероятностью 1 равномерно по te [r0, Т].Доказательство. Посколькум I Q'f(t)-Qf(t) j2≤ Мр ( J ∣up∏(j, х(»), <fo)jd⅛J→O
при ε 10, то Qf(t)→Qf(t) в среднем квадратическом. Пусть {δn}-любая монотонно сходящаяся к нулю последовательность положительных чисел. Тогда при p≥q

Qsfp (0 - Qf4 (0 = f f “9 (ds, du)

¾,≤1"∣<S,и по известному неравенству для мартингалов (см. [4])
f ∣u∣2∏(s, x(s), duj∖ds 1 = 0 
≤% r Jдля каждого δ>0.Пусть ⅛} — монотонно возрастающая последовательность натуральных чисел, такая, что

⅛><'>-<* ⅜÷Ht

при всех р, q≥nk. Обозначим
A={ω≡ sup I ß®"‘ (0 - ö®"‘+i(0I > ⅛

I ⅛≤t≤Γ' I J

⅛= U Ar

j=kЕсли ω∈⅛ то для всех z, j ≥ k (i < j)sup j Qs∕ι (t) - β⅛ (t) Į ≤ sup 1 öS (0 - δS+1 (01 + • • • +
r0≤r≤Γ I j j I r0≤r≤ TI j j I+ sup I Q^J-ι(t)-Q^(l) ∖ ⅛⅛+ ■ ∙ ∙ + 2Fτ≤∙9FT

G≤f≤Γ I j 7 I z zЗначит, при ω∈Bfc последовательность Qjnj(t) сходится равномерно по t. Имеем, что
со

P{⅛}≤ ∑ P{A}≤ 2⅛i
y=fcРавномерная сходимость по t, очевидно, имеет место при всех

ω ∈ Ω \ Вk

k=l



498 Б. Григелионисдля любого I. Поэтому рассходимость возможна лишь при
со оо ∞ ооωeΩ∖J (Ω∖(J Bk] = ∩ ∪5,

l = l k=l /=1 к=1Но
оо оо оо оор{ ∩ и ⅛! =,limp! и ⅛I ≤,iim ∑ 2^=°

Итак, если выбрать εfc = 8πfc, то сходимость Qzfk(t) к пределу будет с вероятностью 1 равномерной по ∕∈[r0, Г]. Лемма 3 доказана.6. Пусть П (/, х, Γ) = ∏(r, Г) для всех xeRπi

т и J ( f I и I2 ∏ (j, du)^ ds< ∞.

t о I и I ≤ 1На кольце В борелевских множеств Be⅞ [z0, Г] × ^m,J* П (s, du) ds<∞, 
взададим меру р(В) равенствомP(kι, ^×Γ)=p(⅛ Γ)-p(t1, Г), [r1, r2]×Γ∈B.Теорема 2. Мера р(В) является пуассоновской, т.е. р(В) имеет пуассо

новское распределение вероятностей с параметром [ П (5, du) ds и на непе- 
в 

ресекающихся множествах из В принимает независимые значения.
Кроме того, если существует

X= (X1, ..., Xr)εW⅛r∖ 0≤r≤m,

такой, что

<Xt, Xj∖ = f bij(s)ds, i,j=l,
to

то мера p и X независимы, а процессX является гауссовским процессом с не
зависимыми приращениями.Доказательство. Пусть

X (О = (%! ('). (0. О, ■■■. о) и Y (t} =X(t) + Pt {t)+Qf (t).

г разДостаточно доказать, что процесс Y (t), z∈[∕0. 71 является процессом с неза висимыми приращениями. Утверждения теоремы тогда будут следовать из известных свойств таких процессов (см., например, [18]). Эти свойства можно бы ло доказать и непосредственно, используя формулу (8).Покажем, что для любых ∕0 ≤ tι < h ≤ τ Y (⅛) - Y (⅛) не зависит от Ptι. Воспользуемся формулой (8), положив
N=m, H(t) = Y(t), F(x) = elb∙*∖ х, zeRm, (х, z)≈ ∑ xlzi.



О марковском свойстве случайных процессов 499Имеем при t≥t1, чтоe<(r. У«>) .e<(z. Г<«) = į iZi j e,(<. +

A=l ∕1

+ į f [ e' r w+“) -e' rw>] q (ds, du) +

f1 lu∣≤l

+ f I f [ei<z∙ rω+")-e'<r∙ rω)-∑ ι⅛t⅛e'<r∙ rw)]∏(j, <fo)}<fc +
I u J ≤i fc=l

+ į f [ e' (2∙ r w+“) - ė ('∙ rw>] p (ds, du) - 
h I u i > 1-∑ Σ ¾z,∕e'(-1'w)⅛WΛ.

Ac,/=1 t,Отсюда легко видно, чтоe'(≈∙ r<'>-rω)-l =(z(r)-Z(r1)) e-(j∙ r<ω* +
+ Jel(.r«-i'«.»Į_ 1. į zkz∣bk∣(s) + f (e'<≈∙">-1 —

tl k. l=l ∣u∣≤l

- ∑ izkuk) tt(s, du) + f (ei⅛">-l) П (z, <fa)]<fc, (10)
k=l lul>lгде Z(z)=Z1(z) + ιZ2(<), a Z1, Z2∈W1>.Поскольку тогда c вероятностью 1M [(z (t) - Z (Z1)) e“' <2' rω> ∣^∙,1] = 0,то обозначивφft4(Z) = f е'(г’ r",-rω) dP

A

для любого AεPti из (10) получим, что φz,x(0 удовлетворяет следующему интегральному уравнению:4⅛λ(,) = p{λ}+ f φ2,x(∙s) Ψ(z, ∙s) *>
tl где Ψ(z.∙0 = -∣ ∑ ⅞z∕⅛W + ∫ (e'⅛u>-1-

k, l = l I ul ≤1

-i 2 ⅞ Mk) ∏fc du) + ∫ e,4z'")-l) ∏ (s, du).
k=l iu I > 1
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Отсюда находим, что

<?,.л W=P{Λ } exp {fψ(z, t)ds}.
h

Итак, мы получили, что
M[e'('∙w-1'M∣^,]=exp{∕ψ(,,z)Λ}.

h
Теорема 2 доказана.

7. Предположим теперь, что существуют функция

α (t, х) = (α1 (t, х)...........am (t, х)

и симметрическая неотрицательно определенная матрица A (t, х), такие, 
что функции ai (t, х), aij (t, х), i,j= 1, ..., т, измеримы по совокупности 
переменных

t

(t, х) и х (t) =x0 (t)-f а (s, х (s) ds
h

являются интегрируемым с квадратом мартингалом, таким, что
t

<⅛ ⅛>∣=f av(s> x(s)^ds.
h

Как следует из леммы 1, если матрица A (t, х) имеет постоянный ранг г, 
то существует r-мерный винеровский процесс

H,W=(m-1W. И-,«)

такой, что в обозначениях теоремы 1

X (0 = X ('o) + 2 f b*(s< X (j)) dwk (i) •
Л=1 Г.

Заметим, что х (t0)=x (f0)> и если ∏ (t, х, Γ) = Π (z,Г), то по теореме 2 мера 
р (В) не зависит от w (t).

Теорема 3. При этих предположениях процесс х (t) является решением 
стохастического уравнения К. Ито

x(t) = x(ta) + f я(л *W)<*+∑ f b∣t(s, x(s)}dwt(s) +
t0 k=l i0

+ f f uq(ds, du) + f f up(ds, du). (11)
∖ l u ∣≤1 rβ i u |>1

Доказательство следует из сделанных выше замечаний и теоремы 2.
Следствие 2. Если уравнение (11) имеет единственное непрерывное спра

ва решение, то процесс х (∕), te [∕0, Г] будет марковским процессом. (Об 
условиях единственности решения уравнения (11) см.., например, [3], [5], 
[17].)
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Следствие 3. Если выполнены условия теоремы 3, a a (t, х) и A (t, х) не 
зависят от х, то процесс х (t), te I7o, I] будет процессом с независимыми 
приращениями.

Замечание 3. Если ранг матрицы А (t, х) зависит от t и х, то заключения 
теоремы и следствий останутся в силе после присоединения к основному 
w-пространству винеровского процесса соответствующей размерности.

Замечание 4. Вместо предположений, используемых в теоремах 1—3, 
можно было бы указать условия на локальное поведение траекторий изуча
емого процесса, аналогичные тем, которые даются Дж. Л. Дубом ([4], теоре
ма 3.3 гл. VI).

Замечание 5. Интуитивно ясно, что при предположениях теоремы 3, за 
исключением того, что П (t, х, Г) не зависит от х, при естественных ограни
чениях на a (t, х), А (г, х) и ∏ (t, х, Г) процесс х (t), te [∕0 Т] должен обладать 
марковским свойством, но для доказательства этого утверждения, по-види
мому, понадобятся другие соображения, нежели используемые здесь.
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APIE ATSITIKTINIŲ PROCESŲ MARKOVO SAVYBĘ

B. GRIGELIONIS

(Reziumė)

Darbe gautos sąlygos, kai atsitiktinis procesas, neturintis antros rūšies trūkių, yra apibrėž
tos K. Ito stochastinės lygties sprendinys.

ON MARKOV PROPERTY OF STOCHASTIC PROCESSES

B. GRIGELIONIS

(Summary)

In the paper conditions, when right continuous stochastic process is a solution of defined 
stochastic equation of K. Itδ, are given.


