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В. Г. АЛЕКСЕЕВ
1. Вопросам, связанным с оценкой спекртальной плотности стационарного случайного процесса по эмпирическим данным, посвящена обширная литера­тура (см., например, [1—8]). При этом, в качестве исходных предположений, при которых исследуются статистические свойства (смещение и дисперсия) оценок спектральной плотности, обычно делаются те или иные предположе­ния относительно степени гладкости спектральной плотности. Принятые в настоящей работе предположения такого рода являются значительно менее ограничительными, чем те, которые обычно встречаются при аналогичных исследованиях (см., например, Хеннан [1]). А именно, мы будем предполагать, что все рассматриваемые нами спектральные плотности ( в том числе взаимные спектральные плотности в п. 5) являются функциями из класса Lip а, где 0<α≤l. Вместе с тем, мы ограничимся рассмотрением оценок спектральной плотности лишь гауссовских случайных процессов. Это последнее предположе­ние позволит нам при исследовании статистических свойств этих оценок широко использовать аппарат рядов Фурье (в том числе кратных). Методы, применяемые в настоящей работе, уже использовались автором ранее [9] при исследовании задачи о выделении случайного гауссовского сигнала на фоне случайного гауссовского шума. Сходными методами пользовался Ибрагимов [10] при исследовании асимптотического поведения оценок спектральной функции гауссовского стационарного процесса. При вычислении смещения предлагаемых оценок, которое, в отличие от дисперсии, существенно зависит от степени гладкости спектральной плотности исследуемого процесса, мы будем ссылаться на теорему 1 §4 работы Никольского [11], дающую оценки остатка сумм Фейера 2π-периодических функций при различных условиях гладкости этих функций. Как и в работе [9], мы будем эту теорему называть просто теоремой Никольского.Итак, пусть ξfc, к=\, 2, ..., — гауссовский стационарный случайный про­цесс со средним 0 и спектральной плотностью ∕ξ (λ) (-π≤λ≤π). Положим 

π0t = Mξtςy= f и, ⅛=1, 2, ...).
—πВ дальнейшем мы неоднократно будем пользоваться тем, что величины (2π)^ 1rjk являются коэффициентами Фурье функции^ (λ).



6 В. Г. АлексеевВ п. 2 мы исследуем асимптотическое (при n→∞) поведение оценок зна­чения спектральной плотности Д (λ0) в точке λ0, построенных по известным 
п последовательным значениям процесса ξfc. Мы ограничимся, для удобства, рассмотрением случая 0 < ∣ λ0 l<π> хотя применяемые нами методы исследо­вания пригодны и для случаев λo=O и λ0=π.Последующие пункты посвящены обобщению полученных в п. 2 резуль­татов в различных направлениях. В п. 3 мы рассматриваем несколько более общую, чем в п. 2, ситуацию, когда значение ξfc с вероятностьюр регистриру­ется и с вероятностью q=l-p теряется. В п. 4 результаты п. 2 переносятся на случай процесса с непрерывным временем ξ (t). Наконец, в. п. 5 исследу­ется асимптотическое поведение оценок взаимной спектральной плотности двух стационарных и стационарно связанных гауссовских случайных процес­сов.2. Обозначим через xn вектор-столбец первых п значений случайного про­цесса ξk. Если g (λ) (—π≤λ≤π) — некоторая интегрируемая по Лебегу ве­щественная или комплексная функция вещественного аргумента, мы будем обозначать через Hn (g) матрицу Теплица и-го порядка с элементами

π⅛*te) = ⅛ P'u^j,λsMΛ (Λ⅛=1,2................ п). (2.1)
— πОценки величины ∕ς (λ0), где 0< ∣ λ0 ∣ <π, мы будем искать в виде последо­вательности квадратичных формÖ. (x∏) = “ х^. (<₽„) х», (2∙2)причем п пробегает последовательность нечетных чисел, а функция φπ (λ) (I λ ∣≤π) определяется соотношениемФл (X) = ⅜ { И- [*. (λo - X)]+и- [⅛ (λo+X)] } . (2.3)где bn — последовательность положительных чисел такая, что

a w (х) (-∞<x<∞) — произвольная неотрицательная функция такая, что
[ w(x)dx=∖ (2.5)

— 00и ∫ ĮIх I“ и* (х) + w2(х) J dx<∞. (2.6)
— 00Оценка вида (2.2) есть не что иное, как интеграл от периодограммы с весовой функцией φn (λ). На выборе функции w (х), приводящей к последо­вательности весовых функций <р„ (λ), мы здесь останавливаться не будем. Примеры таких последовательностей могут быть найдены в уже упоминав­шихся работах [1 —8].



Об оценке спектра 7Пользуясь известными результатами, относящимися к распределению квадратичных форм от гауссовских случайных величин (см., например, Гре- нандер и Сеге [12], § 11.5), вычислим математическое ожидание и дисперсию случайной величины βπ (xn). Прежде всего,Mβ,(x,)-⅛ Sp¾(φ.)¾(∕ξ) =
п π

= f φn(λι)Λ1 f
—n — π

. a ∏(λι-λ>) sma 22πnsin, — =
= f φ,(λ)∕ξ(λ)Λ + ε^,—πгде, согласно теореме Никольского, J О(«-“), 0<α<l*" = | О(п-Чпи), a=l.Пусть, далее,
≤- f ⅝M∕ζ(λ)dλ-Λ(λ0).

(2.7)

Пользуясь сделанными выше предположениями, нетрудно показать, что 
s"=O (⅛^a). Таким образом, полагая ε,, = ε' + ε", находим

М бя (хя) =∕ς (λ0) + εn, (2.8)где f o(⅛-a),
Переходя к вычислению дисперсии случайной величины Qn (хл), имеем:

D Q. (‰) = -⅜l Sp [я„ (φn) Н„ (Λ)]2 =
π π π= 2π, л* ∕ tP" W f ⅛ ^г) ^2 / ^3) ×

-π -π -π

× f fζ (λ4) dλi —• λl^λl2

<P∏(λ3)∕ξ(λ4)

dλ2×

х s.nĘ^J sin ∕t(λa-λg)2 sin n(λ<-λ1)2λ⅜~ λι2 dλ3dλi.



8 В. Г. АлексеевОтсюда, пользуясь неравенствами Коши-Буняковского и Бесселя (ср. [9], доказательство теоремы 1), находимπ π sina —--1⅛ -—D0,(χ1,)≤v ∫ φζ(λι)^1 ∫-----------⅛-∕ζ2(λ,)Λ2=—π —π 2πn sin, 
(2.10>

К сожалению, применение неравенства Коши-Буняковского приводит к появлению в формуле (2.10) знака неравенства, в то время как другие методы (см., например, [4, 8, 13]) позволяют получить здесь асимптотическое ^ра­венство.Мы можем теперь предложить также некоторые рекомендации относительно выбора последовательности bn. Если исходить из стремления минимизировать величину
м [ρn (х„) -∕ς (λ0)]2 = D Qn (х„) + [М Qn (xn) -∕ξ (λo)]2, (2.11)то следует выбирать последовательность Ъп так, чтобы при n→∞ оба слагаемых в правой части (2.11) были одного порядка малости. Легко видеть, что получен­ные нами оценки сверху для обоих слагаемых в правой части (2.11) будут одного порядка, если

bn~n^*  , (2.12)
т. е. bn есть величина порядка w1÷2α . В этом случае будем иметь 2aM[ρn(χn)-∕ξ(λ0)]2=o(w∙*+ 2≡).Пусть теперь нас интересует интеграл (2.13)

∕ξ(λ)Jλ (0≤λ1<λ2≤π).
λ1 ≤ I λ I ≤ λjПоложим, для нечетного п,

(2.14)
(2.15)где φ (λ) — характеристическая функция Х-множества {λ1≤∣ X |≤λ2}∙ В этом случае легко находим (ср. Ибрагимов [10], §§ 1 и 2)

λ1≤∣ λ ι≤λ,

(2.16)
где определяется соотношением (2.7), и (2.17)

λ1≤l λ l≤λ,3. Перейдем к рассмотрению более общей задачи (ср. [14, 15]), когда спек­тральную плотность ∕ξ(λ) процесса ξk необходимо оценить по наблюдениям



Об оценке спектра 9случайного процесса ηjk=ωjfcξfc, где случайные величины ωk(fc=l, 2, ...) независимы в совокупности, независимы с процессом ξk и равны единице с вероятностью р (0<р<1) и нулю с вероятностью q≈∖-р. Будем обозначать через у„ вектор-столбец первых п значений процесса ηfc и через Еп — единичную матрицу порядка п. ПоложимĄ (Ул) = У'п [нп (φn) - ghn (<р„) £„) у„, (3.1)
где п, по-прежнему, нечетно, а функция φn (λ) (∣ λ ∣≤π) определяется соотно­шениями (2.3) —(2.6). Легко видеть, чтом Sn (у„) = М х' (рг Hn (φl,) +pqha (φn) Е„ - pqhn (φn) £„) х„ = =4 Мх;я„(<₽л)хл.
Отсюда, в соответствии с результатами п. 2, следует, чтом 5„ (у„) = -7 Sp Я„ (<р„) Я„ (Д) =∕ξ (λ0) + е„, (3.2)где величина επ определяется соотношением (2.9). Далее, для дисперсии слу­чайной величины Sn (у„) имеет место соотношениеD S„ (у.) = M SŠ (у„) - [М 5„ (ул)]2 =

= ^⅛^ [ Σ ⅛ h>" toj") m 1∣∣ r∣*  r>' 7iι--
j, k, l, m- ⅛A11 (φn)∑ hjt (φn) M rlj rlk τfi + qi A11 (φn) £ M rį η,2] -

i. k, t i. t- [Sp¾(φ1,)¾(∕ξ)]2, (3.3)
где все индексы суммирования изменяются от 1 до п. Отсюда, пользуясь фор­мулой Mηj∙ ηk ηf ηm = {rjk rlm + rjl rkm + rjm rkl) Mωj ωk ωl ωm, (3.4)получаемD5n (y.)= Sp [Я„ (φn) Я„ (Λ)]2 +

"1" р ¼ft(ψn) hjm (^л) Oil "Ь ^kjk “Ь
j, k, m+ i⅛ Σ hjkM(∣2ιι + 2rjk)-

i.k

ruhll(<fn) ∑ hJk(fn)rkj- 34p,^^py Aj1(φ,) 2 r⅛
J. k j

(3.5)



10 В. Г. АлексеевБудем оценивать отдельно каждое слагаемое в правой части (3.5). Как было установлено в . . 2,Sp[⅛n(φ11)¾(Λ)]2≤≤^∕ξ(∖) f w2(x)dx + o . (3.6)
Так как при любом j= 1, 2, ...

∞ 2(1+«)∑ l^⅛l '+2α <κ<∞
k=∖(см., например, Зигмунд [16], гл. VI, теорема (3.10)), то, в силу неравенства Гёльдера,Й Σ (∑ ⅛('P.)'∙a)2≤

J k
1 2(1+«) 1+2«≤⅛ Σ (Σ I⅛∙*ω∣ 2,,+β,)l+α (Σ ∣'>∣ ι+2∙ )ι+∙≤

j k k≤⅛Σ(Σ⅛ωΓ'-
J kгде L — некоторая постоянная. Отсюда следует⅛ Σ (∑ ⅛ω√≤T (⅛ f ⅛WΛ)f7^∙= О {n→b^∖ (3.7) 

j k —πДалее, полагая е (λ)≡ 1 (∣ λ ∣≤π), находим
∑ hJk (φn) rtm hmj (φ,) = ⅛≡ Sp H. (φ,) Я. (Д) H. (<p„) =

j. k, m
= 8πqrn 

ntp

≤
—π -π

ππ
× { f φ2(λι) ¼ f

-π — π

sin*  n(λι-⅛)
2πn sin*  *1g*̂ dλz I

- jvk [Λ(λ0)+o(i)] f q⅛(λ) </x.Следовательно, —π

-⅛y- ∑
j, k, m (3.8)



Об оценке спектра 11Далее, ¾⅛i*Σ⅛ω<-⅛  
J. k —п=4⅛> ∕ "'aω<fr+o(⅛)∙ (3.9)

— 00Наконец, нетрудно показать, что∑ Λλ(⅜)'⅞-^'∙ιι¾ι(φn) X ⅛*(φ.)'⅛-
J. k j, k-⅛⅛^⅛⅛J∑⅛ = 0(l). (3.10)

JСопоставляя теперь (3.5) — (3.10) и замечая, что
'n= ∫Λ(λ)dλ,—π находимDS.(y,)≤

оо π
≤⅛ f h,≡wλ[λ(x0) + ^- f λ(x)λ]2 + o(½-) . (3.11)

— оо —πРезультат (3.11), после замены в нем знака неравенства на приближенное равенство, совпадает с результатом Шейнока [15], полученным, однако, при заметно более сильных ограничениях (которые автор, впрочем, даже точно не формулирует, ограничиваясь требованием „достаточной гладкости“ спектраль­ной плотности и последовательности весовых функций).4. Предположим теперь, что ξ (г) ( — ∞<t<∞) — гауссовский стационар­ный случайный процесс со средним 0 и спектральной плотностью Д(Х) (— оо < λ < < оо). Несколько видоизменяя рассуждения п. 2 и пользуясь вместо рядов Фурье их непрерывным аналогом — интегралом Фурье, нетрудно для процесса ξ (z) получить результаты, аналогичные тем, которые были получены в п. 2 для процесса с дискретным временем ξfc. Пусть по конечной реализации 
х (t) случайного процесса ξ (г) требуется оценить величинуД (λ0), где λo≠O. Положим, для натурального п,

Q, W -⅛ f 4,"W dλ f f e't,^°λχV>x W dsd,∙ <4∙1)
-оо 0 0где функция φπ (λ) (-oo<λ<oo) определяется соотношениями (2.3) — (2.6). Тогда с помощью несложного перенесения теоремы Никольского (или хотя бы лишь предшествующих им менее точных результатов Бернштейна [17] о сходимости сумм Фейера для функций из класса Lip а) на случай интегра­лов Фурье можно показать, что
оо оо sina ^(λι-λa)Mβ,(x)= f φ,(λ1) A1 f Д

— 00 — ОО 2π∕l I 9 ) Λ(λ,)rfλii=∕ξ(λ0) + ε11, (4.2)



12где величина επ определяется соотношением (2.9). Далее, для дисперсии Qn (х) находим
Dl0n(x) = φn(λ1)∕ξ(λ2) л (λt- λa)22

00 Г sin Mλ4-M 1
× ff ⅛p<λ>)ΛM-v⅜- I

П (λg — λj) _. п (λ< — λχ)Sm 2 sm 2 λ3-λ2 λ⅜- λ1 2 2Отсюда, аналогично выводу формулы (2.10), получается неравенство
∞ 00

f φ∏(λι)<Zλι f
— 00 — 00

∕i(λa)A =
=^Л(Ч) f ^(x)<∕x+0(4).

— αo

(4.3)
5. Предположим теперь, что (ξk, ηk), к= 1,2,..., - двумерный вещественный гауссовский стационарный случайный процесс со средним 0 и матрицей спек­тральных плотностей

∕ηξ(λ) (5.1)Известно, что Ф (λ) — эрмитова неотрицательно определенная матрица. Задача об оценке взаимной спектральной плотности ∕ξη (X) случайных процес­сов ξk и ηfc рассматривалась в работах [13, 18]. Нас будет интересовать вели­чина ∕ξη (λ0) где 0<∣ λ0 ∣<π. В качестве оценки величины^ (λ0) рассмотрим, для нечетного п, билинейную формуδn (x∏, Ул) = 7 ×'n (ψ,) у„, (5.2где хл (ул) - вектор-столбец первых п значений случайного процесса ξfc (со­ответственно, ηk), а функция ψn (λ) (I λ ∣≤π) определяется соотношениемψn(λ) = ⅛,H>[⅛n(λ-λ0)]. (5.3)Легко видеть, чтоMβn(xn,y,) = ⅛ Spffn(ψn) ffn(∕ξ,) =
_ _ . о П (λj --  λ3)" ; sm8-----н-----= f ψ.(λ1)Jλ1 [----------- ⅛rΛ,(λa) <∕λ2.2πnsin*½ 7½Отсюда, как и в. п. 2, следуетMß„ (х„, у„) =∕ξ, (λ0) + е„, (5.4)



Об оценке спектра 13где επ — комплексная величина, порядок малости которой определяется соотношением (2.9). Далее, нетрудно показать, что
Dβn(x., y∏) = M∣βn(xn, y,)-Mβ,(x,, yn)l2 =

= ⅛r Sp [Я„ (ф.) Я. (Л,) ХЖГЯ„ (∕ξη) +
+ Н„ (ψn) Н„ (∕ξξ) Н„ (ψn) Ha (frn) ] .Отсюда, пользуясь теми же приемами, что и в п. 2, находим
Dß»(x». y,)≤

∞ ≤^[1∕√WkWΛN] f M*(x)<fe  + o(-⅛-). (5.5)
— 00Если нас интересует только вещественная (мнимая) часть величины (λ0), то, в целях уменьшения дисперсии оценки, в качестве функции ψπ (λ) может быть выбрана четная (соответственно, нечетная) функция.Результаты настоящего пункта, как и в одномерном случае, могут быть перенесены на случай процессов с непрерывным временем. Мы не будем на этом останавливаться.Автор считает своим приятным долгом выразить благодарность А. Μ. Яг- лому за внимание к работе.Москва Поступило в редакцию13.XIL1967
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APIE ATSITIKTINIO STACIONARINIO GAUSO PROCESO 
SPEKTRO ĮVERTINIMĄ.V. ALEKSEJEVAS
(Reziumė)Remiantis Fuije integralu ir eilutėmis, nagrinėjamos atsitiktinio stacionarinio Gauso pro­ceso (diskretinio ir tolydinio) spektrinio tankio įvertinimo statistinės savybės (poslinkis ir dis­persija). Reikia, kad spektrinis tankis būtų Lip a klasės (0<α≤l) funkcija.Atskirai išnagrinėtas atvejis, kai atsitiktinio proceso reikšmės registruojamos su atsitiktiniais praleidimais.
ON SPECTRUM ESTIMATION OF A GAUSSIAN STATIONARY 
RANDOM PROCESSV. ALEKSEEV
(Summary)Using the technique of trigonometric series and Fourier integral, we investigate the statis­tical properties (bias and variance) of the estimate for the spectral density function of the Gaus­sian random process of discrete or continuous parameter. The case of randomly missed observa­tions is especially considered. Concerning the spectral density of all the considered processes it is only assumed, that they are functions of the Lip α class, where 0<α≤l.


