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ПРИБЛИЖЕННОЕ ФУНКЦИОНАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
^-ФУНКЦИИ ГЕККЕ ВЕЩЕСТВЕННОГО КВАДРАТИЧНОГО 
ПОЛЯА. Матуляускас
§ 1. ВведениеБудем рассматривать вещественное квадратичное числовое поле К с дискриминантом d>0 и его расширение до системы идеальных чисел 3 (см. [9])∙ Целые идеальные числа будем обозначать буквами α, β, γ, ε, η, λ, μ, р, т; сопряженные числа будем отмечать верхними индексами, вполне положительные числа — символом >0. Обозначим через 7Vα норму числа а.В соответствии с разбиением поля К на h классов идеалов, множество идеальных чисел распадается на h классов идеальных чисел.Пусть m — отличный от нуля целый идеал поля К. Вполне положительные единицы поля К, сравнимые с 1 mod m условимся называть единицами mod m. Пусть η>l — основная единица mod иг. Характером Гекке первого рода с показателем т называется функцияξm (a) = exp { 2πimw (а) }, (1.1)где a∈3, a≠0, а∙*'W= 2⅛to∣⅛∣∙ (1∙2>Распределим все целые взаимно простые с tn числа по классам вычетов mod m в узком смысле, относя к одному классу два числа a1 и a2≠0, если o⅛ и a2 принадлежат одному классу идеальных чисел, [a1≡a2 (mod nt) и a1c⅛^,>0. Классы вычетов mod m образуют конечную абелеву группу 3 (tn). Пусть χ (а) — групповой характер mod m группы 3 (∏t)∙ Если для каждой единицы ε поля Кχ (ε)ξm (ε) = ltто функцияΞa = χ(a)ξ",(a) (1.3)называется характером Гекке второго рода mod tn с показателем т. Характер Ξ (a) считается первообразным или производным характером mod m в зависимости от того, будет ли соответственный групповой характер χ (а) первообразным или производным mod m.Пусть SR — некоторое множество идеальных чисел. Условимся значками * и (т) при знаке суммы

(m)Σ*. Σae0δ aefκ
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указывать, что при суммировании из каждой системы ассоциированных в обычном смысле, соответственно mod тп, чисел берется только по одному представителю.Пусть s=σ+it — комплексное переменное, Ξ (а) — первообразный характер Гекке второго рода mod m, Я - фиксированный класс идеальных чисел. Тогда ζ -функция Гекке ζ (j, S, Я), определяемая при σ> 1 в видеζ(j, 3, Я)= 2* ≡(β)∣JV*∣-', (1-4)<хеЯ, α≠0является целой функцией и удовлетворяет функциональному уравнениюζ(5, S, Я)= FT(ξ)ψ(s) ζ(l-5, Ξ, Я')» (1.5)где Я^Я“1 Ьгп, Ъ - дифферента поля К, Ξ - характер, сопряженный с Ξ, ∣F∏ξ)∣ = l,
A = -^ ↑∕dNm, (1.6)

Γfc. tn_ τ√j+flι 7τim \ Г (s+a2 , πim \
’ У \ 2 21nη ) 1 \ 2 + 21nη ) ’ξ=ξ-1, Nm — норма идеала тп, a1 и а2 - некоторые числа, равные 0 или 1 и подобранные так, что для всех чисел α≡ 1 (mod пт)χ(a) = (sgn a)°, (sgn a,)fl*.Случай производного характера Ξ (а), ввиду соотношенияζ(j, Ξ, Я) = ^(5, Ξ1)ζ(s, Ξ1, Я),где Ξ1 — характер, производящий Ξ,&(J, Ξ1)= ∏ {ι-≡l(λ)∣jvλ∣-∙}(λ)∖mи произведение распространяется на все простые делители идеала тп, легко сводится к рассмотренному. Поэтому в дальнейшем будем рассматривать лишь ζ -функции с первообразными характерами.В критической полосе 0≤σ≤ 1 ζ -функцию Гекке можно задать приближенной формулой, представляющей ее в виде суммы частичных сумм рядов (1.4) и (1.5), которыми определяется ζ -функция Гекке в областях σ> 1 и σ<0 соответственно. Эта формула, имеющая многочисленные приложения в геометрии простых чисел, называется приближенным функциональным уравнением.Приближенное функциональное уравнение для ζ -функции Гекке мнимого квадратично го поля было получено К. Булотой [2] в 1962 г. Год спустя Чан- драсекхаран и Нарасимхан [8] вывели приближенные функциональные уравнения для класса функций, представляемых рядами Дирихле. Недавно этот результат был значительно усилен А. Лавриком ([4], [5]). Он установил новую форму функционального уравнения, из которого вытекают приближенные уравнения с равномерными оценками по основным параметрам для всех функций Дирихле, исключая случай растущих показателей характера для ζ -функции Гекке. Отметим в этой связи работу [6], в которой указано приближенное 
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функциональное уравнение ζ-φyHκ∏H∏ Гекке мнимого квадратичного поля с равномерными оценками по всем аргументам.В настоящей статье приводится приближенное уравнение ζ -функции Гекке вещественного квадратичного поля с равномерными оценками по основным параметрам при фиксированных d и Мп. Отметим, что оценка остаточного члена в полученном уравнении лучше соответствующей оценки из [8].Вывод приближенного функционального уравнения построен на тех же принципах, которые лежали в основе данного Харди и Литльвудом доказательства приближенного функционального уравнения ζ -функции Римана и были также использованы К. Булотой в его работе [2]. Перенос этих идей на вещественное квадратичное поле вызывает некоторые затруднения, особенно при оценке остаточных членов. В настоящей статье для преодоления этих затруднений был применен метод, при помощи которого оцениваемые члены можно свести к интегралам, содержащим функцию Макдональда.§ 2. Вспомогательные леммыЛемма 1. Пусть функция f (и) положительна, монотонна и дифферен

цируема в интервале 0<x1≤w≤xa, Я — класс идеальных чисел системы 3- Тогда имеет место равенство
х, х. _ 2 2. 1 ч

2 * ∕(jv°t) = А° f f(") <fa+°l f и 3 /(«) & + f M + xιf (x2>J, 

α≡Λ∙ <x>0 x1 x1
Xι≤Nα≤x,

где Λo — положительная постоянная, зависящая только от поля К.Доказательство леммы приведено в статье [7].Лемма 2. Пусть q1, q2, X — положительные числа, a, β, γ — целые числа 
поля К. Пусть, далее, τ=aj+βk+4, где juk — целые рациональные числа. 
Тогда ∑ 2 (Λ⅛-X) exp {-2π⅛1τ + ¾τ')} =

j к 
τ>-0, Nτ>X

∞ ао= Σ ∑ ff (ωι ωa-Ar) exp { -2π⅛1ω1 + ^aωa) +
/ = — оо л=—оо ωι>O ω,>0 

ω1ω, >%+ 2πz (lx1 + nx2)} dx1 dx2, 
где ω1=αx1 +βx2+γ, ωa=α'x1 + βzxa+γ'.Эта лемма является незначительным видоизменением одной леммы Фишера ([7] л. 2).Лемма 3. Пусть β1 и β2-∂βa целых взаимно простых идеальных числа, 
а - целое число поля К; b1, b2 - базис идеала (β1βa). Число λ идеала (β2) 
сравнимо с α mod (β1) тогда и только тогда, когда оно имеет видλ=⅛Z>1+ZZ>2+λ0,
где k ul — целые рациональные числа, а λ0 — число идеала β2, зависящее толь
ко от класса вычетов по mod (β1), к которому принадлежит число л, и λ0≡ = αmod(β1).
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Доказательство. Так как (β1, β2) = l, то система сравненийx≡αmod (β1), x≡0mod (β2) (2.1)имеет единственное решение по mod (β1, β2) ([10] стр. 150). Пусть λ0 - фиксированное решение системы (2.1). Тогда
х=kbχ+lb% + λ0.Доказательство обратного утверждения очевидно.Во всем дальнейшем мы сохраняем обозначеия предыдущего параграфа, а также условимся относительно следующих обозначений:

Лемма 4. Пусть X>l, F> C>0, k — целое рациональное число, а — чис
ло, равное 0 или 1. Тогда при -M<σ<M равномерно по X, s и v справедлива 
оценка ц = / Кы+а (г) ^exp (_ ⅛1) *-χ-+- × 

L×ln(e + ∣2∕∣ + [v∣),
где Kv (z) — функция Макдональда порядка v, М — положительная пос
тоянная.Доказательство. В силу соотношеия ([1] стр. 213)

-c+∕∞^°(z>=-⅛exP(-2τ) f Γ(-^-")Γ(-u)(-Iizy+20Λ,(2,2)

-c-i∞где с — любое положительное число, большее чем Re v, а | arg (—iz) ∣ <-% , полагая u=-c+i(y-v), имеем
Lt со ∕ z∖a-2c-N+2iy

I.-⅛  f *-**<h J Г(c-ij>) Г(c — iy+iv) 2 \c_iy). dy. (2.3)
L -соПусть c=i. Если I 2+α+fc-2σ ∣>-i, то перемена порядка интегрирования, что допустимо вследствие абсолютной сходимости внутреннего интеграла, дает |2ür(l-v+fv)w+e+fc-"-^+^-b*+fl+fc-1,",v+lüi2α-ι-iv+a∕> (2+α+Λ-2s-√v+2jy)Отсюда вытекает, что “ «р{-j (∣J,l+∣v->∣ )∣⅛,Λ,<⅞ [Z.f-ω+-+*+Li-te÷-+*] f .(j/ ±+yΛ V(2-2σ+α+fc)∙+(!⅛+v-2∕)*так как F(y-ι>)<exp |у|) .
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Пусть α = l. Разобьем контур интегрирования на части

(-∞,P-ι], (p-ι,A>]. (Po.Al> (а. ∞). где A=τ (2∕+v+2√∣2∕+v∣)
(j= — 1, 0, 1). Оценка полученных интегралов приводит нас к соотношению∕1<=φ (-⅛) ÷tr⅛^*ln(, + ∣2. + .∣). (2.4>

При а=0 доказательство протекает аналогично, только на этот раз интервал (-00, оо) разбивается на следующие подынтервалы:(-∞. g {v-∣v∣}], (∣ {v-∣v∣}, I {v + ∣v∣}], (4 {v + ∣v∣}, оо).
Оценивая соответствующие части интергала 70> получаем∕0<⅞exp (-⅛i) (Lι^2σ+4 + L2^2σ+fc) ln'(e + ∣ 2r ∣ + ∣ v∣). (2-5)Пусть теперь I 2+α+fc-2σ Į <-i-. Запишем интеграл

со р

f-
— со

(4→)r(±-⅛+∕v) 1.,v+2,---- ∕^r^^v------ и) dyв виде
∣(2r+v+l)

+ f ≈Γ+Γ,

^(2r+v-1)

где 23 - путь, состоящий из лучей (- ∞, γ {2t+v-l }] и (-i{2r+v+l}, со' и заметим, что на пути 23 имеет место соотношениеI 2+a+k—2s—iv+2iy ∣ >-i .Так как
то {2t+v~2y+ sgn (2t+v—2y)}a≥ (2t + v—2y)a,

⅛>.

Отсюда, в силу (2.4) и (2.5), выводим:'∙<≈p(-⅛1) (l + ∣2r+v∣)β (2.6)
ибо оценка интеграла I" поглощается оценкой (2.6).
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Лемма 5. Пусть N — натуральное число, X>lt V> C>Q. Тогда в интер-3вале σ>-ξ — N имеет место соотношение

Ll со
/,= ∫ zdz ∫ M>1-∙'→wj‰(w)<∕w<exp(-ψJ∙)x^2Z.,->°-*w× 

L я× In(e+12t Į +1 v I),
причем оценка \остатучногэ члена равномерна относительно X
J И V.Доказательство. Из (2.2) после замены z на iw имеем

Z1 = ∫ z dz∫ H>1-2,-a77 dw ∫ Г (— zv — w) Г (— w)(y∙jv+2* du.
L z -c-i∞Полагая с=| и меняя порядок интегрирования, находим

i Ъ i 7 γ(⅛-zλ'+v,) *iydy
Т —____ L Г z2-2s-iv-2N Jz Г ∖ z____ Į ∖ z________ L_______ (<)7∖2 4π J Z į J 2→→+>0'(l-2s-iv-2tf+2Hj ,

L l-ooНетрудно видеть, что для оценки внутреннего интеграла из (2.7) достаточно повторить те же самые рассуждения, которые были проведены в предыдущей лемме при доказательстве соотношения (2.5) и мы получим'АZa<exp (- ln(e + ∣2d + ∣v∣) ∫ z2~2σ-22v√z.
LОтсюда и из оценкиа _2∫ zl-*β-∙w dz<X2 L∙-M->^

Lвытекает утверждение леммы.Лемма 6. При обозначениях леммы 5 и σ< | + N равномерно по X, su v 
справедлива оценка

∫ z dz ∫ ¼4→*+2tf κi^w) dw^xp ( — j X 2 L^9a+iN × 
L O D+ln(e + ∣2f ∣ + ∣v∣).Доказательство проводится так же, как доказательство леммы 5 и поэтому мы его проводить не будем.
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Лемма 7. Пусть Ar≥l, K≥ C>0, N — натуральное число. Тогда

I3 = f z dz f w1-*-™ Kt,(-iw)dw<įL3-*°-*N ×
L z£

×{X^2 ln(e + ∣ 2<+v ∣) + (1+∣ 2z + v∣)^1} (2.8)g 
равномерно по X, s u v в интервале σ>-½-N.Доказательство. Из формулы (2.2) при z=w следует, что

πι πi∞ exp — ∞ ехр —∕s=J-^J f (ws-lI)- [ (κ∙-I>)p-fc-WΛχ
' L1 L ’

-c + i∞
× f Γ(-zv-H) Γ(-u) (-⅛-γ+2udu.

-c-i∞Положим 0 <c<у и воспользуемся теоремой Валле—Пуссена о перемене порядка интегрирования ([1] стр. 731). Получим
— c+ioo73=⅛ f Γ(-ιv-ι∕) Γ(-u) ×
-c-i∞

×
ĮĄ — is+N — tN + tu_£4-2s + i'i-iN + zu 

(4-2s +N - 2N+ 2«) (2—2s+iv -2N+ 2u)Отсюда, заменяя путь интегрирования ( — у — i∞, —i÷z∞j и проводя замену (-c-i∞t -c+i∞) на путь

находим:
00

'° = ⅛ f r(τ→)r(∑→ + ")×
— 00

£3-ar-iv-  ̂+ a/^_£3-2$-/v-2N+2ty(3 —2s — iv - 27√+ 2iy) (1 — 2s—iv — 27V+ 2iy)

1 ∖iv + 2α
2i)

Į 1 \ —1—n∕ + 2ιy 
∖^27∕ dy.Обозначим4=∕H⅛где 7з и Γ3 означают части интеграла по контурам (-i { 2t + v - ∣ 2t + v | }, 4 {2r+v + ∣2z+v∣}p(-co, 1 {2z+v-∣2z+v∣ }] J (А {2r+v+∣2f⅛v |}, да)

7. 10824 
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соответственно. Оценивая интеграл IĮ аналогично тому, как при доказательстве соотношения (2.4), получаем
Γ^L*-*j-*n(∖ +∣2r + v()-1. (2.9)Так какл

∣* z2-2s-jv-2N+2iy Jz X 2 £3-2o-2N
Lто, учитывая известные оценки для Г — функции, имеем

1 (2r + v+ι2∕ + vι)Д ≤ X 2 £3-2ö-2N f --------- аУ ... .1 ]∕l + (2r + v-2^)a
~ (2∕ + v- ∣2r + vl)Следовательно,

∕^X 2 L3~2o^2n ln(e + ∣ 2∕ + v Į). (2.10)Соединение (2.9) и (2.10) дает формулу (2.8).
Лемма 8. При обозначениях леммы 4 в интервале -M<σ<M равномер

но по X, s и v выполняется оценка

l1

∕π I У I ra-tσ + a + k ∣ гз-ta+a+kz2*ss+o+i Jiv+1+β(z)<fe<⅝ expЬ------ rπ⅛⅛-------- ln(e+l2∕ + v∣),
L

где J⅛> — бесселева функция порядка v. 3
Лемма 9. В обозначениях леммы 5 при σ<-ξ- + N имеем

f z dz į h-*-Λ,+1(w) <Λv<≤exp x'* L↑-*M 'f4χ∙ql>,

L 0

причем оценка равномерна относительно X, s и v.Доказательства этих двух лемм можно найти в работе [3], где имеются аналогичные леммы 1 и 2.
§ 3. Вывод фундаментального тождестваВ этом параграфе мы установим равенство, которому удовлетворяет комбинация двух £-функций Гекке.

Теорема 1. Пусть ζ (s,, ≡, R) — дзета-функция Гекке класса идеальных 
чисел R вещественного квадратичного поля К (d) с характером Ξ модуля 
тп показателя m,s = σ + it, X≥∖, ∣F≥1, v=^^-, η>l — основная единица, in η
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mod m, 14r2-√s ∣ = 16π2 M - положительная постоянная. Тогда

в промежутке -M<σ<M имеет место тождество
F (X, У, Y, s) = Φ* (s, X) + R2(s, X) — R1(s, X), (3.1)

где
F(X, Y, 5) = ζ(s, Ξ, Я)- 2* ≡W∣∙M*Γ,-

<χεft, α≠0
1 Nal<X 

-ψω ∑* ≡(β)∣^∣"1. (3.2)

β≡ft',β≠O
∣N0l<y

ψ (5) - множитель из функционального уравнения (1.5),
f

l, если а —главный 
характер, (3.3) О, в противном случае,

2
K1(s. X) = x(s) 2 Λ(v) Y* ≡(β)∣tfβ∣'→×

Jt=-2 β<≡ft', β≠0
k≠0 ∖NM½Y

∞exp { -ψ [1 +(- l)fc] sgn k } 
× f Ψ(o) dv,

L
2 L

Ri(s,X) = x(s) 2 Ak(v) ≡(β)IW’ f 'V(v)dv,
k=-2 βeΛ',β≠O 0
Jt≠O ∣Nβl<y

причем интеграл в R2 (s, X) при σ≥ 1 считается обобщенным, т. е. не име
ющим особенностей в окресности нуля (см. [7] (3.3)), κ(1y)<l,

( (-l≠-l 1 ⅜-(l+sgnfc) ⅞ [(-l)*+sgnΛ]A(v) = expjπv 1 1Γ sgnfc∣(-l)2 (-1)2Ψ(a) = (z>2-£2) z;1-25 Aiv{ vexp πf +1 sgnfcj} ,
Ki9 (z) - функция Макдональда, [Z,=4π ^J∕ ∣ 1, а a1, a2, Ξ и Я7 оп

ределены в (1.5).Доказательство. Для удобства рассуждений будем в дальнейшем предполагать, что норма основной единицы поля отрицательна. Выберем из каждой системы ассоциированных чисел класса Я по одному представителю a>0 и образуем функцию®И= ∑* (ΛΓa-A3^"≡(a).
a≡Λ,a)-0

Na,>XПусть е (тп) - индекс подгруппы единиц mod m в группе всех единиц поля К. Тогда
(ИХ)φ w = ⅛) Σ (λγ≈ - r> n°-^, ≡ (“)•

a≡Λ а>-0
Na>X

Г
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Функция Ф (j) является регулярной во всей плоскости, за исключением случая главного характера, когда она имеет простые полюсы в точках 5=1 и 5 = 2.Будем считать временно, что 5 действительно и 5>2. Выберем из класса Я“1 целое число γ>0 так, чтобы (γ, m)=l ([10] стр. 193). Когда а будет пробегать все неассоциированные числа класса Я, τ = αγ пробежит все неассоциированные числа поля, кратные γ. Отсюда, учитывая (1.1) и (1.2), получаем (т) 1 φ = e(m)⅞ (γ) Σ (Nτ-XNγ) Nτ^s χ (τ) exp I iv In į | .
(γ)∖τ)-0 1
Nτ>XNχТеперь с помощью формулы

Г (5) = [ xs~1 exp (- х) dx онаходим (Re 5 > 0)
Φ(j)- -

е

(2π)aj Vγ5~1(m)B(γ) γ(j + ⅜)γ(s-⅛) (т)2 (Nτ-XNγ) Nτ~s χ(τ) ×
(γ)∖τ)-0
Nτ>XNγ

IV I s- 2-1 

Z2
exp I — 2π (τz1 + τ' z2)} dz1 dz2.

Положим z1=yηw, z2=yη~w. Тогда
Φ(5) = ___(27г)^^2_2_1п^______e(m)Ξ(γ)Γ(5+4)r(5-⅛) (т)Σ 

(γ)∖τ>-o 
Nτ>XNχ

(Nτ-XNγ) Nτ~sχ(τ)×

00 да× j* expI -2πimw>dw f y2i^1 exp— oo ' 0 I -2π^(τηw+ τ, fl~w) }⅛>.

Если обозначить через τ1, τa, ..., tλγt полную систему вычетов по mod тп, то функцию Ф (5) можно записать такφ<s)= 2 φH∙s)∙
τy∙ mod mгде

φjΦ) = (m)
∑ γ,(τ)(Nτ-XNγ)×

(γ)∖τ)-0
Nτ>XNγ, τ≡τj (mod ΓΠ)

2(2π)*>Wγ*-4nηe(m)≡(γ)r(, + ^)r(,-⅞∙)
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Заметим, что заставляя в выражении τ ηfcfc пробегать все целые рациональные числа, мы получим все ассоциированные с τ mod m числа точно один раз. Следовательно,

φ>ω = 2 (Nτ-XNγ)×
(γ)∕ τ>-0 

Nτ>XNγ, τ=τy(modTΠ)

2
2 ®

× į exp I — 2πf m w∣ dw f y2s^1 exp∣ — 2πj>(τηw + τ'η^w)} dy.

~2^Отсюда, в силу леммы 3, следует, что
Φy(5) = 2f exp I — 2π i m w } dw ×

^ 2

2 (2π)a∙y Nγ*~1 χ (τz) lnηeWSWr(,+^)r(,-4)

где b1, b2 — базис идеала (γ)m, a ρw=τj+fc⅛+Z⅞. Применим теперь к (3.6) лемму 2. Получим

× ∑ ∑ f y2s~1<fy f f (ω1ω2-ΛWγ) ×
k=-∞l=-∞O ωl>0 ω1>0

ωlω1>XNγ× exp I — 2πy (ω1 ηw + ω2 η " w) + 2πz (kx1 + ∕x2) > dx1 dx2, (3.7>где положеноω1 = τy+x1 b1 + x2 b2, ω2 = τj + x1 b∖ + x2 b'2.Пусть дифферента поля К определяется идеальным числом 8>0, а идеал m — числом μ>0. Тогда, на основании формулы
S(bjdk)= { į при j=k,при j≠k,

Yjiįč S (а) — след числа а; b1, b2 — базис идеала (μγ); d1, d2 — базис идеала (μγδ^), заключаем» что каждое число q идеала имеет вид9 = 2 (-kb'2+lb'i),
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где ∆=b1b'2-b2b'l, k и I - целые рациональные числа. Далее, применяя подстановкуτy+x1Z>1 + x2Z>2 = rηθ,τf + x1b{ + x2b,2=rη ^ θ,имеем
kx1 + lx2 = ~ [η1'(⅛¾-Z⅛i) + η-(-fcfta + ∕Z>1)]-S∣ -2 (⅛l-b'ik) J , 

а это, в сочетании с (3.7), приводит к тому, что j
2----------------- —— -----— У f exp I -2πimw} dw×φ (j) = 4(2π)lt Wγg~1χ(τy) lπ*η

× f ya*^1⅛' [ r(r2-XN∙γ)dr f exp∣ — 2πyτ,(ηw+θ + η-w^θ) +
0 r>fXNγ ~®+ 2πz [r (ηθtf + η-θ q,)- S(τjq)] } d®. (3.8)

Полагая здесь q=0, мы получим
Φjo(j) = 4(2tγ)m^ 1x(Tz)⅛aη f exp j -2πimwldw f y2a→dy×

× I* r (r2 — XNγ) dr f exp { — 2πyr (ηw+θ + η-w^∙)} dΘ. 
r>VxNy ~0°

Отсюда, в силу теоремы Валле—Пуссена о перестановке порядка интегрирования, выводим
j4(2π)"jVγ^χ⅛)Jn≡^ 2

%ω = f exp{ -2π-'Hdw×∆≡ωr(,+⅛-)r(s-⅛) į i ,

× r(r2-XNγ)dr f y2*~1dy×

r>VXNγ 0

0°× [ exp∣ — 2πj>r(η",+θ + η^",^θ)} <ZΘ.
Произведем замену переменных yηθ=⅛ yη^θ=¾∙ (3.9)
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После некоторых сокращений получим

(3.10)
так как

2π i т и> 1,0, еслиесли w = 0, w≠0.
Суммируя выражения Φj∙0 (s) по полной системе вычетов mod пг и учитывая соотношениеУ J φ(m)> если X — главный характер,I 0 в других случаяхбудем иметь

∑ ⅜ω =
Ту mod m

JT-jE(Ξ)φ(m) In η (j — 1) (s — 2) ]/ d 2Vm
где φ - функция Эйлера, а Е (Ξ) определено в (3.3). Из (3.8) и (3.10) следует, что

φ>ω-φj∙0ω = 4 (2π)a∙y Nγj~1 χ (τy) ln8ηe(m)Δ≡(γ)Γ(,+ *]r(,-⅛-) Σ ×
(⅛)V≠∙

f exp∣ - 2πim и>| dw f ^2s"1 dy f r(r2-XNγ)dr×1 0 r>V^XNγ

00

× f exp∣ — 2π,yr(η*+θ+ η-*,-θ) + 2πi[г(ηθ^ + η-θ^')—
-S(τ,9)]}<∕Θ.

Рассмотрим это выражение. Легко видеть, что
ехр į 2π< S (τj. q ηt) J = exp j S (τy ?) где τy ≡ 0 mod (γ).Полагаяrηθ = xb rη-θ=x2,

×



304 А. Матуляускаснайдем ΦyW-Φj0(,) = _____________ 2(‰]"ΛV21x⅛LM_____________e(m)≡(γ) ]∕j Nm(m) ∞× ∑ exp j — 2π∕ ∙S, (τy q) I [exp I ~ 2πimwldw×(⅛)∖'" -
∞
f y2s~1dy f f (*1X2- ^Vγ) eχp{ — 2πy (ηw x1 + η~v*, x2) + 0 x1>0 x1>0

XiXt>XN∙γ+ 2πι⅛x1 + ^'x2) J dx1dx2, 
что, в свою очередь, ввиду (3.9), даетΦ>W-Φj∙o(∙s) = _________________(⅛),,jyτ,-∙χ⅛)_________________e(m)≡(γ)r[,+ *)r(,-^) ]∕7λ⅛ ×

× ∑ expl — 2πf S(τz ?)| f [ expl In ∣zf"⅛1 dz1 dz2 ×(⅛)V≠θ 00× [ f (x1x2- XNy) exp I -2π (z1x1+z2x2) +

x1 > 0 л, > 0 
xlxt>XNγ

+ 2πi (x1 q + x2 q')} dx1 dx2. (3.11)
Пользуясь теоремой Коши, можно заменить пути интегрирования по x1 и х2 в кривые (£i {q) и (£2 (q) соответственно, где (Γl (q) и (Γ2(^) определяются следующим образом.Если ?>0, то в качестве контура СД?) выбираем кривую, состоящую из нижней полуокружности∣Rex1-y AWγ + Hmx1∣ = i {/■£ AWγ, Imx1≤0и луча Rexi=4 1∕⅜ xn4' °≤im*ι<∞.
а в качестве контура (£2 (q) — лучRe x2 = Re , Im ≤ Im x2 < ∞.

*1 *1Если q>0, q' <0, то за контур (Γ1 (?) возьмем положительную мнимую ось, 
XNyа за контур (S2 (?) — часть отрицательной мнимой оси от-у-5- до — i∞. Наконец, если ?<0, соответственно ?<0, ?'>0, то через (S1 (?) и (£2 (?) обозначим кривые, которые являются зеркальными отображениями вышеуказанных кривых относительно вещественной оси. При таком выборе путей 
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интегрирования интегралы по х сходятся равномерно относительно z. Поэтому можно изменить порядок интегрирования и проинтегрировать правую часть полученного равенства по z:

(ТП)Φ∙(1y)-Φ∙o (.?)= ---- — У exp∣ — 2πz ∣S,(τ, q) I×j j0v7 e(m)≡(γ)V<ZΛrm ( Ч V j Jfcδ)V≠0
IV IV

∕* ∕β “ Ч* ^3“ " «У -” -τ^^
× / f (xιX2--XWγ) *ι ×2 ×

(£1(9) (£s($)× exp 12πz (x1 q + x2 q') | dχι dx* (3.12)
Равенство (3.12) доказано при условии s >2. Покажем, что оно аналитически продолжается на область

-M<σ<Mt I 11 ≥0.Очевидно, левая часть равенства (3.12) является регулярной в этой области. Далее, полагая, для определенности, #>0, с помошью подстановки*ι=]∕∣ у | *2= ]/| ^ I ^(μγ) z2 (3.13)
получаем (m) ьφ∙<-'-⅛∣>> = ≡≡⅜*f l ∑ ч -*-M(f)τ× fe)V≠0

× f f (z'z*-dτk}z's*2 z*s 2 ×

(£i (£«× exp 12πz ]∕d N (^μγ) (z1 +z2)} dz1 dz2,

где z1 интегрируется по контуру (S1, состоящему из полуокружности lRez*-l Vrf‰r+iimz*l=∑ V⅛ imzι≤o- 
пробегаемой против часовой стрелки, и луча κez' = l∕⅛ θ≤ι≡^1<∞.а z2 — по лучу (£2:

X XRe z2 = Re —-τττ~, Im —ττr~ ≤ Im z2 < ∞.Положим
v8

zl- zl> z2- — ∙
*1Замечая, что при

π π π 9-j ≤argz1 <£-, -y<arg√2<π
(3.14)
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для главных значений равенствоI * 2 =w-25-iv zsι+2(*a*Γ1)имеет место, мы в качестве контура интегрирования по v, можем выбрать луч _______ _______
В результате получаем:

е (m) а (γ) V d
(m) tvι ∑ exp {-2π<S(τy0)}(^)2 ×(∙⅛)∖,si0

πi ∞cxp —× ∫ ∫ (t,s-^3^r)z',^lτ'1^2s^'''exp{ 2π' У</ЛГ(?нт)х
V dNmx(zι+7*)}'fel'fo∙

и Перемена порядка интегрирования, что можно сделать в силу абсолютной равномерной сходимости интегралов, и подстановка
z1 = uv, v=v (3.15)последующим применением теоремы Коши, приводит нас к формуле

(m) «уι Σ exp I - 2πiS (τy ?)| (∙y ) 2 χ(⅛)∖4≠0
с

Φj(s)≈Φjβ(s) = w-’xfa) i i°'∙' e(m)≡(γ)Vd
πi®exp -

× J f (v*~ <flV¾∏') v1* uh,~1 exp {^πl V^N⅛HY) v (u + “)} &>,t∕ξzξg∙V dNmгде Co — кривая, состоящая из полуокружности■i ∣ = 4 , Imu≤0и —и луча Re м=1, 0≤ Im и <оо.Отсюда, принимая в расчет оценку ([7] (4.4), (4.5))
πi«ехр —∣" f (®а_ t,1^2* exP I 2πf V<∕JV(tfμγ) v (u + 7) ∣<⅛4<⅛> ×1∕ΣZΣ (Ė.

v d нт
3 _× «X4 ° Nq 4-а
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при Nq> i^XNf И Условие

π π- 2 < arg и < -g »находим
з _ (ГЛ) _ 5Φj(j)-Φ,.0(jKΛ'4^°exp⅛!- 2 Nq i . (3.16)(i⅛)∖*≠∙Так как ряд по Nq сходится абсолютно, то правая часть равенства (3.12) представляет аналитическую и регулярную функцию во всей конечной плоскости переменного s. Таким образом, формула (3.12) остается верной в области

—M<σ<Mt -co<t<∞.ПоложимΣ Φwω≈Φ*(*, n
τj mod mПо теореме Коши, учитывая соотношение (3.5) и оценку (3.16), получаем

где

φ<->~φ∙<'∙«- V⅛k{ ,∑' 'ta>÷ ,∑, р<’>-(⅛)∖- (⅛)V∙n," Ntaγ) N,> dN(ll,∙0

- ∑* Q (<?)[. (3.17)(⅛)∖*"
Nq<dN{Ų.y)

2e(T∏)= ⅛> Σ σ{ - w8et s≡nfc> х Į ×Λ=-2e(m) l 
fc≠0

ι∞sgn(fcεfc) ∕∞sgn(∕cε'^) _$+— -s- —
× [ f (x1 x2 — AWγ) Xi 2 x2 2 exp { 2πι (x1 qεk +o o
+ χz q' ε'k) sgn k ∣ dx1 dx2, (3.18)

• 2e(m) ip⅛)= 7⅛Γ Σ G∣ -9μ3εtsgnfc, χ∣ ×
fc≡-2e(∏l)

k≠0

× f [ (xιχ2~ XNγ) χι 2 χ2 2 exp I 2πf (x1 qεk + Gi (9) (Γj (9)
+ x2 qf t k) sgn k J dx1 dx2, 3.19)
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2e(m)Ö(?) = S⅛j ∑ σ∣ -0μδ≡4sgn⅛, χ I ×
fc=-2e(TΠ) l ,

k≠0

XNγ
xx -s+— -s- —× f f (x1χ2 -XNγ) xt 2 x2 2 exp į 2πi(x1qεk + G∖ω) о *+ x2 q' ε'*) sgn к ∣ dx1 dx2, (3.20)

причем интегралы в I (q) и Q (q) при σ≥l следует считать обобщенными, ε — основная единица поля К,G («. χ) = ∑ Z (τj) (sgn Т,)«‘ (sgn τj)- exp I 2πi S (∣≡ ) I (3.21)
τy. mod TH ’ '“ число ПОЛЯ κj .Рассмотрим сумму I(q). Прежде всего заметим, что ввиду формулы

Г (х) = f zx~1 exp (— z) dz,
öкоторая в случае обобщенных интегралов имеет место при любом х, повторный интеграл легко вычисляется и сумма I (q) на основании соотношения

G (αβ, χ) =χ (β) (sgn β)fl* (sgn β')flj G (a, χ) при (β, пг) = 1 (3.22) приводится к виду

где
⅛,- г 0μχ∣{∏⅛⅞½)-⅛- ⅛ )\’>0
r<..e-r(⅛L-⅞)r(⅛ι÷").Положим^μδγ = β. (3.23)Тогда β>0 при (7>0. Далее, заставляя в выражении (3.23) q пробегать все целые неассоциированные числа идеала мы получим все целыенеассоциированные числа класса £'=£_1 δm. Заметим теперь, чтоσ(∣,m)=0 при (∣.m)≠l. (3.24)
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Пользуясь этим, получаемΦ(1y)-Φ*(1y, Х) = Nγ5~t 

V~d ≡ (γ) Nm
{ ∑* P(9)- Σ* eωl+'(τ⅛)∖- (η⅛)∖*>∙

dN (μγς) > Y dN (μγg) < Y+ <∣ψ-l) ∑* Ξ(βW*-Xψ(j) 2* ≡(βW^1. (3.25)
β∈fi', β>0 βeβ', β>0

Nβ< Y Nβ<Yгде положеноψW = j⅛⅛Γ ^s' w^ = (-')o'+ft ∣≡ G(1, χ).
Остается рассмотреть суммы Р (q) и Q (q), определенные в (3.19) и (3.20). Вследствие формул (3.13), (3.14) и (3.15), учитывая следующее интегральное представление функции Макдональда

∞exp (-ιω)⅛W = ∣ f wvlexp{ -y^(" + ∣)∣^w, 
верное при условии, что— π<ω<π и — у+ ω < argτ> < γ+ω,получаем й(т> ≈exp{⅞'Π+<-∣>*)ssn⅛}Σ f ü(v)dv'

k = —2е (ТП) 1 / v*≠0 -jΛ.ffH-
4 I 12-s 2e°n, l^S^rn

Q(#) = Дт) ∣ΛV4μγ)∣ X ⅞M f Ω(v)dvt

k=^o(m)где ■Е* (*) = <? ∣-⅞μ8ε'sgnfc, χ∣ξm(⅛εt) exp { [(-l)t-1] sgnfc | ,
× К_ы 14π ]∕jΛr(⅞μγ) v exp Į — то sgn k J | ,

откуда, пользуясь (3.22), (3.23) и (3.24) и заменяя 4π]∕7Vβt> на v, находимAM ]/ d ≡ (γ) ΛΓm ∑* P(qy)=×(s)(⅛)V>∙ djV⅛μγ)≥ Y 2∑ AM
k = -2
fc≠0

×
Lo× 2* ≡(β)^rβ1"2 f Ψ(v)dv,

βeβ', β>0 L
N&>Y

(3.26)
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= ∑* eω-(*)∑4Wχ(s⅛)∖-° Vo2
d N ⅛μ,γl) < Yχ 2* ≡(β)Λrβ,"2∫ Ψ(f)⅛. (3.27)βεβ', β≥0 OJVβ<y где положеноltW°4⅞y^' ξn(μS)G(i. z). i0=∞ exp{∙y∙ [1+(—l)*]sgnfc∣ , 

а остальные обозначения разъяснены в формулировке теоремы 1.Соединение (3.2), (3.25), (3.26) и (3.27) дает формулу (3.1).
§ 4. Оценка остаточных членовПерейдем к оценке остаточных членов, полученных в § 3. Для удобства рассуждений вместо остаточного члена Rj (s, X) будем рассматривать разность Rj (s, X+]∕X) — Rj (s, X)(j =1,2). Кроме того, в дальнейшем будем предполагать, что v≠0 и sgn(fv)≥0, так как в случае v=0 оценки остаточных членов вытекают из результата Фишера [7], а случай sgn (∕v) <0 сводится к случаю sgn (rv) >0 вследствие соотношения Ky, (z) = K^ (z).

Лемма 10. ПустьX>l, r>l, C1<½<Ci,s=σ+it, v=-^ , ∣4∕a-va∣ =
Y inη= 16π2^^r ’ s≡i1(λ')≡≈0∙

Тогда в интервале -M<σ<M равномерно по X, s и v выполняется 
оценка

R1(s, X+]∕X)-Rl(s, X)<Xa-° ]∕1}∣'2^ l ln(e+∣2<+v∣)××ln(e + l2z→∣), (4.1)
где R1 (s, X) определено в (3.26), а C1, С2 и М — положительные постоян
ные.Доказательство. В силу соотношения κ(j)<l нам достаточно показать, что

Tk(s, Ar) = exp [πv sgnfc] Ξ(β) tfβ,-2{ ∫ (v* -L?) -0eβ', β>0 Lι

— f (υa — £а)| v1^a, Kb I v exp Į — πi sg∏ fcj} dv <

<X1~° V-l÷f¾→∣ ta(e+∣2r+v∣) ln(e+∣2t-v|)при k= -2, -1, 1,2. (4.2)
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Разберем вначале случай fc=±l. Так как функция (^2-z2)^1~2s Kh (v) вместе со своей производной по z являются регулярными и абсолютно интегрируемыми функциями в области L1 ≤ ∑≤ L, z≤ v < оо, тоГ±1 (s, X) = exp( + -^) ≡(β) W* ×

β≡β', β>0 
Nβ≡≈K

× [ d2∖J (α2-z2)^1-2j∕Civ(^)<⅛J= -2exp( + ×
L z× 2* E(ß)2Vß,_a f" zdz [ v1~2s Kiv (v) dv. (4.3)
βeβ', β>0 L z

Nβ> YРазобьем оцениваемую сумму (4.3) на две части следующим образом
-≈~p(*⅛) ∑∙ --2≈p(,^)j ∑∙ ∑∙ Į

β∈β', β>0 βeβ', β>0 β∈β', β>0
N^Y Γ≤L<^∣2r+vl ^∣2∕+v(≤L<ooи обозначим эти части через ∣S,1 и S2 соответственно. Сначала оценим сумму S,2. Заменяя функцию Kiyt (v) ее интегральным представлением ([1] стр. 201)■^h(»)=4 f eχp I- о 1 'после несложных преобразований получим:¾=-exp( + ∙ψ) 2* ≡(β)JVP,-,×

β∈β', β>0
I 2r+v l≤L< ∞

×J^2dzf v^*dv f exp ∣- ⅛ (m + I)}"±±22,<⅛λ 
L z 1 l tПоложимw+-i-=2+2j.

Ввиду того, что
f exp∣-j>o½ 2 dy = v 2 r(-^) , о l jбудем иметь

L1 00 — — 2σS2<exp Nβo~a[zdz ∫ v2 exp(-v)dv.
βeβ', β>0 L z

■у ∣2∕ + v∣≤L<∞
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Так как при -M<σ<Mг 4-2σ 4-2σ
1 v exp(-v) dv<ζz exp(-z),

2ТО S,2<exp ∣γ (∣v∣-∣2r + v∣)∣ £* Wβσ"2L2
* ' 0<≡β'. β>0

ψ I 2f + v I ≤L< ооОтсюда с помощью леммы 1 получаем
VI-а

S2<-------~ .l+V(2∕ + v∣ (4-5)Для оценки суммы S,1 проинтегрируем внутреннй интеграл из (4.3) 27V0 раз, по частям, пользуясь при этом формулами дифференцирования бесселевых функций:⅛ {z” A,(z) j = - z” Xv-1 (z), ⅛ jz-’ Xv(z)Į = -z-’ Xv+1 (Z). (4.6)
Это дает намS1=- 2exp( + ψ) ≡(β)×

βeβ', β>0 
K≤L< ? I 2t+ v I

No-∖ Ll× Λφo-> I ∑ 22t(s + 4)t r)t [ f *,'fc^uW)<fe-
I jt = O L

Ll-2(s + 4+fc) f z1'*-* Ki^z)dz]+ 22k>(s + -!^)n ×

LL1 ® )f zdz f v1~2s~2n' -Kiv(v)dvj, (4.7)
L zгде положено (w)fc = w (w+1) ... (w+fc-l) при k≥Λ и (w)0=l. (4.8)Будем различать два возможных соотношения ∣ 2∕-v ∣ >max {e11, 4Λf2} и I 2t— v I стах {e11, 4Λf2}. В первом случае положим W= K+]∕∣2f-v | и разделим сумму S,1 на две суммы S11 и S,12, соответствующие K≤L<PFh FK≤ ≤L<^ ∣2z+v∣.Легко подсчитать, что при фиксированном No

S11<ξX 2 1д (e + ∣ 2z + v I) Ж"2-£-3"2’-
βeβ', β >0

K≤L<ITОтсюда, пользуясь леммой 1, выводим
4 ___________¾<X1-]∕∣^) ln(e + ∣2z + v∣). (4.9)
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Займемся теперь оценкой суммы S12. Положим max ∣ (2s+iv+2k) (2s—jv++2fc) I = Oa. Тогда o≤*≤%-ι

(4.10)°° )x J vι-⅛→*tflv(t,)<fo∣∣.
гПрименяя к интегралам из (4.10) леммы 4 и 5 и, замечая, что при∙^- V∣2z-v∣ In (1 +12t - v I) ≤ 2 (М+ N, - 1) ≤ V∣2z-v∣to(l +12t - v |)

. N,
∕ D∖2N. ∕ FT∖2N∙ ∕ D ∖2n*^( W∖*n. Г 3]∕∣2r-v∣ pU∕ (ь) ≤∖b∕ L (l+y∣2r-v!)≡ J

∕FΓ∖2Nβ f 3 ]∕^2 12f-v∣ In(l + I2∕-V∣) 1 į ψ∖2λr.,t ,z—-----,-į<τ) eχp{--8—(uvl2,-v∣r )«(-£) α+v∣2z-v∣) ≈, получаем‰< ∑∙ !⅞S⅛1+(4Γ^2^!'"<-÷∣2<÷-β-
^'∙β>0 l(1+1∕T273√∣)2

Hr≤L<y∣ 2r+v I= S,∣2 + ¾,так как ⅛^<l*-m12' + v∣∙Разобьем сумму ¾ на две части, соответствующие FK≤L<Wz1 и FF1≤L< 
4 ___________

<j I 2t+v I, где W1= W ^∣∕ ∣ |. Применение леммы 1 к полученнымсуммам приводит к оценке¾<χι-° ]∕∣-∣±1∣ ln(e+∣2∕ + v∣).
į ∣2r + v∣-FFОбозначим через Р целую часть числа----- . —-V∣2∕-v∣

(4.11)
. Тогда, имея в видусоотношение 1
L (L*-0я) ’

8. 10824
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где
Vj=W+(j-})]∕∖2F=V∖ 0=1, 2, .... Р-1), rp = J∣2∕ + v∣, и лемму 1, находим¾<y*-o∣2r+v∣*VT27^ In(e+∣2z + v|) £ τ⅛i- ,

у=1 7откуда, заменив сумму интегралом, получаем%<*1^o У I ⅞Z√ I ln(e+∣2z+v∣)ln(e+∣2∕-v∣). (4.12)Если же ∣2f-v∣ стах {e11, 4Λf2}, то разобьем сумму S1 на две суммы следующим образом-2exp(÷^) Г =-2exp(÷^)j ∑* +
βeβ', β>0 βeβ', β>0γ≤l< 7 ∣ 2' + v'∣ K≤L<r√i2f÷Ti÷ Σ, }.

β≡β', β>0
4∙______

V V i 2r+v i ≤L < " i 2r-v Iсчитая при этом Wo фиксированным. Отсюда, на основании лемм 4 и 5, заключаем, что¾<{x^2 2* xβα-2∆3-2<>+ λΦ°^2 ×
l β≡β', β>0 βeβ', β>0

4 _____ 4 ______
K≤L< V ∕(2∕ + vl V V ∣2r + vl≤ L< ½ ∣ 2∕ + v |

×[∣2< + v∣ t1-2° + ∣2r + v∣-1b3^2°+>z2* 2L1-2o]∣ In(e+∣2f + v∣) .Применим к правой части полученного соотношения лемму 1. Тогда
4 _______________ ln(e+∣2r+v∣). (4.13)Соединение этого с (4.5), (4.9), (4.11) и (4.12) даетril(j, X)<⅝X2- 1 V2f⅛-lv∣ ln(e+∣2∕ + v∣)ln(e+∣2z-v∣). (4.14)Доказательство соответствующего соотношения для T±2(s, X) проводится аналогично. Отметим лишь, что при оценке суммы S2 функция Макдональда заменяется ее асимптотическим представлением ([1] стр. 291)JC,(-⅛)~]∕-jA- eχp{-v(tho>-ω-^) + ^},

где v=^chω, а оценка суммы 51 вытекает из формулы
J-ч (v) exp -γ-Jv (v) exp jAv(-⅛>) = sin 7ΓV 
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причем для оценки интегралов, содержащих бесселевы функции J_v(©) и 
Jv (v), вместо лемм 4 и 5 используются леммы 7 и 8.Лемма доказана.

Лемма 11. В обозначениях леммы 10 при условии, что —М«з<М 
и sgn (∕v) >0 равномерно по X, s и v имеет место оценка

Ri(s, X+l∕X)-Λ2(i, Λf)<
<X1~° Vι+∣V-'v∣ ln(β+∣2∕+v∣)ln(e+∣2r-v∣), (4.15)

где R2 (S, X) определено в (3.27).Доказательство. Пусть сначала Re (1 — 2s)>0. Положим £, ,
Uk(s, X) = exp [ πv <≡It≤ sgn k ] ∑* Ξ(β)Wβ,"2 { f (v2-⅛)-

β≡fi,. ß> 0 1 0
Nβ< Y

— f (v2 -L2) I v1^2j Kiv I v exp [ - πi -~1-It +1 sgn k 11 dv ö , * j
(k= -2, -1, 1, 2). (4.16)Преобразуя оцениваемое выражение так, как мы это делали при доказательстве леммы 10, будем иметь

k L1
Uk(s, X)=-2exp[πvi=4^-sgnfc] ∑* ≡(β)Xβ∙→ [ zdz×

β∈fi,, β>0 £
Nβ< Y× ∫ w1"2j 7ξ∙v IV exp [ -πi sgn k j } dv

Ųc= -2, -1, 1, 2). (4.16)Полученную формулу можно аналитически продолжить в область Re (1 — 
-2s+2N1)>0, если внутрений интеграл в (4.16) проинтегрировать 2N1 раз по частям, используя формулы (4.6) и беря в качестве дифференцируемой части выражение{αexp [ -πfc 1^+1 sgnfc]pvAv{⅞)exp[ 1^+1 sgn J J .

Пусть k= + ∖. Тогда формулу, дающую аналитическое продолжение, можно записать так:
и± 1 (s, X) = - 2 exp (+ -ψ-) 2 * { Σ---- /--- л;—г—7------- z------r- ×

βefi'. β>o fc=o2a*+a(-j+ v + l) (~∙s~V+1)
Nβ<y ∖ 2 ∕Λ + ι ∖ 2 ∕jk+1

1
Ll L1×[(-2j-ιv + 2fc) f z3~*+2kKiv(z)dz + f z*~2>+3k Riv+1(z)dzl + 

L L J

8*

£1 Z
f Zdz f ol-2>+SN1jζv(τ,)<⅛,l f
L 0 '

(4.17)



316 А. Матуляускас

4n 1
↑∕c1dNm~ Н* * на две суммыгде (w)fc определяется равенством (4.8). Если ∣2f-v∣>-(C1 — постоянная из л. 10), то оцениваемую сумму разбиваем следующим образом

-2exp( + ^-) 2* =
βeβ', β>0 
^ß<r-2«Р(’Т){ Г ÷ Σ' !-⅛÷λ- ße£', β>0 βeβ', 0>O

B0≤L<B B≤L< Vгде положено
B, = VY 2, B= l-(tf]∕∣2f-v∣)-1 |.Рассмотрим вначале сумму Λ1. Очевидно, можно считать, что
Y 2 <Λ-(H↑∕∖2t(4.18) Далее, так как

4 4Я V∣ 2t - v I ≤ Н ]∕∖ 4ta - v21 = ]∕C1XY< V X, то ½-≤{ 1 - (Я V∣2ΓrV∣)-1} V 1+лН ≤
≤ 11-(ЯУ|'2^й)-‘ J (1 +| Z2)<l-(2tfV∣2f→∣)-1. (4.19)Отсюда, учитывая неравенство∣2tt(-'+τ+,M-'-⅛v + ,)>rtt

и (4.19), согласно леммам 4 и 6 имеем
A.« ∑4t≡⅛⅛÷⅛[1-<2h î>-T'I× 0eβ,. 0>О× Id (e + Į 2f + v 1) = A11 + Λ1g∙Положим 2V1≥H]∕∣ 2/ —v ∣ In (1 + ∣ 2t— v |). Тогда[1 -(2ЯV∣2t≡√∣)^l]2λγ, ≤ехр{2Λ1 In[ 1 -( 2ЯV∣2r-v∣)^,]}≤ 
≤(1+V∣^27≡4)^1.Поэтому, применяя лемму 1, получим оценкуΛls<<Xl-" ]∕∣⅜⅛∣ ln(e+∣2r+v∣).Введем обозначения

Bj=(j+l)Ba (j=0. 1............... 6-1), Ba=B, 
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где Q - целая часть числа {B-B^B^x. Имеемβ-ι ♦ 1Λ11 = y>-∣2r+v∣hι(e+∣2r+v∣) £ ∑* , (F,_Z ) •

7=0 β≡β', ß>0^≤L<By+ιОтсюда, пользуясь леммой 1, выводим
0-1Λu< Jf1^σ∣2< + v I B0ln(e+12t + v I j £ ------------ ?------— .j=0 P>-⅛+ι(l + Jf 2)Замена суммы интегралом дает оценкуΛu<T1-° y∣∙∣37∣ ln(e+∣2f+vl)ln(e+∣2r-v∣) .Следовательно, ∣∕∣⅛Z7∣ ln(e + ∣2∕+v∣)ln(e+∣2r-v∣) . (4.21)Переходим к оценке суммы Л2. Считая ΛΓ1 достаточно большой постоянной, из лемм 4 и 6 заключаем, чтоA‘^'°(T4Tk^+vF)ln(e+|2'+vl) ∑* .' И ∕ pe<gς р> 0B≤L< VПринимая во внимание лемму 1, получаем отсюда:Λ2<X*^σ [1 + l∕x(l +1It-X∣)^1 ] In (e+∣2f + v ∣)(κ-в) .

Таким образом,Λ2<⅞X1-° ]∕∣-∣37∣ ta(e+l2r+v∣), (4.22)
а это в сочетании с (4.21) дает оценкуuil(s, X)<X1-° ]∕1ff2+^, In(e+∣2∕+V∣) ln(e + ∣2t-v∣) , (4.23) 
так как случай H]∕∖2t-v∣≤l ввиду того, что

V-Bq ]∕Γ2r+√∣,сводится к только что рассмотренному.Рассуждая так же как и при доказательстве леммы 10, мы убеждаемся в том, что соотношение (4.23) имеет место и для выражения U±2 (s, X), причем для оценки интегралов, содержащих бесселеву функцию J±v (z), применяются леммы 8 и 9.Лемма доказана.
§ 5. Вывод приближенного функционального уравнения

Теорема 2. Пусть ζ (s, S, £) — дзета-функция Гекке класса идеальных 
чисел £ вещественного квадратичного поля К (d) с первообразным харак

тером Ξ модуля тп показателя m, X > 1, У> 1, C1 <-y < C2, s=σ+ it, 
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v = ^7~~, 14r1-v2 ∣ = lθπ2-^^-∙∙ Тогда при -M<σ<M равномерно по X, s 
и v имеет место приближенное функциональное уравнениеζ(j, Ξ, £) = Ξ(α) (Nα∣^' + Ψ(∙y) 2* ≡(β)l^β∣5^1 +

ae£, a≠0 0eβ', β≠O
!tfac∣<Jf ∣W0∣<K___________________________

+ θ(x2 ° 1/___ l..2.,l+lvJ____ ln(e+∣2r÷v∣) In(e+∣2r-v∣) 1 ,I ∣∕ 1 + ∣∣2(∣-∣vl∣ I

где Cl, С2 и М — положительные постоянные, а ψ (s), Ξ и 2.' определе
ны в (1.5).Доказательство. Заменяя в фундаментальном тождестве

F(X, Y, s-Y)-XF(X, Y, s) = Φ* (s, X) + R2(s, X)-R1(s, X) (5.1) 
X на X+~∖∣ X, получаем,F(X+Vχ y,5-l)-(X+Vx)f(X+l∕X Y, s) = Φ* (s, X+]∕X) + 

+ Ri (s, X+↑∕X}- R1 {s,X+ ]/Х). (5.2)Положим
G(s) = F (X, Y, s) - F (X+ ]∕X, Y, s) (5.3)

и вычтем из (5.1) тождество (5.2). Имеем
G (j-l)-(X+VJjG (s)+]∕TF(X, Y,s) == Φ* (s, X)-Φ*(s, X+}∕X)-[Rt(s, X+↑∕X)- R2(s, X)]+
+ Rl (s, X+]∕XT- -Ri (s, X).Отсюда
F(X, Y, s) = X~2 Į Ф* (j, X)-Φ* (s, X+]∕X)-[R2(s, X+V'X)- 
-R2(s, X)] + R1(s, X+]∕Xj-R1(s, ^)-G(s-l) + (X+VX)G(s)∣. (5.4) Так какG(j)= X* S(a)∣MxΓ',

aeß _ 
X<lNal<X+/XТОG(j-l)-(X+]∕X)G(i)= 2* Ξ(a)['Wa∣-X-]∕X] ∣Xa∣-∣. (5.5)

ae£ 
X≤∣ Na ∖<X+↑∕"χДалее из (3.3), (3.26), (3.27), (5.4) и (5.5) вытекает, что функция F (X, Y, s) является регулярной в области — M<<s<M, 11 ∣≥E(Ξ), где Е (Ξ) — определено в (3.3).Оценим правую часть равенства (5.4). В силу леммы 1|G (s-l)-(X+√r)G (s) |< Aa^σ.
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Отсюда, учитывая оценки∣Λ1(j, X+l/XJ-AJi, X)∣ + ∣∕⅛(j, X+V^x)-Ri(s, X)l<<X,-∙ 1/—l2'l^l^l''1 . In(e + l2z + vl) ln(e + ∣2z-v∣) , Į/ 1 + 1 ∣2∕∣-I Vi I ∖ ∕ ∖ 1 ∕Ф* (s, X)-Φ* (s, X+]∕X)<ξE(Ξ)X~°,получаем окончательно

F(X, Y, s<x⅛~° ∣∕ ,+l*a7¾ 1° (e + l2r + v∣) ln(e+∣2<-v∣) . 
Теорема доказана.Выражаю глубокую благодарность проф. И. Кубилюсу за ценные указания при решении данной задачи.Вильнюсский Государственный университет Поступило в редакциюим. В. Капсукаса 5. XI. 1968
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REALAUS KVADRATINIO SKAIČIŲ KŪNO НЕКЕ ζ-FUNKCIJOS 
ARTUTINĖ FUNKCIONALINĖ LYGTISA. Matui iauskas
(Reziumė)Nagrinėsime realų kvadratinį skaičių kūną K su diskriminantu d>Q. Tarsime, kad jis Heke metodu praplėstas, prijungiant idealiuosius skaičius, iki šio kūno idealiųjų skaičių sistemos 3- Iš atitinkamybės tarp kūno K idealų ir idealiųjų skaičių turime, kad sistemos 3 skaičiai sudaro tiek klasių, kiek idealių klasių yra kūne K.Tarkime, kad £ — idealiųjų skaičių klasė, m≠0 — sveikas fiksuotas kūno K idealas, η> 1 — pilnai teigiamas pagrindinis vienetas mod m, α≠0 — sveikas idealusis skaičius, a' — jo jungtinis ir
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kur m — sveikas racionalinis skaičius. Jei χ (a) — toks liekanų klasių mod m grupės charakteris, kad visiems kūno K vienetams eχ(ε) ξm(ε)=l,tai χ(α)ξm(α)=Ξ(α) vadinamas Hekė antrosios rūšies charakteriu mod m.Sakykime, 5=σ+it.' Hekės ζ-funkcija vadinama šitokia Dirichle eilutėζ(s, E. C) = ∑* ≡(αl∣‰Γj (σ>l)5 (1)
<xe£, <x≠0čia žvaigždutė virš sumos ženklo nurodo, kad sumuojant iš kiekvienos asocijuotų skaičių sistemos reikia imti tik po vieną atstovą. Jei charakteris ≡ (a) — primityvus mod τn ir skaičiai α1, α2=θ arba 1 yra parinkti taip, kad visiems α≡l (mod m)χ (a)=(sgn a)fll (sgn az)fl,,tai funkcija ζ (j, Ξ, £) tenkina funkcionalinę lygtįζ(j,≡,fi) = ^(ξ)ψ(5)ζ(l-s, Ё,£Э;čia ££' — klasė, kuriai priklauso mb, b— kūno K diferenta, ∣ W(ξ) ∣ = 1, ≡ = ≡-1,

⅜(5) = /<■-» r<1~⅛, a = - VdNm, ξ=ξ-1,Г (s; ξ) π
rωt>-r(ι⅛-⅛η)r(⅛÷gL).Nm — idealo m norma.Šiame darbe įrodoma, kad Hekės ζ — funkcija ζ(s, ≡, I), kuri srityje σ>l yra apibrėžiama (1) eilute, o srityje σ<0 — konverguojančia eilute, gauta iš funkcionalinės lygties, kritiškoje juostoje 0≤σ≤l užrašoma artutinai minėtų dviejų eilučių dalinių sumų pavidalu. Ši artutinė funk- cionalinė lygtis nusakoma šitaip.

Sakykime, %≥1, У>1, C1<-<C2, 4π 1/= V∣ 4ra-v≡^fΓ kur v= , 0< 
Y v dNm lnη<C1<C8<oo. Tadaζ(ι. ≡. β)= ∑* ≡(α)∣tfα∣-' + ψω ∑* ≡(β)IW(J∣'-,+

oe£, α≠0 ße£', 0≠O
∣Na∣<X :№кГ

+0{χ2^^° ]∕T7∏⅛7⅛ >"⅛÷∣2'÷'-∣>b(e÷∣2r-v∣)}

tolygiai X, s ir v atžvilgiu intervale -M<σ<M, kur M>0.

DDE APPROXIMATIVE FUNKTIONALGLEICHUNG FÜR DIE 
HECKESCHE ZETAFUNKTION DES REEL-QUADRATISCHEN 
ZAHLKÖRPERS

A. Matuliauskas
(Zusammenfassung}Wir betrachten den reel-quadratischen Zahlkörper К der Diskriminante d>0. Nach dem Vorgänge von E. Hecke werde nun der Zahlkörper zu dem Bereiche 3 idealer Zahlen erweitert. Den Idealklassen des Zahlkörpers entsprechend zerfällt der Bereich 3 in Klassen idealer Zahlen.Es sei £—eine beliebige Klasse aus 3» rrι ~ ein ganzes von Null verschiedenes Ideal des Körpers, η>l-die totalpositive Grundeinheit mod m, m—eine ganze rationale Zahl, α≠0 sei eine ganze ideale Zahl, α' ihre Konjugierte und es werde
ξm'α>=exp⅛,nl÷l)
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gesetzt. 1st χ (а) ein solcher Restklassencharakter mod m, dass χ(ε)ξm(ε)=lfür sämtliche Einheiten ε, so heisst χ(oc)ξm(α)=Ξ(α) ein Grössencharakter mod m. Mit dem Grössencharakter mod m Ξ (a) wird nun die Heckesche Zetafunktionζ (s, Ξ, £)= 2l ≡ («) I Me I -, (Re s> 1) (1)

аgebildet, wo а alle nicht-assoziierten idealen ganzen Zahlen von £ durchlauft. Ist χ (a) überdies ein eigentlicher Grössencharakter mod m und sind α1, αa=0 oder 1 so bestimmt, dass für alle α≡l (mod m)χ(a)=(sgna)aι (sgna')^∙,so genügt ζ (s, E, £) der Funktionalgleichungζ(r, S, £)=W (ξ) ψ (j) ζ (1 -s, E, fi"),wo ££' — die Klasse von mb, b — die Differente des Körpers, ∣W (ξ) 1 = 1, ≡≈Ξ"1,Ψ(s)=λ-*> ■ λ=1 V<flvm, ξ=ξ→,
In dieser Arbeit ist gezeigt, dass die Heckesche Zetafünktion ζ (j, S, £), die für Res,> 1 durch eine Dirichletische Reihe (1) und für Res<0 vermöge der Funktionalgleichung ebenfalls durch eine konvergente Reihe repräsentiert wird, im kritischen Streifen O≤Res≤l durch die Partialsummen dieser beiden Reihen approximativ darstellbar ist. Diese approximative Funktionalgleichung lautet:

—Λf<σ<Λf gilt gleichmässig in JV, s und vζ(j, S, £)= ∑* ≡(α)ltfα∣-4-ψ(s) ∑* ≡(β)∣tfβ∣*→+
f |-O 1 ∕ f 2r] + l v Į 1+ 0∣jv [/ l + ∣∣2r∣-∣v∣∣ ln(e+∣2r+v∣)ln(e+∣2r-v∣)




