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ВЫЧИСЛЕНИЕ МОМЕНТОВ И СЕМИИНВАРИАНТОВ 
ДИСКРЕТНОГО ПРОЦЕССА ВОССТАНОВЛЕНИЯА. АлешкЯвиченеПусть имеется последовательность ξ1, ξ2. • • • независимых неотрицательных одинаково распределенных случайных величин с общей функцией распределения F1(x). Чтобы исключить тривиальный случай, будем предполагать, что ξz не равны константе с вероятностью единица.Обозначимμk = Mξf, *=1,2 ...........
S,o = O, Sm=∑ξ,, m=l,2............/ = 1и Fm(x) = P{Sm<x}.Случайный процесс
Nt = max {m: Sm ≤ t}, ∕∈[0, оо]принято называть процессом восстановления. Если величины ξ1 интерпретировать как длительности существования последовательности заменяемых элементов, то Nt будет числом восстановлений элемента за отрезок времени [О, 'LСледуя В. Л. Смиту (см. [6]) процесс восстановления будем называть дискретным, если F1 (х) является решетчатым распределением. Процесс восстановления, который не является дискретным, будем называть непрерывным.Значительная часть работ по теории восстановления посвящена нахождению асимптотических формул для моментов и семиинвариантов процесса восстановления. Почти все первые исследования из этой области (см. [1] — —[4]) относятся к первому моменту MΛΓf. Сформулируем типичный результат, относящийся к МУГ. Если μ2<oo, то при t→∞mλγ<=⅛+(⅛-1)+0<1>∙ (1)

Эта теорема для непрерывного процесса восстановления при дополнительных ограничениях впервые была доказана в 1945 г. Тэклиндом ([2]) и в окончательной форме В. Смитом в 1954 г. ([4], [5]), а для дискретного случая - В. Феллером ([1], 1949.)



442 А. АлешкявиченеДля дискретного процесса восстановления В. Феллер ([1], 1949) и для непрерывного процесса В. Смит ([4], 1954) получили следующий результат, касающийся дисперсии: если μ2<∞, то при t→∞

J) N. = -^- t+o(t). (2)
И1В 1959 году В. Смит в предположении, что при некотором целом m>0 Fm(x) имеет абсолютно непрерывную компоненту, получил в окончательной форме асимптотические формулы для старших моментов и семиинвариантов процесса 

Nt (см. [6]). Сформулируем основной полученный В. Смитом результат. Если при некотором целом m>0 Fm (х) имеет абсолютно непрерывную компоненту и μm+p+ι<∞, p≥0, то существуют постоянные γ1, γ2, ∙ ∙∙,γm+ι, ат и bm такие, что w-ый момент и m-ый семиинвариант процесса Nt равны, соответственно,γ1f" + γ√"∙-1+...+γm+1 + ~^-,, КЗ)и
где λ (г) — функция ограниченной вариации, λ (∕)→0 при t→∞, для любого фиксированного α>0λ(r)-λ(f-a) = 0(ri)при t→∞ и, кроме того, для p≥ 1 ^^-принадлежит классу L1.В случае, когда F1 (х) можно представить степенным рядом, Μ. Лидбеттер в 1963 г. получил разложение для моментов факториального типа Φm(t) = =M(7Vf+l) ... (Nt + m). Коэффициенты этого разложения линейным образом выражаются через коэффициенты разложения F1 (х).Для дискретного процесса восстановления в 1966 г. В. Лютикас получил асимптотические формулы моментов и семиинвариантов, аналогичные формулам (3) и (4), только с худшими остаточными членами О ) •В настоящей заметке будем изучать дискретный процесс восстановления 
Nt, 7=0, 1, 2, ..., и в остаточных членах асимптотических формул моментов и семиинвариантов этого процесса, полученных В. Лютикасом, заменим 1п/ функцией λ (/), определенной в формулах (3) и (4).Итак, пусть случайные величины ξl, 1 = 1,2, ..., решетчаты с максимальным шагом распределения, равным 1, т.е. пусть величины ξb Z=l,2, ..., принимают только целочисленные значения к с вероятностямиpfc=P {ξj = ⅛ fc=0, 1,2, ...; 1=1,2, ...Далее будем говорить, что функция λ (/) принадлежит классу В, если λ (t) является функцией ограниченной вариации, λ (∕)→0 при t→∞ и для любого фиксированного a>0λ(7)-λ(7-a)=o (Г-i)при t→∞.



Вычисление моментов и семиинвариантов 443Будем говорить, что функция λ (г) принадлежит классу R тогда, когда λ (r)∈B и, кроме того, принадлежит классу L1.Буквами γjfc, k=∖,2........... га+1 в дальнейшем будем обозначать конечныерациональные функции от μ1, μ2, ...» μfc.Сформулируем основные результаты, полученные в настоящей заметке.Теорема 1. Если μm+p+1<oo, га>0 и р>0, то при t→∞MΛ7, = γ1 tm+γ2tm~1 + ... + γm t + γw÷ι+, (5)
где λ(t)eR.Теорема 2. Если μ9<∞, 0<^≤ra, то при t→∞MΛ7=γ1 Γ, + γ2r,-1+ .. . +γρ+ιΓ,^9+1 + (l +0","ς+1λ(0 , 
где λ(t)eB,В дальнейшем семиинвариант т-го порядка величины Nt будем обозна- чать Г„(г).Теорема 3. Если μm+p+1<∞, р>0, то при t→∞Γ,m(0 = γm^ + γm+ι+ (Γ∑hjF ’
где λ(t)eR.Следствие 1. Если μm+1<∞, то nput→∞Γm W=γj√+Ym+ι+λ W» (6)
где λ (t)εR, а если только μm < оо, тоr∖,ω=γ√+(i+0λω. (7)
где λ (∕)∈B и t→∞.Докажем теорему 1. Обозначим

P(s)=∑PkSk,Λ≥l 0G,) = ∑ qtsk,
k≥0

9» = ∑ Pj. Rι(s)=∑
J>k+1 *≥0

r«= ∑ 9i............ Λm(∙0=∑ rmkSk, Гтк= ^m-l,j∙
i½k+∖ k½0 j½k+∖Нетрудно проверить, что

Q ω=(i→) (i -= (1→)(Λ1(1)- P(s))-, Λ1(j) = (l-Λ1(J))........... ∙O(t¼-6(s)), ¾M=
ΛmW=(i→)A-1(i)-Λm-1W). (8)Для нахождения моментов процесса Nt мы воспользуемся производящими функциями моментов этого процесса. Известно, что производящую функцию моментов га-го порядка процесса восстановления Nt можно представить в следующем виде (см. [8]):

т—1

Gm(s)=2 mn"s'= (l-,) [l-p(j)]m > (9)
Г=1



А. Алешкявиченегде af̂  — постоянные, вычисляемые при помощи рекуррентного соотношения ⅛m> =√n+l)⅛m-0 + (nι-n) ⅛γυ, а{2)=1 и ⅛"o = 0 для всех n'≥m. (Заметим, что Gm(s) мы можем получить и путем т -кратного дифференцирования по z в точке z=0 производящей функции ] для величиныЛ/ЛУ,.)Следовательно, чтоб найти M7Vf нужно найти коэффициент при st в разложении правой части выражения (9) по степеням s. Для этой цели, используя соотношения (8), преобразуем выражение Gm (s) следующим образом:
т—1 т—1

a(∣rτ,) Pm~n (s)_ л = о__________________________ л = о____________m ' ' (1 -s)"1+1 β"j (s) ~ μ", (1 -s)"1+1 ^+^
т—1 т—1⅛n> μ"» Pm~n (s) -Qm (s) α<",)

■ л=0______________________________ л=0_______ __
yfQm(s) (l-s)m+1 ~

m —I т—1

Σ ⅛my
л=0_________μ^(l-j)m+ι

т — 1

m—1 m— 1 m — 1 m—1 m—n—12 ⅛mj 7Mj) z μ{ βm^f^1 (*) ∑ ⅛"0-μ7,β(s) 2 2 p,'(j))
л=0_________ i_________ /=0__________________ л=0___________________л=0___________1=0__________

μm (1 _ 5)m+1 + μm βm (j) (1 _5)т

α<Jn) mR1(l) a<m) (т—п)^μT>(l-5)"1+i+ μjn+1(l- s)m +

R1(s) [μj+1β"1-'-1(j)-β",(j)] ∑ ⅛m>^+^ μ'n+1β'n(s) (l-5)σ, ^t^
т—1 т—1μ7+1β(5) 2 [i-Pi(j)l)+μj"+,[μι-β(s)l 2 ⅛,"j(m-n)-μι [μΓ-6m(s)12 ⅛"0<m~n)

л=0 l≈l л=0

т — 1
∑ 4т)= "-°_________ +μ", (1 — s)m+l '

т—1 т—л—1 f=l т—1
+μrιeaω ∑ ⅛m,[ ∑ ∑ pyω ]+μr+,Λ1ω ∑ <⅛",>(zn-n)-

л=0 i=l √=0 л=0
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m—1 m—1 ⅛-μ∣∙Rι(i) ∑ μ'ι β"-'^1 (i) ∑ <⅛"0(m-n) ! =
i=0 л=0 J

α<m> m-Kj(l) α<m)-μj а<птЦт-п)

__ n=0____________, _________ n = 0 л=0_________________ . 
~ μjn (1 — s)m~1__________________ μ^,+ 1 (1 —J)m

1 [
т-1(-l)mμ1Λ8(l) ∑ a^i> + m 

n = 0

m—1 m—n—I m—1+ μ∣ ∑ 4m) ∑ ' + μι¾(l) ∑ a<nm>(m-n)-
n = 0 i=l л=0

m—1 "I-mμfK1(l)∑ ⅛m>(rn-n) +‰(s).
" =0 J

⅛l j⅛(i)2⅛"+
л=0

(10)
где

+_____________!___________
т μm+Iβm(j) (l-j)>n-l

m—1

m—l

!
m—1 i m—l

⅛(s)t4∑[∑μ'∣δ'-'ω]em-'-ιω∑ <tt

i=O j≈0 n=O
J≈0

т—п—1 . _ ....

+μr2β2ω ∑ <4"rt[ ∑ ∑p>ω]+μr2Λω ∑ ⅛m>(«-«)-
- ^ i=l ’ ^n=0

i-l m—1

m— 1

7=0 л=0

m — 1 m — 1

-μiR1(s)∑ μ'10"∙-,-ιω ∑ e>(">-^)-βmω ⅛⅜cυ∑e,-
i=0 л=0 л=0

m— 1-μf ∑⅛">
л=0

m — n — 1 m —1∑ l-μfΛ(l) ∑
(=1 л=0

m-l I+ mμf∕⅛(l) ∑ ⅛m,(m-n)] ! .
л=0 J J

(11)
Продолжая процесс разложения, функцию Wmi (s) можем записать следующим образом:

ту z_ wmt (μι, ∙∙∙. μ⅜) , wm6 (μ1, ...» μ8)
rrmlV>J μm + a (1 -syn~2 T μW+4(l-j)m-8 ^t* ∙ ∙ ∙ "r^

i wm,m + ι (μι........μm÷ι) ∣ щ /„\
* μ2∕π(I-5) * yy m, πι + 2 Vy∕ » (12)



446 А. Алешкявиченегде m —1
(-∖)m mRm+1(s) ⅛n>

U)--------------------и%+| "^q--------+

wm,m + 2 (Р (s)∙ Q(s)t Р-i (s)t •••» Р-т (∙s)} ,.+ μ",+1 Qm(s) ’ (1а wmt(u1, ∙∙∙,ui) и wmi (u1, ...» wi) — многочлены, зависящие только от «1...........Ц-Теперь нетрудно найти MTV™, как коэффициент при s, в разложении правой части выражения (7) по степеням s. Итак,
m — 12 α⅛"*

M7V^="-0m (∕+l)(∕ + 2)...(∕ + m)μm ml ^h(∕+l)... (r + m-1) I(m—l)!μ],+1 Г m-1 m—1 ~1"*A(1)∑  4'",-μ∣ X ⅛mi(">-") +
L n = 0 n=0 J(/+1)... (r + w-2)(m —2)! μ",+2 Г m —1 m —1- 2 m(m+l)Λ∣(l) ∑ a<„m) mμlXl(l) ∑L n=0 n=0

/л-1 т-л-1 т-1+ μι 2 ⅛o° ∑ ' + μι¾(l) 2 a<m4>"-n)-
л=0 /=1 л=0

-mμ^X1(l)∑a^(m-n)
л=0

+ ⅝.'^+1(^....μ,n÷1) +Λm(<Ij). (14)Здесь
т-1

(-l)"∙m∑⅛m,

Λ-m(t,S) = μm+l rm+l, г +
ι 1 f ‰,m+a (p(j), Q(s), R1(s)........ Rm(s)) ds+ 2π∕μ"j+1 J Qm(s) st+l (15)

1 ∣s∣=r<lНам осталось оценить остаточный членA„(«;j)=A„i(/;i)+Am2(Z; s), (16)где через Λml (Г; s) иЛт2 (r; s) обозначили соответственно первый и второй слагаемые правой части равенства (15).ИмеемΛm2(^,∙y) 2πι∙μm+ι f
1 ls∣ = r<l

wm, n∣ + 2 (ft (s)t Qt (∙y)> Rtf (∙s)> •••» Rmt (>r)) 
Qfl (s) st+i ds. (17)
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P< (∙s)=∑ лЛ Q, (•») = X Ru (0 = ∑ V*.  ' =1...... m,

k⅛t k≤t k≤tпредставляют собой соответственно конечные суммы разложений в степенные ряды функций P(j), Q(s)t Rι(s), ..., Rm(s). И так как существуют такие 
t0 и с0, для которыхinf Į Qt (s) I ≥ c0 при t>t0 (18)∣s∣≤l(см. [10]), то в интеграле (17) контур ∣ s ∣=r<l можем заменить на ∣j∣ = 1.Далее в интеграле (17) проводим р+1 —кратное интегрирование по частям

л (t-s}= 1 о-р-1)* fikm2VP7 2π∕μ"1+l r! J ds₽+1∣s∣ = ι× (Pt(s), Qt(s), Rιt(s), ...,Rmt(s))

q™ ω 1J st~p ' (19)Нетрудно заметить, что сходимость ряда km+p+1pk, эквивалентная сходимости рядов
∑ ∣cm+l,qk, ∑ k"">-'rlk...............∑ k"rmll,
k½l к>1 k≥lобеспечивает равномерную ограниченность производных функций Pt (s)t 

Qt (*y)> Rut (∙y)> ∙ ∙ ∙, Rmt (s)∙

∣J*M∣≤C 1,
i βjv,ωι≤c2, 
∣Λ⅛ωι≤c3, 
∣ΛSJ(s)∣≤cm+a,

v = 0, 1,...,m+p+ 1,v = 0, 1,..., m+p, (20)v = 0, 1,...,m+p — 1,...,v = 0, 1,... ,p.Здесь и в дальнейшем буквы Ск и ck, к=1,2, ... будут обозначать постоянные, независящие от t и s. Далее, чтоб оценить подынтегральную функцию в (19), осталось оценить величину ∣ P⅛+υ (e,'φ) |. Используя преобразование Абеля и соотношения (8) (см. еще [10], неравенство (11)), получаем∣ΛS'>(e'ψ)l≤Cm+, ½*⅛∣>-  + Cmt4, (21)lφι+-iгде ψ,(*)  = 7 (1+*)  Σ k<, + 2rm.lιk+ 2 kp + lrm-l,k-(l+x)⅛≤r (l+*)A>fИспользуя оценки (20) и (21), находим оценку для подынтегральной функции в формуле (19):I <P+1 Г wm,m+2 (pt (s), Qt (s), Rlt (s)........Rmt (s}) j i
I <Lsp+1 L Q"ψj J I ≤
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(22)
(23)

< ∞ . (24)

откуда для Λm2 (/; s) получаемI ⅛rt(t'>s} I ≤ (i +7)p+t f 4+χ^ dx+ (i+7∏+τ •оТак как sup ψt(x) = 0(l), то
x<πrI Λn2 (t∙,s) Į = о ((1+rp+1) •

Далее, из сходимости ряда £ km+p+1pk и соотношений (8) следует, что
∣Λml(G5)∣ = 0 ( (1+/)Рф(/) ) »где φ (t) определена так, чтоб сходился ряд
у * 1

β-"(s)обозначим соответственно а, и Ь„ то из (26) получим, что 
mjv7,=⅛ ∑ 4m,1 л=0 m—1m £ а<™>(r+1)... (f + m-g+l) л=о

(т — g+l)! 2π∕ ■ μ",+1

" > 9 (') 
t½lНетрудно проверить, что функцияλw=⅛удовлетворяет всем указанным в теореме условиям.Из соотношений (14), (16), (22), (23) и (25) следует утверждение теоремы 1.Теорема 2 доказывается аналогично. Только в соотношении (7) для функции Gm (s) используем следующее разложение:

m — I
У αf",)Xj л

/л n=0________. wm8(μι,μ2) , . w/лл (μι, ∙.∙, p⅛)

(25)

(26)
Если коэффициенты при st в выражениях -sγn-9+i и

^H>m,g+ι (P(s),Q(5),Rl(s)......*q-1(j) )

(t+l)... (t + m) wmi (μ1, μa) (Г+1)... (r + m-l)
m∖ ^t^ μm+l i-----nt "r(m-l)!

+ I (Иь...» μg)
• ∙ ∙ ∙ I .,m + z>- 1

р+т + μm+9-ι {b0at + b1at-1 + ... + ¼α0} • (27)
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И

Но a (Г + 1)... (Г + лл-^)(m-«)! (28)
bt~ 2πi f

∣s∣=r<l

^m, ς + l (∙P (∙y)∙ Q (j)> *1  {s), ..., Rq-l ($)) ds

7+г =

= 1____
- 2πit ∕ ⅛[

jsl = l

wm,q + ι(^Rl(s)tQt(s)>Rlt(s)t"∙fRq-ι,t(s) )1 d S 
l^lr =с”«

=θ(⅛)∙Следовательно, из (28) и (29) находим, что 
b0at + b1at~1 + ... +¼αo = O(rj-⅛4) .Далее имеем

(29)
(30)

Но
С Rq (s) ds   Г Rqt t + m(s) d S

J (l-s)m-9 + 1 St+1 ~ J (l-j),n^9 + 1 5, + 1 ‘
∣5∣=r<l ∣5∣=r<l

(31)

где
Rq,t + m (О ~~ Rq. t + m(s) “ (1 ~ 5) (1)∙¾+1, t + m-l (∙y) ,(1) ¾ + l, r + m-l(l)~(l)¾ + l, ∕ + m-l(j) = (l ~s) (2)-^ρ + 2, t + m-2 (∙s)> • • • 

t+q (0 im~q)^m,t + q (^) (1 ,0 (m — q + 1) ^m + l, t + q — 1 (■$) »

(32)

ι≈l,...,m-д+1.
t+m — i+l

∑r(i-l)1

j = k+l

и поэтому(-l)*- 1⅞,t+w(j) = (-φ-*⅛M  + ,w(l) (—l)g(ι)^g+1, t+m-l (1),(l-5)m-β+l (l-j)m-g+l ^+^ (l-j)"*-9+ (~l)",~1(∕n-q⅛,r+⅜(9 Į / i ∖m n f \т /1 i; (m-ς+D ∕cm+l t+ρ-1 .
+ .. . +

(1→С другой стороны, (33)
⅛,÷.÷1a) = 0( 2 fc*÷' +1A +

Л=1

÷ Т *∙'∙ 1÷√^ω÷-τf⅜μ 

4φ⅛]÷' ∖ φ∏Γ(7)l)∕

H⅛)∙ ,=0-'......””+'= о. (34)



450 А. Алешкявичене(здесь φ(t) определена каки в соотношении (25)), и коэффициент 'ft+T* 0 ПРИ 
st в ⅛,-,+ι>Λm+1,,+,.1(j) имеет порядок
Из соотношений (27), (30) - (35) получаем утверждение теоремы 2.Приступим к доказательству теоремы 3. Известно, что Γm (t) является линейной комбинацией с числовыми коэффициентами конечного числа членов вида M N™1 M N™*  . .. M N?r,где wι1 + w2+ ∙∙∙ + mr = m. Из теоремы 1 имеемМ N"j = γ1 П + γaП~1 + ... + ∙fm.t + γmy+1 + (1+()^+р_„ ,λra. e R, 

J=l....,r.Но тогда иМ Λ71* М N™*.  . . М N% = γ1 Γn + γ2t"→ + ... + γmr + γm+1 + ,где λ(r)∈Λ (см. [6], доказательство теоремы 3). Следовательно, и r√0=γ1'm+γ√m-1+∙∙∙+γ√+γm÷ι+-(⅛⅛-, λ(z)∈Λ. (36)
Чтоб доказать теорему, осталось еще показать, что коэффициенты γ1, γ2, ∙∙∙.Ym-ι в правой части соотношения (36), которые зависят только от первых m— 1 моментов μ1, μ2, ..., μm.1 распределения F1 (х), обращаются в нуль. Для этого нам понадобится характеристическая функция ft(z)=MeizNt величины Nt.Известно, что характеристическая функция ft (z) является |коэффициентом при st в разложении выражения1-P(5) _ Q(s) ™[(l-s) (l-e*P(s))  ∣1-ei2P(s) * ’по степеням s (см. [1], теорема 8, и [10]). Но, так как нас будут интересовать только коэффициенты при st, то вместо выражения (37) мы можем рассмотреть выражение

Qt(s)
l-elzPt(s) 'Пусть, далее, st (z) является корнем уравнения (38)
l-^Λ(j) = 0. (39)Нетрудно видеть, что при z = 0 уравнение (39) имеет наименьший по модулю положительный корень st (о), удовлетворяющий неравенству1 <j,(0)≤ t - 1 +0 (tm+p+1 ) •∑ А (40)



Вычисление моментов и семиинвариантов 451Далее, найдутся такие c1 и t1, чтоinf ∖p't( s,(0) )∣>c1∣s∣≤l 1 ' ' Iпри всех ∕>r1 (доказывается аналогично (18)). Тогда при всех f≥∕1 st (0) является простым корнем. Следовательно, мы можем воспользоваться свойствами неявных функций (см. напр. [6], стр 95—102), согласно которым существует такое число Δ,>0, что уравнение (39) определяет в интервале [— ∆r, ∆t] однозначную, непрерывную и т+р+1 —кратно дифференцируемую функцию 
s=st (z), обращающую это уравнение в тождество и удовлетворяющую равенство jf(O) = l+δt. Вместо интервала [—∆r, ∆f] можно взять интервал, в котором[1 -e-Pt(5)K≠0 .Далее найдутся такие с2 и t2, что при r≥r2iΛ'(s)∣≥c2 для всех s∈ { |$| < 1 + , ∣args∣ ≤∆f } , (41)
где ∆r= и c=min(l,μ1). Тогда вместо интервала [—∆t, ∆f] можно,например, взять интервал [— ∆t, ∆f]. Следовательно, при всех ∣z∣≤∆f справедливо разложение

st (z) = 1 + δf + s,t (0) z + s"t (0) у + . • • ++⅛+"+1>(0) (≤∏j!- +o(N",+'+1) • (42)Для вычисления производных s,t (0), ..., √∞+p+d (0) воспользуемся уравнениямиΛ(∙s.(z))≡e^fe.sJ(z)P,(s,(z)j≡ -ie-fa,
z; (z) P't ( s, (z) j + s',2 (z) P", ( S, (z)) = (- i)2 e-fa ,
j; (z) p,t (s, (z) j+3< (z) j; (z) p; (j, (z) j+s;1 (z) p; («, (z)j=(- ∕)s e-feи т.д. Отсюда при z=0 получаем
s'<W= ^^ Pj(l+8,) = ~⅛+0 ( t"+P ) ,

s‘ w=p√⅛) [,‘2-^(0)р'(1 +8'>1= -,'a (-⅛-) ∙*7 <0> = pμi⅛ [ <- ,')3 - 3j< <°) s'∙ (0>p> (1 + δ') -∙s<'3 (°) p" (1 + δ-) 1 = 
= -⅛ [μ∣-3(μ2-μf-μι) (μ2-μi)-μι (μ3-3μ2 + 2μ1) ] +

и т.д. (43)



452 А. АлешкявиченеСогласно соотношениям (42) и (43)s,(z)=l+δ,-^ iz- μa-μ*-μι  μ! (⅛)a2— 3(μ≡ — и? — μι)(μ2 ~ μι) — μι (μa “ 3μ2+2μ1) ]+...++ Я (μ1,. . ., μm+,+1) +о (7⅛ + I z ∣m+',+1) .где R (ult ..., ur) — рациональная функция от w1, ..., ur.При всех I z I ≤ ∆t и r≥⅛=max (∕0, ⅛) имеем (см. [9])g. и _c-h e<ω _с-. ⅛(⅜w) .,
l-ebPl(s) P,(s,(z))-P,(s) p't (s>W) (s∣M-s)

_1г Qι(s)Pj(st(z)) (s<O)-s)-Q1(¾(z)) [A(⅝(z)-P,⅛))] + e p',(∙r><z)) (z< (2)~s) [pr(lz<W)-p∕(z)]

(44)

(45)Характеристическую функцию ft(z) величины Nt можем найти как коэффициент при j' правой части выражения (45). ;Итак, 'согласно (41) для I z ∣≤∆, и r≥r3∕,(z) = e-'* б, (M*))  p',(z'<z)) z,-<'÷1>(z) + ×
f Qt (s)p,t (st (z))(st(z)-s)-Qt(st (z)) [pz ( Jr (z))-Pl (j) ] Js ∣sJ=i P't(st{z)) (st(z)-s) [Pt(st(z)-Pl(s)] *,+,ОтсюдаIn/, (z) = - ∣Z + In -----(Г + 1) In z, (z) + In [ 1 + s,^ J × 

_ 6,ω-Q,(⅜w)p,(s м)+qi(s w) p,w-p,(⅛ω)-^ (z>(z)) (j-⅜w)
s-st(z)_________ ________________________________ ⅛-5f (z)]a_______________________ ds .6,(MZ)) *⅛)  

v z S-St (z)У нас ΓmW = [ln∕t(z)K¾, (48)поэтому из соотношения (47) легко находим, чтоΓm(')=0(U. (49)Действительно, существуют постоянные са и с4, зависящие только от 
т+1 и т первых моментов соответственно (см. (41)) такие, что∣[ln Qt{st(z)) ^∣(zzι) IF',(z,(z))b-O∣'c,
И ∣[lns,(z)]S>0∣≤c1.Далее имеемl[*Γ 1(z)]⅛,ol-O(r*). fc = O, 1...........m,

(50)
(51)



Вычисление моментов и семиинвариантов 453и, если H'(zlz,(z)j =
C,ω-gt(⅜ω) pι ^ι (z))+ß( į*,  {^Р, (s)-P, („ (z))-P' (s, (z))(s-s, (z))

1. W. Feller, Fluctuation theory of recurrent events, Trans. Amer. Math. Soc., 67 (1949), 98-119.2. Täcklind, Fourieranalytische Behandlung vom Erneuerungsproblem, Skand. Aktuar Tidskr., 1945, 68-105.
2. Leid. Nr. 10695

то
gt(>,ω) ^>(^2L

v ' s-s, (z)

к = 0, 1,..., m.(гп+р—к — i j ’ (52)Из соотношений (47), (48), (50) —(52) получаем (49). Следовательно, коэффициенты γ1, γ2, ...,γm-ι в правой части соотношения (36) обращаются в нуль. Теорема 3 доказана.Соотношение (6) доказывается аналогично теореме 3, только нужно воспользоваться теоремой 1 при р=0 и вместо соотношения (55) — следующим соотношением (см. оценки интеграла в (19))
μ∣ = I

fc = 0, 1,.. .,ти. (53)При доказательстве соотношения (7) вместо теоремы 1 воспользуемся теоремой 2 и вместо соотношения (53) - соотношением
w=ι.

Js∣≡l

k = 0, 1,.. .,m.

ds∣2=0 st~m+k + l 2
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DISKRETINIO ATSTATYMO PROCESO MOMENTŲ IR SEMΠNVARIANTU 
IŠSKAIČIAVIMASA. AleŠkevičienė
(Reziume)Šiame darbe gautos diskretinio atstatymo proceso momentų ir semiinvariantų asimptotinės išraiškos atstatymo proceso „laukimo laiko“ momentais. Šiam atvejui gautos momentų ir semiinvariantų išraiškos yra analogiškos išraiškoms, kurias gavo V. Smitas (žr. [6]) atstatymo proceso, kurio pasiskirstymo funkcijos A-ji kompozicija kokiam nors sveikam skaičiui k>0 turi absoliučiai tolydinę komponentę, momentams ir semiinvariantams.
CALCULATION OF THE MOMENTS AND∣ CUMULANTS OF THE 
DISCRETE RENEWAL PROCESSA. AleŠkevičienė
(Summary)The asymptotic formulas for the moments and cumulants of the discrete renewal process expressed in terms of moments of „life-time“ for the renewal process are obtained. In this case the formulas for moments and cumulants obtained are analogous to those of W. Smith (see [6]) for the moments and cumulants of the renewal process the Λr-th convolution of distribution of which has absolutely continuous component for some integer k>0.


