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УСЛОВИЯ ПРЕДСТАВИМОСТИ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫМИ РЯДАМИH. С. НасековскаяВ статье рассматриваются условия представимости аналитических функций f (z) рядами вида
f(z)=∑ ¾∏ (*-⅛)∙

л=0 v=1

§ 1. Необходимые условияПусть {λv}-последовательность комплексных чисел, такая, что λv = pve'θv, где pv≤pv+1, lim pv=∞,
v→αo

00i0-≤ot<г- Σ ⅛=0°∙
v=lРазобьем угол [—а, а] на q углов лучамиarg z=ψk (&=1,2, ..., #—1), ψ0=-α, ψ<, = α.Пусть{λv(*)  = pv(*)  е v",i} (w=l, 2, ...)

m т— подпоследовательность последовательности {λv}, причем — последовательность тех индексов v, для которыхψk-ι≤argλv(Λ)<ψfc, (k=∖, 2, ..., q — 1),
тΨ<j-ι ≤ arS KU) ≤ Ψ<rВведем следующие функции.Пусть р (х) — функция, определенная для x≥ 1, имеющая неотрицательную производную, непрерывная и такая, что р (v) = pv, и пусть х (р) — функция, обратная р (х), определенная для p≥p1.Обозначим также через pk (х) - функцию, определенную для x≥l, имеющую неотрицательную производную, непрерывную и такую, что pk (v<{0) = = р(к), и пусть xk (р) — функция, обратная к p = pk(x), определенная для p>pv<t, •
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Далее обозначим^=Σ⅛. ^=Σ⅛-
v=l v=lПредположим, что последовательность {λv} такова, что существует пределlim ~ = A-iB. (1)

∏→oo ∙i∏Отметим, что в этом случае, как заметил А. Г. Нафталевич, все рассуждения, с помощью которых были найдены [2], [3] области простой и абсолютной сходимости ряда (А), остаются справедливыми.Областью сходимости ряда (А) является полуплоскость
Ах+Ву —s>0,где

Л5= lim — ln V ak , если s≥0,*≡° (2) 
s= lim -J- ln I У ak∖, если 1y<0.

n→oo 5λ I “ j 
k = nДокажем две основные теоремы, содержащие необходимые условия представимости функций f (z) интерполяционным рядом (А).

Теорема 1. Если заданы последовательность {λv}, удовлетворяющая 
всем, указанным условиям, и функция f (z), голоморфная в некоторой полу
плоскости Ах+Ву —р>0, где р<0, а А и В определяются формулой (1), 
то для того, чтобы эта функция могла быть представлена в виде суммы 
интерполяционного ряда (Л), необходимо, чтобы сна удовлетворяла в угле 
I Θ Į <у — а неравенству

я
\f(reiQ) I < Cr exp inf У Φcfc>(r, Θ, βk),

Jt=l

где С — константа, нижняя грань берется по всевозможным разбиениям 
угла [—а, а] и

1
2 cos (Θ-3jfc)

Φ<*>(r,  Θ, βt)= f

pv(⅛)

r

Здесь βk такой луч из интервала [ψfc-1, ψk], для которого cos (Θ- βfc)≤ ≤cos (0—ψ) для всех ψ∈[ψk-ι, ψk], функции xk (р) определены ранее.
Теорема 2. Если в условиях теоремы 1 функция f (z) голоморфна в полу

плоскости Ax + By —р>0, где p≥0, то для того, чтобы эта функция могла 

[1—neoš (Θ-β⅛)]xfc(Mr) . 
и [и2 — 2mcos (Θ-βk) +1]
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быть представлена в виде суммы интерполяционного ряда (А), необходимо, 

чтобы сна удовлетворяла в угле

г cos (Θ - α) ≥ (1 + μ) ∙ -!-tf-
r cos (Θ + а) ≥ (1 + μ) ∙ -Ltl

неравенству∕(re'θ) i <Ä7 ехр j ∣y∙[^L±Δl+mf ∑ Φ<*>(r,  Θ, βt)j
1 1 Л=1 1■для любых μ> р и ε>0.

Здесь К — некоторая константа, φ1=Θ+α, если Θ≥0, φ1=Θ-а, если ∙Θ≤0,
X

j (r)=s{x(r)^, где S(x)= f .

1Доказательство теорем разобьем на две части.1. Исследуем рост модулей полиномов
v=lДля любого п можно записать

где
ч

'Λ(z)∣ = ∏ l-PS⅛(z)1. (n,+nt+...+n,=n),
k=↑

(3)

{λ√fc)} — введенные ранее подпоследовательности последовательности {λv}. ЛИПусть z = reiθ, и —y + a<Θ<^-a.Тогда
Значит

∕β

mPv(*)'e k i

где

λ (fc) = 
'im
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Таким образом, для любого п из (3) следует, что
!Pn(z)∣≤∏ ∣∕⅞>(z)∣.

*=1

(4>
При фиксированном z с изменением п изменяются числа n1, n2, ..., nq и вместе с ними значения ∖P∏k> (z) |. Фиксируем k и найдем такое w=ζ (ему соответствует wfc = ζk), при котором I (z) I - наибольший (будем считать,, что последовательность {⅛0} бесконечна, в противном случае ∖P∏^ (*)|  ограничен).Заметим, что последовательность чисел {λSP} расположена на одном луче, а потому для оценки максимума ∣ Pnk^(z) | можно воспользоваться результатами Мартена [1], которые заключаются в следующем.Модуль Pnk' (z) будет иметь максимум при таком индексе ζfc, для которого

< г г%t^~ 2cos(Θ-βt), ⅛+ι > 2cos(Θ-βt)Кроме того, справедливы неравенстваIn ∣∕¾>(z) [-Φ<*>(r,  Θ, βfc)≤0,где
2 cos (Θ-βfc)Φ<*>(r,Θ,  βt) = f

pv(fc)

[ 1 - и cos (Θ - βfe)] xfc (иг) , 
и [h≡-2hcos (Θ-β*)+ 1]

(5>
(6),

Функция Ф(А) (г, Θ, βk) определена только для ∣Θ-βfc∣ hγ≥0. Когда г постоянно, а (Θ-βk)→± функция Ф(А) (г, Θ, βk) имеет предел, конечный или
30 бесконечный, в зависимости от того, сходится или расходится ряд — r

I- 1 f5⅛А = 1 v т и в случае сходимости этого ряда, функция Ф(А> (г, Θ, βk) при г постоянном, есть непрерывная функция Θ для | Θ - βfc ∣ ≤ и
±J÷S∙)- f ⅛⅞⅝*-

pv(Λ)

Рассмотрим снова всю последовательность {λv}, и пусть arg z=Θ≥0.Пусть v = w1 — тот номер, для которого
P"h "'' 2cos(Θ-α), P∕n,+1 > 2cos(Θ-а) ’a v = w2 - тот номер, для которого

< г______  г2cos(Θ + α)*  Bn1+1 > 2cos(Θ + aj
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Очевидно, что w1≤ m2. Покажем, что при n<m1 последовательность {∣ Pn (z) ∣} возрастает, а при n>m2 убывает (z — фиксировано).Для этого рассмотрим разность ln∣Pπ.1(z)∣-ln∣P,z∣=- ∣ InI l+-≤- — 2 cos(Θ-Θn)] J ,
и заметим, что при n<m1

< < r rРл P∕n1 "" 2 cos (Θ — α) < 2 cos (Θ — Θ∏)и следовательно, In ∣ Pn.1 (z) ∣-ln ∣ Pn (z) | <0.Если n>m2, то h≥m2+1 и

Утверждение доказано.В случае, когда arg z=Θ≤0, рассмотрим снова числа v = w1 и v = tn2. Легко видеть, что в этом случае m1>m2, при n<m2 последовательность {∣ Pn (z) ∣} возрастает, а при n>m1 убывает.Таким образом, в любом случае можно указать такой номер n = n*,  при котором I Р„ (z) Į будет иметь максимум (z—фиксировано).В силу неравенств (3), (4) и (6) имеем (числа ζfc определены выше (5))
∣p∏.(z)[= ∏ jp⅛,(z) Į ≤ ∏ ι¾,ω∣ ≤ П I p¾,ω∣ ≤

k=∖ ' k=l k=∖

≤exp 2 Φ0c>(r, Θ, βk), (л*  = n↑ + n⅛+ ... +hJ).
k=lТак как разбиение угла [-а, а] произвольно, то

∣Pf,w(z)[≤exp inf 2 Φ∞(r, Θ, βk), (7)
Λ=lгде нижняя грань берется по всевозможным разбиениям угла [—а, а].2. Перейдем теперь к условиям разложимости функции f (z) в ряд вида (А).Предполагаем, что последовательность {λv} удовлетворяет условиям (1), и тогда ряд (А) сходится в полуплоскости Ax+By-s>0, где5определено формулами (2).Пусть сначала j≥0.Используя преобразование Абеля, получим

m m-I v m

2 a,PΛ^) = ∑(⅛-P,+ι) 2 ak+Pm 2 a^∙
v=0 v=0 k=Q k=0
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При этом lim Pm У αk=0, если Ах+Ву—s>0, что следует из неравенств
m→∞ , n

k=0вида (см. [3])
тI 2 ¾ I < C1 √s + *, Ч ∖Pm(z)]<M e-<^'+1>'-'> sm t

k=0где C1, М — постоянные, ε>0 сколь угодно мало.Таким образом, в случае, когда Ах+Ву— 5>0 (,s≥0), получаем, что
00∕(z) =z ∑ -^4-∙Pv(z), (8)

v=0где
¼ = ∑ ak (так как Pv-Pv+1=Pv∙ ∙z) .

k=o v+1Пусть теперь 5 <0.
00В этом случае ряд ak сходится.

k=0Применяя преобразование Абеля, получим
т со ш оо соУ ΛvP,(z)=2 av+∑ (Д-Л-1) ∑ ak-Pm У ak.

v=0 v=0 v=l Λ = v k = m + ∖Если Ах+Ву—ly>0, то последний член стремится к нулю, когда m→∞,и мы имеем, что
00∕(z) = c0-z 2 Cv∙ ^-∙Λ-ι(z), (9)

v=lгде
∞c.= ∑ ak.

k=vЛегко установить, что ряды (8) и (9) абсолютно сходятся при Ах+Ву—
— s >0.В самом деле, в первом случае, имеем16,1 < Xeb+s, ∖ I Р, (z) I < Λfe-'-4x+βj,^∙j \s>0, δ>0, и общий член ряда (8) меньше по абсолютной величине, чем

KMr ∙ -τ-!—j ∙ exp { — (Ах+Ву — s — ε — δ) S,v},
I λv÷ι I-а это общий член сходящегося ряда при Λx+By-s>δ + ε.Относительно ряда (9) можно провести аналогичные рассуждения.
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Итак, мы имеем, если μ>1s, (при этом μ может быть сколь угодно близким к s), что

00∣∕(z)∣<r¾+r*2  ⅛-* μv iΛWl. (Ю)
v=lгде Ко и К — две константы, не зависящие от z.Пусть 1y<0, значит и μ<0. В этом случае

00

— числовой сходящийся ряд.Следовательно, из (7) и (10) имеем, что
<7i/(z) Į < С г exp inf У Φω(r, Θ, βfc), (11)

Л = 1Для
r>M, и —J + α<Θ<-^-а.В неравенстве (11) можно считать, что Φ0c>(r, Θ, βk)≡0, если в угле [ψk.1, ψ] содержится лишь конечное число точек из {λv}.Таким образом, утверждение теоремы 1 полностью доказано.Рассмотрим теперь случай, когда $>0, следовательно, μ>0.При любом значении z, для которого Ах+Ву— s>0, ряд в правой части (10) сходится, но коэффициенты при ∣ Py, (z)∣ могут стремиться к бесконечности вместе c v.Здесь уже нельзя утверждать, что ряд

00

сходится, и потому ряд (10) надо разделить на три части
∙v0-1 v1 оо2 +∑ ÷ Σ =^o + Si + ^2,
∙v=l v=v0 v = v1+1где v0 таково, что μ≤ р (v0), и не зависит от z.Пустьφ1=Θ+a, если Θ≥0, φ1=Θ-а, если Θ≤0, и пусть v1 — самое малое целое число, такое, что

Г (1 +ε)2 cos Φι(ε>0-любое) (v1 зависит от z).При этих условиях g0 ведет себя как многочлен конечной степени, и имеем, что
lim g0 • ехр

r→x>
{-Σ ф“’(
l k=l

г, Θ, (12)
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Для оценки g1 мы замечаем, что при достаточно большом г имеют место неравенстваР (n*)  ≤ “Ä—' ≤ ≤ P (Vi),P' ' 2cosφ1 2cosφ1 1'*или v0≤ п*  ≤ v1.Тогда согласно оценке (7) для ∣ Pn∙ (z) | и известным оценкам для сумм вида
v=p(см. [1]) получим, что
gι ≤ г К exp I inf 2 Φ<t>(∕∙, Θ, βs)}∙∑ ^∙e1,^<

' Ä=1 ’ v=vu<rKexp{inf 2 ®{кЦг, Θ, βk) + μSvι}. (13)
Оценим g2∙ При v> v1 последовательность | Ą (z) | убывает. Имеемi i г» i i . n i 1 i Г r2 2 г cos (Θ — Θv) 1 ln∣Λ,∣-ln∣Λ-1∣ = 2 InĮl +^--------------į—“j<

r2 г cos (Θ — Θv) _ r cos (Θ — Θv) Γ ∣ r< ^2p≡ Pv _ Pv L 2pv cos (Θ - Θv)
< _ Г COS φ1 ' ePv l+ε ’так как _________r < r < 12pvcos(Θ-Θv) 2pvcosφ1 l+εИтак,lΛ∣<IΛ,∣∙exp{--4^ .ε[□→...+J-]}<
< ∣Pv,∣∙exp { -l≤L‰[sv-SyJПолучаем
s.<AHΛ,l ≈4,{^ S.,)- ∑ ⅛ »р {(μ-^)4 НО 

v=v1+lПредположим, что
г cos φ1 ≥ (1 + μ) • —. (15)В (14) сумма справа не превышает умноженного на константу выражения
..pI[μ-⅛J4и потомуg2 < Kr I Pv,∣ ∙ exp μ⅛1 < Кг exp∣μSv, + inf Ф(*>  (г, Θ, βk)∣ . (16)
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Сравнивая (12), (13) и (16), мы получаем утверждение теоремы 2.Заметим, что так как μ>s, то легко установить, что угол, определенный неравенствами (15), принадлежит полуплоскости Ах+Ву— s>0.Рассмотрим теперь тот частный случай, когда последовательность {λv} имеет конечную угловую плотность, не равную тождественно нулю, то есть существует такая неубывающая функция X (ψ) (не равная тождественно постоянной), что, каковы бы ни были ψk.1 и ψft, не принадлежащие некоторому исключительному счетному множеству, существует пределlim (17)

P→OO Ггде xk (р) определены выше.Можно доказать, что в этом случае предел (1) всегда существует [3].
Теорема 3. Если последовательность {λv} имеет не равную тождествен

но нулю угловую плотность, то функция f (z), о которой шла речь в теоре
мах 1 и 2, удовлетворяет в соответствующих углах условиюΛ(Θ) = lim ln I ≤r→∞ r≤ ∫ {cos(Θ- ψ) In [2 cos (Θ- ψ)] + (Θ- ψ)sin(Θ- ψ)}ΛT(ψ).

—аДоказательство. Сначала выберем такое число q и такое разбиение угла I arg z I ≤ а, чтобы
_______i_____

q 2cos(Θ-0k)∣∑ f ⅛'-⅞g≡⅛÷ay⅛)-y⅛→)i<fa-
k=l О

a 2cos(Θ-Ψ)

-f f <18)
—a Огде ε — наперед заданное, сколь угодно малое положительное число. Теперь возьмем другое сколь угодно малое положительное число 5, и из равенства (17) для всех p>Λ (ε, 8)>р(/° будем иметь, чтоI ^-(*(ψt)-*(ψk-ι)] ∣<δ∙ (19)Далее можно указать такое r0, что-∙Λ(ε, δ) < ∙θ—π⅛-5-ξ

г v * ' 2cos(Θ- βjjдля r≥r0.Тогда для r≥r0 с учетом равенств (19) и (18) запишем, что
______ 1______

q q 2cos(Θ-βfc)

1 ∑ Φ<M(r,Θ, βi)=i ∑ f

k=l fc=l р ... [l-κcos(Θ-β⅛)]x⅛(w) du ≤ 
и [и2 - 2 и cos (Θ - β⅛) + 1]
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«41 f
k = l Pi

[1 - и cos (Θ - β⅛)] xk (иг) , 
и [и2 — 2« cos (Θ — βjt) + 1]

Я÷Σ
k=∖

2 cos (Θ-βλ) 

J 

i-A(ε, δ)

1 —и cos (Θ-β⅛)
b*-2 mcos(Θ-⅛)+1 [*(ψ t)-*(ψ t-1)] du +

Я÷*Σ
k=∖

I -и cos (Θ-βj⅛) и2 —2wcos(Θ-βj⅛)+1 ям
я≤7∑

к=1

J∙ a (ε, δ)

f

pl
r

[1 — πcos(Θ — β⅛)]x*(w)  . и2 —2 ucos (Θ-β⅛)+ 1 duv +
α

÷ f

-а

1 —u cos (Θ — ψ) 
u2 — 2 и cos (Θ — ψ) + 1 dX (ψ) du + ε +

Я÷*Σ
А = 1

2 cos (Θ- зр 

f 

о

1 -и cos (Θ-β⅛)«2 —2mcos (Θ-βfc)+ 1 du. (20)

1

1

i

≤

Величина [1- и cos (Θ-βfe)]xfe(w)
и2 — 2 и cos (Θ — β⅛) +1при pl≤h≤λ⅛lJ)

Г гограничена, а потому первая сумма интегралов в неравенстве (20) оценивается сверху положительной постоянной, которая не зависит от г.Если теперь в неравенстве (20) перейти к пределу при r→∞, то получим,,, в виду того, что ε и δ сколь угодно малы
lim у 2 φ0°(''> Θ. β*)≤r→co r

a 2cos(Θ- ψ)
≤ ∖ <lX(i>) f , 1-ucos(θ-⅜) du =

J '∙, .1 и2 —2wcos (Θ-ψ)+1
-a 0

a= f {cos(Θ-ψ) ln[2cos(Θ-ψ)] + (Θ-ψ)sin(Θ-ψ)}rfX(ψ).
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Γ→αθ

a 2 cos (Θ-ψ)

≤ f <∕Λ-(Ψ) f
— a 0

1 — u cos (Θ-ψ) 
u2 — 2 u cos (Θ-ψ)+1 <fa + μj⅛

Легко показать, что, если последовательность {λv} имеет конечную угловую плотность, не равную тождественно нулю, то существует и конечен
Напомним, чтоs-=Σ⅛=Σ⅛∙ sw=⅛' >ω=s(χω)-

v=l v=l 1Имеему (г) ∙s(.r(r)) ln[χ(r)] Λ∙(r)
г ln[x(r)] х(г) гОчевидно, чтоlιm^ =0, r→χ rтак как Jim ±L⅛)l=o. 

r→∞ *( r)Теорема 3 доказана.
§ 2. Достаточные условия

Теорема 4. Пусть последовательность {λv = pvβ'θv} удовлетворяет усло
вию (1),

оо

Pv≤Pv+ι, ∑ — = ∞, ∣Θv∣≤a<4,
v=I

а функция φ2=φ2 (Θ) определена условием ’. φ2=Θ-а, если Θ≥a, φ2 = Θ + a, 
если Θ≤ —а, φ2=0, если ∣ Θ ∣≤a.

Если в угле | arg z Į ≤-^- + a функция f (z) голоморфна и удовлетворяет, 
неравенству∖f(r^) I < D • • exp I Ф (г, φ2) + kj ( 2corsφa ) I ,
где k≥0, D — любая постоянная, функция j (г) определена ранее*

2 cos φi 

Ф (г, φ2) = f

Pi 

(l-tfcosφ2) х(иг) , 
и (и2 — 2wcosφ2+l) ’
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то f (z) представима интерполяционным рядом (А), который сходится 
к f (z) во всяком случае в полуплоскости Ax + By-k>Q.Доказательство. Пусть α0, аъ ..∙,an, ... — коэффициенты ряда (А), вычисленные формально с помощью значений, которые принимает ∕(z) при z = λv (v = 1, 2, ...).Рассмотрим остаточный член ряда (А):Kπ(z)=∕(z)-Π,.1(z) = ⅛∙ f

С

Pπ(z) ∕(ζ) dζ
PM (ζ-^)где С - контур, окружающий точки λ1, λ2, ..., Хл, и z и содержащийся в области голоморфности f (z), а ∏n.1 (z) — многочлен от z степени (и-l), который принимает те же значения, что f (z) при z=λv (v = l, 2, п).Пустьζ = ρe'ψ, λv = ρv e'θv ,

пlψl≤∣+α, ∣ΘJ≤α<^, Pn(ζ)= ∏ (1-≤-).
v=lИмеем

Л___________________________________________________________

IΛ(ζ)l= П ]/1 + ⅛ - p7 cos (Ψ-Θ,) >
> ∏ ]∕1 + ⅛ - ⅛ cos¾ = ιΛ(ζ)∣.

v = l V

(1 -7S-) » причем λv = pv eiat если ψ>a, λv=pve'ψ, если (ψ∣≤где Р„ (ζ) = ∏
м=1≤α, λv = ρv е-'“; если ψ≤ —а.Пусть кривая С состоит из дуг трех окружностей, объединенных полярным уравнением видаp=2pncosφ2 (ψ). (21)Контур С меняется с изменением п.Известно [1], что из всех полиномов Pm (ζ) наибольшее по модулю значение для всех ζ, удовлетворяющих равенству Pn=2cospφ (ψ) будет иметь тот полином, номер которого равен п.Пусть теперь z=rβ,θ - любая точка из угла | arg z ∣ ≤y+α. Кривая С принадлежит области голоморфности функции f (z) и содержит внутри себя точки λ1, λ2, ..., λn, а при достаточно большом п и точку z.Согласно [1], имеем на всех трех дугах окружностей соответственно

где Ф (р, φ2) определена выше.
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С другой стороны [2], при заданном z справедливы неравенства|P„(z) I < Me~l',x*a,^,is".По условию ∕(ζ) удовлетворяет неравенству∣7(ζ), < d . . ехр { ф(р, φ2) +kj (^-) j .

(23)
(24)Разобьем интеграл, представляющий Rn (z), соответственно на три интеграла по каждой из дуг трех окружностей, образующих С.Замечая, что в точках контура С имеет место равенство

и используя неравенства (22), (23), (24), получим, что каждый из упомянутых интегралов по модулю будет меньше, чем
N- max j _P1 j ∙ exp { (-Ax-By + k + ε) Sπ} 

(N — постоянная).Очевидно, что max I ^~pr1 I ограничен при всех достаточно больших п.
с 1 z~⅛ 1Значит, при z=x + iy таком, что Ах+Ву—k>0 имеемlim Rn(z) = 0.Тем самым теорема 4 доказана.Московский институт химического машиностроения Поступило в редакцию13.IX.1968
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ANALIZINĖS FUNKCIJOS INTERPOLIACINĖMIS 
EILUTĖMIS IŠREIŠKIMO SĄLYGOSN. Nasekovskaja
{Reziume)Nustatomos sąlygos, kad analizinė funkcija /(z) būtų išreiškiama eilute 

∞ n

л=0 v=lkur {λv} yra kompleksinių skaičių seka,I arg λv I ≤ a < * .
5. Lietuvos matematikos rinkinys, IX-4
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LES CONDITIONS POUR LA REPRESENTATION DES FONCΠONS 
PAR LES SERIES D’INTERPOLATIONN. Nasekovskaja
(Resume)On ėtablie des conditions nėcessaires et des conditions süffisantes pour la representation d’une fonction analytique f(z) par une serie

∞ n

n=0 v=loil {λv} est une suite de nombres complexes,


