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НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙА. Бикялис1. Работа посвящена исследованию поведения многомерной характеристической функции на Rk и применению полученных неравенств для изучения строения остаточного члена в многомерных локальных предельных теоремах.Если функция распределения F(x) fc-мерного случайного вектора | имеет плотность g (х), то полученные С. Μ. Садиковой условия (некоторые ограничения на плотность g(x)) [1], достаточны для степенного убывания модуля характеристической функции f (t) случайного вектора ⅞ при || 11∣→∞; || 11| — длина вектора teRk, Rk — евклидовое пространство. При этом, она решила задачу для распределений, сосредоточенных на некоторых поверхностях.Здесь мы продолжим исследование в этом направлении, только при других условиях. Предположим, что случайный вектор ξ имеет конечные моменты второго порядка и невырожденную ковариационную матрицу V. Отдельно рассмотрим два случая: 1) ⅛ имеет плотность g(x), ограниченную константой С; 2) I является решетчатым в Rk.2. Обозначим: tVt' — квадратичная форма, соответствующая И; | А\ — определитель матрицы Л; (t, х) — скалярное произведение векторов t, xeRk∖ t' — вектор столбец; V~1 — матрица, обратная матрице К; V — транспонированная матрица, Р — вероятность указанного в скобках события.Лемма 1. Если | имеет плотность, ограниченную константой С, и 
невырожденную ковариационную матрицу, тоf., _____________<tκf> ((⅛-i)∣∣)*∕()'-exp∣ 27 cιιr∣(8π)⅛4*-i( 2π+y⅛-yτpp)>

Замечание. При k=∖ получаем известное одномерное неравенство (см. [2-4]).Из формулы (10) работы [5] и формулы (1) немедленно вытекаетТеорема 1. Если ξ удовлетворяет условиям леммы 1 и имеет конечные 
моменты s-того порядка (s>3), то для плотности р„ (х) суммы

kS, = ⅛Σ ⅛-M⅛)
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независимых случайных векторов ⅛, ξ..............с одним и тем же распре
делением случайного вектора | имеет место асимптотическое разложение

s~3
p,(×)- ∑ (v^Yλ∙(-φ)W ∣≤

7=0 ' V " '

2« (7-1) Г β,Л г(|) УТГГ
k

+ Cn2 exp (п-2) ((⅛-l)ll), 

С" I V] (8π)fc kk~1 (16πβ∕^2+У*У

Здесь Mζj — вектор математичес ких ожиданий случайного вектора 
⅞j, Pt (-φ) (х) — известные функции (см. [5]),βs= sup M∣⅞1-M⅜1,t)∣* , Γ(α) = fu»-1«-“«*/.(Mffi1-Mb, √)≡Доказательство леммы 1. Поскольку для t=0 утверждение леммы тривиально, ниже будем считать, что t≠0.Если р (х) — плотность, соответствующая характеристической функции I f (t) ∣2, то имеемi- (1 —∣∕(2πt)∣2)= ∫ sin2π(t, x)p(x)Jx.я*Пространство Л*  разделим на три не пересекающихся множества

A1= {x : sin2π (t, х) > ε }, Λa={x : sin2π (t, х) <ε, xK^1x'≤r2},Λ3={x : sin2π(t, x)<ε, x∏-1x'>r,}.Для некоторых εHr>0(0<ε≤l, ниже подберемr2=2fc) получаем∫ sin2π(t, х) р (х) <∕x⅞ε J р (х) </хЛ, А,и J" sin2π(t, x)p(x)rfx≤ ∫ p(x)<Zx≤-^- J (xE^1x')p(x)√x =
Л, xr-,x'½rl gk

Здесь I Vtj I - адъюнкт в определителе ∣ V |, соответствующий элементу Λ∕ξiςj. Следовательно,į (1 -∣∕(2πt) ∣a)>ε f p(x)<∕x>ε f p(x)dxj. (2)
Ai AtДалее займемся оценкой интеграла

1= fp(x)Jx
At
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и подбором параметров ε и г. Так как
где
то имеют место следующие соотношения:

Л,={х:2((4> x))<√ε^, xK^1x'≤ra∣⊂
⊂∣xι∣(t, x)-m∣≤-^. m = 0, +1, + 2..............xK-1x'≤ra}.

Матрицу К-1, обратную невырожденной ковариационной матрице И, всегда можно записать в виде произведения двух матриц К и K': V~1 = KK'. Теперь в интеграле I применяем предположение, что р (х) ≤ С, и после этого делаем замену переменных у=хК: (3)∣yr∣(t, ytf-1)-mi≤ , m = 0, +1..............∣∣y∣la≤ra∣.
Рассмотрим случай ти=0. В последнем интеграле с помощью ортогонального преобразования поворачиваем координатные оси так, чтобы гиперплоскость (у, t(-K')^1j = Xr~ стала параллельной какой-нибудь координатной гиперплоскости в новой координатной системе (x1, хt, ...,xt). Получаем

,*J lβ2 II t (K,)~1II

у —
0 1X1

į dxj 1 f dχι∙∙∙ dxi→ dxj+! ■ ■ ■ dxk =
Y~z ∣ιxl∣≤r

V е
2 || t(K9-■ ||

= C0 f (l∙-x^→dxj,
о

⅛-l k
_ С 2(2π) 2 , „ С 2(2π)2где С» = ТкГ‘ (⅛-i)iι для четных k и co = ^[jrj^∙ π(⅛-i)∣∣ для нечетных к. Нетрудно заметить, что

С1*1 для всех к. (4)По определению m имеем ∣m∣≤J^-+∣(t, x)∣+l. Здесь 0<ε≤l и xK^1x'≤r2, поэтому∣(t, x') I ≤]Z tKt') (xK^1x') ≤r]∕ tKt' и ∣m∣≤r]∕tKt' + 2.
(5)
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Пользуясь соотношениями (2—5) и замечая, что ∣ ] =≤ II t (K')~1 И • И tf-1t' II, заключаем⅛-1
z< С У 2∑jP^I (2πr1) 2 ∕r + 

"^ У π (į —1)11 'Так как

1УТи и tKt'≤
(6)-4=\ V tv f )

cy^2TF∣(2πr*) 2 , _ 2⅛
Ул All " ∣λ ,то при ra = 4fc в формуле (4) можно выбрать

V7 = (2- 4±)∣( 3cyw∣(2^P (2÷-i⅜r) )< 1

Ук (*-l)l!При таком выборе ε и г получаем утверждение леммы 1.3. Теперь рассмотрим аналогичную задачу, когда ξ имеет į-мерное решетчатое распределение, заданное на решетке{a+vH∖ vl = 0, +1, ±2, i=l, 2, ..., к},где а — некоторый вектор, а Н — невырожденная матрица, с максимальным шагом распределения А=|Я|.Обозначим: η=¾-⅜ — случайный вектор с характеристической функцией ∣∕(t) ∣a, m — вектор с целочисленными координатами, g — целое положительное число
I ~2 * = { "t"2' ■ - ∙∙ А) ∙ ≤ А≤ ^2 *— ^≤Λ⅛≤4, ~j≤A≤ξ Į,∕(-π,+π)K-l = {(⅛, t2, tk)ff~1 = -π<ξtl≤π,-π≤Γ2≤π, -π≤<t≤π}ι

АI — определитель.Лемма 2. Если ξ имеет конечные моменты второго порядка, то для 
каждого teI(—π, +π) ∕f-1∖ {t : tKt'≤rf}∣∕(t)∣≤exp I —min į- £ r2P { (m, η(tf')"1) =”te ’ <r≤ t

2 2= r(modg), ∣∣η(π,)-1∣∣≤------ !—2У*  dk
Минимум берем по всем векторам7 = (τ^'jΓ' ^)∈7(-π, +π)K→∖{trtKt'≤<∕} 
с несократимыми координатами (ml, g) = l, i=l, 2, к. При этом 1 ≤g≤ l∣d, d — некоторое число.Замечание. При k=l получаем одномерный аналог неравенства (7) (см. [6]).



Неравенства для многомерных характеристических функций 9

Доказательство леммы 2. В равенстве ∣∕(Θ)∣a = 2 cos(v∕f', θ)P{η = v∕Γ}Vделаем замену переменных θ = 2πt∕Γ^1 и получаем∣∕(2πt∕Γ^1) ∣2= cos2π(t, v)P{η = v∕Γ}V
И 4 (1-∣∕(2πt∕f-1) ∣4j= 2 sin2π(t, v)P{η = vtf'}.

Пусть ((t, v)) обозначает расстояние скалярного произведения (t, v) до ближайшего целого числа, тогда∣sinπ(t, v)∣≥2 ((t, v)j = 2 ({-≡-, v) + (t-y , v)^.
Как известно (см. [7], стр. 24), для каждогоt≡'H- 4)∖{-⅛=t"'≤<*}можно найти вектор -≡- c I ≤g≤ 1 /(/такой, чтобы было∣≤√H)∙

Вытекает, что при || v || ≤^2 ]∕ kdlc j∣(t.f.,)∣≤l⅛v∑≤⅛.
gdkII v И — длина вектора с целочисленными координатами. Получаем1 (l-∣∕(2πtff-1)∣2)> 2 sin2π(t, v)P{η = vtf'}>

max 
1 ≤f≤⅛

r2P{η = v∕Γ} =
_1_ г*

Σ Σ
9-,.-r9 (“I« v) В г (mod g)
2<r<! -

Ilv ικ(2∕ kdk)

∑ r2∙P{η = v∕Γι(m, v)≡r(modg), ∣∣v∣∣ = (2 V fc<∕t) 11. (8)
a af<r4
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Последние соотношения имеют место для заданного t и для выбранных ш и g (m и g зависят от t). В (8) берем минимум по указанным у и в праве утверждать, что (7) имеет место для всех t∈7(-π, +π) ∕∕-1∖{t: tJzt'≤<∕}. Лемма 2 доказана.Докажем аналог теоремы 1 для решетчатых случайных векторов.Теорема 2. Пусть ξ имеет решетчатое распределение с максимальным 
шагом распределения h= |Я| и имеет конечные моменты s-того порядка 
(j>3), тогда для суммы Zn=ξl+ξ,2 + + ⅞n независимых случайных векто
ров ξ11 ⅞2...........1л с одним и тем же распределением как и ξ имеет место
неравенствоI ⅛ Mb-..÷.r)-∑ (1⅛)∙ p.(-f> (^£) ∣≤V = 0

< *- _ferL2 +"2e×p{~("-2⅞ ⅛ Σ r2p{(m,η(tf')→)≡ 
π2 У IK∣ Г (j∙) л 2 i <rs∣

(64β∕^2)t ,1≡ г (mod g), ∣∣η(tf')-4∣⅜ v 2iz-z ∣(. (9)
Минимум по m∣g берем, как указано в лемме 2.Замечание. При 5=4 формула (9) ^с остаточным членом О впервые получена К--Г. Эссееном в [8].Доказательство теоремы 2. Поскольку∫ e'(∙∙<->"∙)a= J при v = m,

/ (—π, +π)H~l IĮ 0 при v≠m,то из равенства
f"(t)= ∑ e'ft"+v"9P{Zn = an + vK,}Vвытекает
P{Zn = an + mH'} = f f"(t)e~l^"+^dt. (10)

∕(-π, +π)tf-*Формулу (10) впервые получил К.-Г. Эссеен в [8]. Имеем
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Оценим разностьr^ ^√∣z--"+""'!-∑(i⅛y
(⅛>* ∕ 1

∣tι(M∣(ξ, D⅛m≈-≈s

⅜)∙'*' 1]
v=0

tΓt,
e-∕(t ,ал+тЯЭ _

f ι1∏∙>⅛4" Į sς-,3 ∕ 1 ∖v (t, βn+mfn-t-P
∑(i⅛)≈'∙+

+ (2π)*  J' (-(V⅛i'+(7⅛i) h^, ∖ { × 

c"'*' s⅛} 

64β≈~2 1

×∕" e-'“- “+“«'> Jt = 7t + 72 + 7s.
Интегралы Ą и 4 оценены в работе [5]:

По лемме 2 получаем следующую оценку интеграла Ą: 
k∣7a∣≤M2 sup ∣∕(t) ∣"^2,

2t<≡7(-π, +π)J7-1ξ{ t∑tKt'≤l ∕(64βj1^2)∣.
Теорема 2 доказана.
Вильнюсский Государственный университет 
им. В. Капсукаса

Поступило в редакцию
3.IV.1969

и
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NELYGYBĖS DAUGIAMATĖMS CHARAKTERINGOMS FUNKCIJOMS

A. Bikelis

(Reziumė)

Straipsnyje yra gautos daugiamatėms charakteringoms funkcijoms dvi nelygybės, kurios 
pritaikytos liekamųjų narių įvertinimams lokalinėse ribinėse teoremose.

TWO INEQUALITIES FOR THE MULTIVARIATE CHARACTERISTIC

A. Bikelis

(Summary)

In this paper two new inequalities for the multivariate characteristic functions are obtained. 
Also these inequalities are used for the estimation of the remainder teπns in the local limit 
theorems.


