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О ГЕОМЕТРИИ НЕКОТОРЫХ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ3. Ю. ЛупейкисНекоторые вопросы локальной геометрической теории систем дифференциальных уравнений второго порядка рассмотрены в работах В. Близникаса [1], [2], А. Кризцтена [4] и др. Из систем дифференциальных уравнений второго и более высокого порядков наиболее глубоко разработаны специальные системы, т. е. системы, разрешенные относительно старших производных. К числу таких систем принадлежат системы дифференциальных уравнений, определяющие геодезические кривые пространства аффинной связности.В работе В. И. Близникаса [2] рассмотрена геометрия систем дифференциальных уравнений, разрешенных относительно частных производных второго порядка, в которых число неизвестных функций больше числа уравнений, а число независимых переменных — произвольное (конечное); в работе [1] приведен новый подход к геометрии систем дифференциальных уравнений любого порядка. В работе А. Кризцтена [4] рассматривается геометрия одного дифференциального уравнения с частными производными второго порядка.В работах [7] и [8] рассматривается геометрия некоторых классов квазилинейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка, не разрешенных относительно старших производных. Получены объекты аффинных связностей.В настоящей работе рассматривается геометрия некоторых систем квазилинейных дифференциальных уравнений второго порядка с частными производными, не разрешенных относительно старших производных. Для рассматриваемых классов определены объекты аффинных и линейных связностей. Объекты кривизны всех полученных связностей могут быть определены таким же образом как и для соответствующих связностей пространства опорных элементов.Работа выполнена теоретико-групповым методом Г. Ф. Лаптева [5].

§ 1. Общие вопросыПусть и Vm — дифференцируемые многообразия, структурные уравнения которых имеют вид
D<ιii = ωfc Λ ω⅛,z,ωZ∙∙∙>.= ∑ p,(°Lj,), ω<Λ-⅛^ 4+1∙.M*+ ω4^ 4...j0* р-1 (1-1)



70 3. Ю. ЛупейкисDΘα = ΘsΛΘ<-,
λθ3i∙∙⅛-∑ pl (į-р)! θ⅛ ■ ∙ ■ ⅛ л θ⅛+1 ■ ∙ ∙ ⅛> r + ®Y л ®ßi ■ ∙ ∙ ⅛ τ> (,∙2) f>=ι
(i, j, к, = 1, 2.............n\ a, β, =1,2................ m).Рассмотрим систему дифференциальных уравнений
hr* (xj, и>, pį) p'α0 + h° (xl, u∖ pka) = 0, (1.3)(а, Ь, =1,2............г),где
∕ ∂χl j ∂tx,

p*~  ди” ’ ⅛ “ ∂∣∕>∂u0Согласно определению, данному в работе [1], систему дифференциальных уравнений (1.3) можно рассматривать как конечные уравнения поверхности пространства m-мерных поверхностных элементов втторого порядка локальные координаты (xl, wα, pį, ⅛0) которых преобразуются следующим образом:x''=xi'(x,j, U*'  = u°∙'(u'), pia- = ^i^p'll,

i' _ ∂xt' ∂uλ ∂tfβ f ∂xi' ∂tιF i
Р«.'»' ∂lfi, Р”° + ∂xi ΛP7∂lfi' p∙ +

∂,xl' Зв” ∂ιfi ,. , .. ,.
+ ∂x∣∂χi ∂tP' ∂∣β'p∙j,*-  ( ∙4)Потребуем, чтобы структура системы (1.3) не менялась при следующих преобразованиях (det || Aį ∣∣ ≠ 0):3≡⅛a=o,где H“ — левая часть системы дифференциальных уравнений (1.3), а группа 

GL (r, R) матриц || А“'\\ имеет структурные уравнения
DΘ% = Θcb∕∖Θac. (1.5)Система функций А-“9 и A“ определена в пространстве m-мерных поверхностных элементов первого порядка К^„, являющемся подпространством пространства Таким образом, если на пространстве K^m задана поверхность, определенная системой (1.3), то она определяет в пространстве JC<υm дифференциально-геометрический объект следующей структуры:

.α, ∂xi ∂uτ' ∂∣√β' 
a ∂x'' ∂ιA ди^

h”' = Aįh”-Aįh^(^-, 

∂tx" l ,\
+ ∂x∣∂xJ ∂x∣'p°p4 '

∂lA' ∂ue" ∣c 
ди” ⅛τ Р”+ (1-6)при этом xi, ua, ⅛ являются первыми интегралами вполне интегрируемойсистемыωi = 0,Θ*  = 0,

≡ Фи+P⅛>k-P,t>Θu = 0∙

(1.7)
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Структурные уравнения пространства Jζjl', имеют вид (1.1), (1.2) иZ>Θi = Θ≡лΘ⅛ + (⅜л<4 + 0* л0įT+ ωfc Λ0it, (1.8)где Θiτ= -∕,(Sθζτ∙ ΘLj=Pfafkj.Геометрия системы дифференциальных уравнений (1.3) (имеется в видугеометрия поверхности n + m + nm+"m^ + ^-r измерений n+m + nm +

+ ∏m(m + l) _мерН0Г0 пространства эквивалентна геометрии пространства Λ'<l,m с заданным дифференциально-геометрическим объектом (A°σ0, ha), который будет играть роль фундаментального объекта этого пространства. Геометрией пространства K[l>m с фундаментальным объектом (A)ra0, А°) называется совокупность инвариантов и инвариантных операций, построенных при помощи объекта (Aj“0, A“).С целью применения метода Г Ф. Лаптева заменим конечные законы преобразования (1.6) дифференциальными уравнениями. Оказывается, что система дифференциальных уравнений объекта (А)“0, А0), определенного на имеет вид V А?»0 = A⅛a0ωt + A⅛α0Θα + Aj⅛i°0J,VA» + А)»0 (Θ⅛ -4‰) = h°k<S + AgΘ0 + А??0* (1-9)с дифференциальным продолжениемvft□α0 -⅛o≈Bω4 _ A⅛⅛(,ωJ. = A$W + ⅛∞0Θ∙> + Ag⅛"Θ*,  vA→ + Af∙0Θ≈o + Afτ00j _ Af"t0*p⅛  = A‰0ωk + A⅛0* +hffiΘk,

V⅛- h^plγΘ^ + A⅛¾∕>⅛<4, - Af,⅛sα∕⅛<4,t + Λ⅞-0ζ4 = = Aζ√+Aζσθ∙+A¾0ζ,V Ag - A⅛Θ!r0⅛ - AfV‰ - Agli¾'ω)t - A°¾ = = Agj√+AgτΘ*  + Ag* 4Θ⅞,VA“? - A,⅛⅛!r0⅛ - AΓ 00¾ - Aβ0⅞^ω', - 2AΓ⅛4⅛ = = A¾ω> + A¾0*  + A¾0⅛. (1-Ю)Оказывается, что исследование дифференциально-геометрического объекта (Af,0, A“) в общем виде затруднено (это видно из (1.10)), поэтому в настоящей работе рассмотрены отдельные классы систем дифференциальных уравнений вида (1.3).
§ 2. Геометрия одного квазилинейного дифференциального

уравнения второго порядка с частными производнымиВ этом случае дифференциально-геометрический объект (А?0, А) удовлетворяет системе дифференциальных уравненийV А?0 = Aj∙0ω> + A⅛iΘγ + hffi&į, 
dh + h↑ti (0į0 - A⅛0iy) = A1ω' + Aa0a + h~!jQ>yс частичным продолжением

(2.1)(2∙2)
(2.3)



72 3. Ю. ЛупейкисРассмотрим тензор hi^. Если n=''l<'l^+1> , то данный тензор можем рассматривать как квадратную матрицу (перестановка (α, β)-номер строки, i—номер столбца). В этом случае, если det ∣∣ hf*  ∣∣≠0, можем говорить о суще- 
*ствовании тензора hζ9, который вместе с данным тензором А?0 удовлетворяет соотношениямA'0Af0 = δ{. (2.4)Из работы А. Е. Либера [6] непосредственно следует, что для симметричных по индексам аир тензоров А?0 существует относительный инвариант (см. теорему на стр. 445), если Тогда на основании доказательств,приведенных в работе [6] (см. стр. 420), можем утверждать о существовании*.тензора Aį0, удовлетворяющего тождествам

⅛9AΓ=λ8J,AieA70 = mδJ. (2.5)Для случая n=(",2 ')-1 искомый инвариант строится явно, а именно, компоненты тензора А“0 располагаются в виде матрицы, строки которой состоят из компонент при фиксированном i. Совокупность определителей и-го порядка этой матрицы является совокупностью компонент связующей тензорной плотности Zs0, и искомый инвариант есть Det (Zα0).Для n = таким инвариантом служит определитель, составленныйиз всех компонент тензора А?0.1Определим объекты аффинной и линейной связностей пространства т-мер- ных поверхностных элементов для некоторых классов систем дифференциальных уравнений.« ~ 'm(m+l)1. Если т<п, п = ——- f то, свертывая систему величин, удовлетворя-*ющих системе дифференциальных уравнений (2.3), с тензором Aj0 получимV ‰Λf70) - β⅛ ≡ 0 (mod ω', Θ*, Θ≡), (2.6)где 2⅛ = δ(δf + ‰A70χ. (2.7)Полагая, что det∣∣2⅛∣∣≠0, можем говорить о существовании тензора 2į’„ который вместе с данным тензором β⅛ удовлетворяет соотношениямβ⅛β⅛ = 8,⅛ (2-8)Из формул (2.6) и (2.8) следует, что система величинГ?; = еЖ0А50 (2.9)является объектом аффинной связности, соответствующим формам
ωj = ωj+ ΓJkωt, (2.10) и охватывается первым дифференциальным продолжением подобъекта А“0
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Система величин
X⅛ = Γ⅛Pi, (2-11)удовлетворяет системе дифференциальных уравненийVΛΓ⅛t-Θ‰≡0(modωi, Θβ, 0į)и является объектом линейной связности пространства m-мерных поверхностных элементов X*I ,m, соответствующим формам0'=Θ'. + lV'*ω t, (2.12)с тем же порядком охвата.Рассмотрим систему функцийKSP = AJ⅛i. (2.13)которая, на основании формулы (2.3), удовлетворяет системе дифференциальных уравнений- (Af⅛⅛ + Af7⅛⅞) Θik = H%fi>k + Я?Д©т + Hffiβk, (2.14)где
⅛I. = <Sγ + AJ¾p4. (2.15)*Свертывая систему величин (2.13) с тензором ΛJs и учитывая соотношения (2.5), получим систему функций, удовлетворяющих системе дифференциальных уравненийV W<‰) - Q'lfΘ'pk≡ 0 (mod ω', 0“, 0į), (2.16)где
Qt = 8'M + ⅛Wrt- (217)Если det II β)*∣∣≠0,  то можем предполагать существование тензора Qpr, причем удовлетворены соотношения типа (2.8). Свертывая систему величин, * удовлетворяющих системе дифференциальных уравнений (2.16) c Qįr, получим vyj, - % = Ns<,plfi>k + W⅛γ0τ + Nζ'p.kQk, (2.18)где система величин
Nlp = H%h⅛⅛, (2.19)является объектом линейной связности, соответствующим формам типа (2.12) и охватываемым первым дифференциальным продолжением подобъекта Л“е, причем = + ⅛ + ⅛S,⅛β".I. (2.20)Система величинr⅛ = ⅛∙'∙ (2.21) является объектом аффиной связности, соответствующим формам типа (2.10) и охватываемым вторым дифференциальным продолжением подобъекта Λ∙β. Из формулы (2.20) видно, что объект аффинной связности (2.21) содержит объект аффинной связности (2.9).



74 3. Ю. ЛупейкисАналогичные расчеты проведены и для случая lj. В этомслучае тензор βf*  имеет видβ^ = mδ)δf+A⅛A⅛rp*. (2.22)Таким образом, доказана теорема.
Теорема 1. Если r=l, n = -γ^ или 1) и det || (⅛∣∣≠0, то

всегда существует объект линейной связности (2.19), определенный 
формами вида (2.12) и охватываемый первым дифференциальным продол
жением подобъекта А“0. Дифференциальное продолжение объекта (2.19) 
дает объект аффинной связности (2.21), охватываемый вторым дифферен
циальным продолжением подобъекта

Замечание. Объект аффинной связности (2.9), полученный непосредственным свертыванием системы величин AJ0, удовлетворяющих уравнению *системы (2.3) с тензором А;в, охватывается первым дифференциальным продолжением подобъекта А,“0 и входит в состав объекта аффинной связности (2.21).2. Если Aj,0 = AJ0(x7, uγ), то система дифференциальных уравнений (2.1) примет видVA∙t0 = AJ0ωj + A"0Θτ,
dh + А?0 (Θj,e -p⅛Θit) = A1∙ω, + AαΘα + Aτ,Θi,, (2.1')а ее частичное продолжение даетV«? - A°0ω⅛ ≡ 0 (mod ωi, Θα),VAf0 + Aj0Θjγ + A"Θ0γ ≡ 0 (mod ω', Θ∙). Рассмотрим систему функций (2.23)
я?5=а?м, (2.24)удовлетворяющих системе дифференциальных уравненийVH?? - A≡0Θ< = + H‰Θ" +Так как для тензора А“0 при n=m<∙m^^- сущ *существует тензор A'0, удовлетворяющий равенствам (2.4), то, свертывая систему величин (2.24) с*тензором А'в, получим систему величин

Nlyj = N'γj(xk, ««, pi), (2.25)которая является объектом линейной связности пространства Λ'<l,m., охватываемым первым продолжением подобъекта А?0 и удовлетворяющим системе дифференциальных уравнений
Частичное продолжение объекта линейной связности (2.25) дает объект аффинной связности (2.26)
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Объект аффинной связности ΓJt может быть получен непосредственным свертыванием системы величин ∕⅛s (удовлетворяющих первому уравнению*системы (2.23)) с тензором A's и с учетом соотношения (2.4). Оказывается, что таким образом полученный объект аффинной связности совпадает с объектом аффинной связности (2.26) и охватывается первым дифференциальным продолжением подобъекта Л’в.Аналогично находится объект аффинной связности типа (2.26) при m<n≤ ≤(,"j') и имеют место вышеуказанные совпадения объекта аффинной связности вида (2.26) и объекта, полученного непосредственно из первого уравнения системы (2.23).Сравнивая выражения (2.21), (2.9) и учитывая формулы (2.13), (2.15) и (2.20), получим условие для совпадения связностей (2.21) и (2.9):(Λζ¾A⅛ + AJ¾.t) ⅛ + <A⅛⅛t = 0.Из этого условия следует, что для совпадения объектов аффинных связностей (2.21) и (2.9) достаточно, чтобы было удовлетворено условие Л’в = 
= (xj, u∙<).

Примечание. Оказывается, что в данном случае можно построить обобщенную аффинную связность пространства Λ'J,llm, соответствующую формам ωj = ωj+Γ∫tωt + CjαΘ1. (2.27)Известно, что для того, чтобы эта связность существовала при заданном объекте аффинной связности (2.21), необходимо и достаточно чтобы система величин C}α была тензором, т. е. удовлетворяла системе дифференциальных уравненийVC-α≡0(modω', Θα, Θ,α). (2.28)Для отыскания тензора C'α рассмотрим тензор5⅛ = A⅛⅛¾¾ll∙ (2-29)Свертывая полученный тензор по любому индексу х или β и по любому нижнему индексу ε или μ (так как в данном случае имеет место симметричность по верхним и по последним двум нижним индексам), получим тензор 
SJb , свертывая который с тензором получим искомый тензорC4 = 5⅛p', (2.30)удовлетворяющий системе дифференциальных уравнений (2.28) и охватываемый вторым дифференциальным продолжением подобъекта А?в.

§ 3. Случаи r = m и л=——-Рассмотрим некоторые частные случаи систем дифференциальных уравнений (1.3).I. Рассмотрим тензор= (3.1) 
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удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийVX^ = Xj⅛- + X^Θτ + X⅛τΘ⅞∙ (3.2)с дифференциальным продолжениемVX⅛0-^f⅛ω't≡O(modω', О’, ©į),V%?/ + Xα°θ0f-⅛XθJτ≡O(modω', О’, Oį), vx⅛τ≡0 (mod ω', О’, Oį). (3.3)Если r = m, т<п, то для тензора Х“0 можно построить (при условии*det II X,,0J∣∣≠O) обратный тензор A,o0, удовлетворяющий условиям jLxo0=δ0.Так как второе уравнение системы (3.3) можно переписать в видеVX^-(-X∞δ0 + X⅛σX)05γ≡O(modωi, О’, &į),
*

то свертывая систему величин X“0 с тензором Λ,oτ, получимV (XoτX°0)-Π⅛0'γ≡O(mod ωi, О’, Oį), (3.4)где ΠJ=-⅛ + AτY⅛. (3.5)Если det II П?01∣≠0, то для тензора I⅛0 существует такой обратный тензор *∏∣⅛, что имеет место равенство∏τ"0l⅛ = δ2δ°. (3.6)Из (3.5) и (3.6) следуетуГ’т — θj(γ≡ 0 (mod ω', О’, Oį),где Γ^ = J⅛0⅛ (3.7)является объектом аффинной связности, охватываемым первым дифференциальным продолжением подобъекта Л?’0 и соответствующим формамO5 = 0g+Γjrθr. (3.7')Свертывая систему величин (3.7) с тензором X, получим величиныC=~riX (3.8)удовлетворяющие системе дифференциальных уравненийVΛfjlγ-θilγ≡0(mod(ωl, О’, Oį),т. е. являющиеся объектом линейной связности пространства охватываемым первым дифференциальным продолжением подобъекта Л?’0. Эта связность соответствует формамθ'a = θi + Λ∕il3θ0. (3.8')Заменяя формы 0J и Oį формами (3.7') и (3.8') в первом дифференциальном уравнении системы (1.9), получим<∕Λ°a0 - A),a0ω) + Λfa00g + Af0<=⅛ + Afaτθ0 == Λ⅛ 0ωfc + (vγAΓe) θγ + ⅛°50γθ', (3.9)
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где
= h%<i + AΓβΓjγ + A∞τ∏γ - AfJ^M4τ. (3.10)Из второго уравнения системы (1.10) и из систем дифференциальных уравнений объектов (3.7) и (3.8) следует, что система величин (3.10) является тензором.Рассмотрим тензор77" = VβA°α0. (З.И)удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийуЯ“ = H%ωj + ff⅞αΘ∣5 + Я““е0'рс частичным продолжением

VH%-{HFSf + HH⅝)ωkj≡0(mo<iωl∙ 0α∙ θ≈)∙ (3.12)Из работы В. И. Близникаса [3] известно, что при m = nr или m< пг для*тензора Htf*  можем предполагать существование тензора Я'ав, связанного с данным тензором следующими соотношениями
HlaaH^ = >nrSj,

H⅛Hfa = nr3%, (3.13)
*1

Hlb,H^ = mn3ab.Так как в нашем случае г=т и т <п, то необходимое условие m<nr всегда будет выполнено, т. е. возможно предположение существования тензора Я^. *Свертывая систему величин Hff с H* 1 и учитывая (3.13), получимV(H^)-ΠfMy≡0(modω', 0“, 0Į), (3.14)где
∏⅛ = mri∣S∣ + HsmHff⅛. (3.15)*Если det II Π∣I, ∣∣≠0, то для тензора П/*  существует такой тензор П™, что имеют место равенства типа (2.8).Из (3.14), (3.15) и (2.8) следует, что система величин= (3.16)удовлетворяет системе дифференциальных уравненийVΓ∣J-ωJ∙≡0(modω', 0α, 0f,),т. е. является объектом аффинной связности, соответствующим формам типа (2.10). Полученный объект аффинной связности охватывается вторым дифференциальным продолжением подобъекта А?“3.Свертывая объект аффинной связности (3.16) с тензором , получим объект линейной связности пространства K<,l,m.
Nm — Γmnn7v <xj — l njPat (3.17)
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соответствующий формам (2.12) с тем же порядком охвата, что и объект (3.16).Наличие аффинной связности (3.7) и (3.16) индуцирует линейную связность пространства K<',m ((3.8), (3.17)) со вторым порядком охвата подобъектом А““0, соответствующую формам⅛ = 0'α + ΛTitω*  + Λ∕⅛i00. (3.17')Итак, доказана теорема.
Теорема 2. Если r=m, m<n, det || Λ,°0 ∣∣≠0, det ∣∣ ∏°e0 ∣∣≠0 и det || ∏f*  II≠О, 

то внутренним образом индуцируются аффинные связности (3.7), (3.16), 
охваченные соответственно первым и вторым дифференциальным про
должением подобъекта и линейные связности пространства Kî m (3.8), (3.17) соответственно с тем же порядком охвата.2. Если n = E^m.±D-' то тензор Aj“0 можем рассматривать как квадратную матрицу (i—номер строки, перестановка (а, а, β) — номер столбца). Тогда для тензора Af,0 можем предполагать наличие обратного тензора A⅛, причем ‰AΓ0 = δ7∙Рассмотрим систему функций А““0 pjr, удовлетворяющих системе дифференциальных уравненийV(A"⅛<)-(AΓβ8!+Ar* 0⅛!,)Θ⅛≡O(modω', 0«, 0į). (3.18)*Свертывая полученное выражение с тензором ∕⅛β0, имеем выражение AJβμρZr ×*
× A‰b, удовлетворяющее системе дифференциальных уравненийV(A⅞a⅛<A‰e)-Λf^θ(⅛≡0(modωi, 0“, 0į), (3.19)где Λ∕ζ! = δζ8!+AζαsA¾0⅛'. (3.20)Если dėt И Mį: ∣∣≠0, то для тензора M,k,i можем определить такой тензор *Λf⅛j, что имеют место соотношения (2.8). Из (3.19) и (2.8) следует, что система величин = (3.21)является объектом линейной связности пространства K^m, соответствующим формам типа (2.12) и охватываемым первым дифференциальным продолжением подобъекта Afa0. Его дифференциальное продолжение дает объект аффинной связностиΓk = ⅛‰ (3.22)соответствующий формам типа (2.10) и охватываемый вторым дифференциальным продолжением подобъекта А?“0.Необходимо заметить, что, свертывая непосредственно систему величин,* удовлетворяющих первому уравнению системы (1.10), с тензором A⅛,s и пред
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полагая невырожденность тензора (3.20), получим объект аффинной связности Γ⅛ = A‰AJ-0M⅛, (3.23)охватываемый первым дифференциальным продолжением подобъекта А?10. Наличие объекта аффинной связности (3.23) дает объект линейной связности
N⅛ = Γ"mjPΖ- (3.24)Заменяя формы ω' и 0į формами ωj и 0į в третьем уравнении системы (1.10), получим тензорV⅛AΓ5sα = A⅛o - ⅛∞⅛,γΛf'γt - A^0"Γ{4 - hff°Γ'jk.Тогда существует тензор¾ = (vΛJ0ηA‰),удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийv#?,=H°kjl<J+H°kj,gp + tf⅞ηθi, 

(3.25)
(3.26)

и частичным продолжениемVtffj14-H^ + K⅛⅛')0⅛,≡O(modω', Θ", 0į). (3.27)На основании теоремы (см. [6], стр. 455) для тензора H%l существует тензор 
Hkj и такой, что справедливы соотношения вида (2.5). Из (3.27) и вышесказанного следует, чтоV(^⅛⅛2jα)-A⅛≡0(modω', 0«, ©J, (3.28)где

Rt° = - nδ0δ° + Hkl∣Htf,pi,. (3.29)Если det II Я0? ∣∣≠0, то для тензора Я0; можем предполагать существо- *вание тензора и из последней системы дифференциальных уравнений следует, что система величинΓZ, = ⅛⅜'¾ (3.30) является объектом аффинной связности, соответствующим формам типа (3.7') и охваченным дифференциальными продолжениями подобъекта А“’0 порядка не выше третьего (если использована связность (3.23), то охват второго порядка). Система величин
M⅛=-V⅛⅛ (3.31)определяет объект связности, соответствующий формам вида (3.8') с тем же порядком охвата.Замечание. Возможно непосредственное построение объекта связности Тогда объект аффинной связности Γje получается продолжением объекта Λ∕is, но порядок охвата объекта Γ¾ подобъектом А,“0 повышается.Итак, в данном случае существует обобщенная связность, соответствующая формам вида (3.17')-Таким образом, доказана теорема.
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Теорема 3. Если п = , jet ii ⅛∞∣s ii ≠о, det ∣∣ Mak,i|| ≠ 0 и det || Я3“ || ≠≠ 0, то существует обобщенная линейная связность пространства K,n'1m ((3.24), (3.31)), линейные связности (3.24), (3.31), охватываемые соот
ветственно дифференциальными продолжениями первого и второго поряд
ка подобъекта hf9 и индуцирующие аффинные связности и Γjβ с по
рядком охвата на единицу выше.Имеет место и обратное утверждение: существуют аффинные связности Γ√ι и Γ¾, охваченные соответственно дифференциальными продолжениями первого и второго порядка подобъекта hf1'i, которые индуцируют обобщенную линейную связность (Nikk,

§ 4. Случай Afα3 = A j“3 (xiur)Если А?“3 = А?“3 (xl, и<) и ha = ha(xi, Щ, pζ), то система дифференциальных уравнений (1.9) примет вид∖∕A"αβ = A⅛* 3ωt + A°°3Θγ,V А» + АГ3 (Θ,.β -p'eΘi,) = hk<ak + AgΘ3 + A⅛(⅛ (1.9')а первое, второе и последнее уравнения системы (1.10) примут вид
vA,^3- A→ω⅛ = A⅛fω'+A⅛Θγ,VA?“3 + A?‘30“Y + Afβ*Θ 3r = A⅛αj3ω' + А“3©’, (4.1)VA?J - AΓ3Θ¾ - 2AΓσPαω't = A%ω'+ h∙‰Qx + hTlQ,y-

1. Если иг= m^+1) ι то на элементы тензора А?“3 можно смотреть как на квадратную матрицу (перестановка (α, β) — номер строки, (?) — номер столбца). Будем рассматривать случай невырожденной квадратной матрицы (A=det II A∣β3 ∣∣≠0). В этом случае рассмотрим величину
H=ha (а — рациональное число).Если Н является относительным инвариантом веса (λ, μ, v), то√lnH+λωJ + μΘ≈ + vΘ2 = H∙,ω' + ¾Θ≈. (4.2)Рассмотрим величины
*l δi∏H

∂h^ ’которые образуют тензор и удовлетворяют системе дифференциальных уравнений V⅛.e = ⅛<.αβkωt + ⅛.eγθτ∙ (4∙3)Так как dlnK= ¾αβ<∕A,∞3, то в силу первого уравнения системы (1.9') и (4.2), подбирая соответствующим образом а (при α = m), получим следующие равенства:⅛aβAr3 = mi⅛⅛,A‰A,t≈3 = m⅛¾AUAΓ3 = ∏mrδJ. (4-4)
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Рассмотрим систему функций

H^ = h^pi.t,удовлетворяющих системе дифференциальных уравненийV#$B- Λ°lfiΘ⅛≡0 (mod ω', Θ1, Θj,). *Свертывая систему функций с тензором h,aa^ и учитывая равенства (4.4), получим систему величин= (4.5)удовлетворяющих системе дифференциальных уравнений типа (2.18), т. е. являющихся объектом линейной связности пространства К^„, соответствующим формам типа (2.12) и охваченным первым дифференциальным продолжением подобъекта Λf,s. Его дифференциальное продолжение дает объект аффинной связности Γ-t, соответствующий формам вида (2.10) с тем же порядком охвата подобъектом Л“в и Γ,⅛ = Γ)t (х, и).Объект аффинной связности Γ{i можно определить и непосредственно, *свертывая первое уравнение системы (4.1) с тензором h1ali

ΓIk=÷rħ⅛htf. (4.6)Объект аффинной связности (4.6) охватывается первым дифференциальным продолжением подобъекта Λ(",b и полностью совпадает с объектом аффинной связности, получаемым в результате частичного продолжения объекта линейной связности (4.5). Система величин= (4.7)является объектом линейной связности пространства Kî m, соответствующим формам типа (2.12) с тем же порядком охвата.Необходимо заметить, что в этом случае существует объект аффинной связности типа (3.23) и при Л?“в = Л?аВ (x,, ιι',p1.rf, но только в этом случае тензор M%l∣ имеет вид
M^ = n,rψ{ + h^h^p'y,при этом объект аффинной связности, полученный непосредственно входит в состав объекта аффинной связности, полученного в результате частичного продолжения объекта линейной связности.Из последнего уравнения системы (4.1) видно, что двухкратное его частичное продолжение дает тензор h°fflk.Рассмотрим тензор
H7j = h°^°kh⅛, (4.8)удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийvffj⅛ Я J4ω*  + Я J0Θ° + H^kQkaс частичным продолжениемуя?, - (- Я № + Hγ.kp⅛ (¾, ≡ 0 (mod ω', Θ∙, ©į). (4.9)

6. Литовский математический сборник Х-1.
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Так как для тензора Hį требования теоремы (см. [6], стр. 455) всегда выполнены, то можем говорить о существовании тензора H⅛, связанного с данным тензором Нц соотношениями вида (2.5). Свертывая систему величин с тензором Я((, получим
*где (4.10)

R&= -ns^+H^Hγllpka.Если det II Λg( ∣∣≠0, то для тензора Λgζ можно предполагать наличие такого тензора R“/į, что действительны соотношения (3.6). Из (4.10) и ранее сказанного следует, что система величинΓ‰ = j⅛⅛Jσ (4.11)образует объект аффинной связности, охватываемый третьим дифференциальным продолжением фундаментального объекта (А“е, ha), причем Γ⅛ = Γ‰ х × (xi, uα, pį).Система величин (4.12)является объектом линейной связности, соответствующим формам типа (3.8'), с тем же порядком охвата.Итак, доказана теорема.
Теорема 4. Если nr= ",1^+11 j Λ = det ∣∣ A"β ∣∣≠0 и det ∣∣ R|| ≠0, то су

ществуют объекты связности (4.6) и (4.11), охваченные соответствен
но первым, дифференциальным продолжением подобъекта и третьим 
продолжением объекта (Ajo∙e, А°), а также объекты линейной связности (4.5) и (4.12) пространства Kl̂ m с тем же порядком охвата соответст
венно.2. Рассмотрим случай, когда тензор А,“* представляет прямоугольную матрицу (а — номер строки, перестановка (∙li) — номер столбца) при условии.что r= πm(m + ,) +1 и ранг матрицы ||A,“S|| равен Т1"1!™В этом случае существует такое ковекторное поле т„, компоненты которого удовлетворяют системе дифференциальных уравненийvmo = mo,ωi+mααΘα + m’ lΘj, с частичным продолжениемV⅛ = m’ yω' + m⅛ΘP + n⅛∕->∙⅛,'⅛, = "⅛i∙что система уравненийAJ,α⅝o = 0имеет решение mo=λmα,

(4.13)

(4.15)
(4.16)
(4.14)
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определенное с точностью до скалярного множителя X (его мы будем считать функцией от xi, u“ , pį), причемdλ = λlω' + λnΘα + λ"Θi. (4.17)Продолжая дифференциальное уравнение (4.17), получимVλi - λ⅞Θ'α,=λ0b√ + λfβΘ∣*  + λf.7Θ'β,Vλa - λ⅞Θ!β01 = λ4,ω> + λaβΘ∣> + χβ.j∙Θ⅛,Vλ^ = λ⅞ωj + λ⅞ΘP + λ⅛jΘ⅛, (4.18)причем
λ∣7 = ∖i∙ λaβ = λ⅛n λ¾ = λ⅛!∣. X∣β = λβι>λf.j. = λ⅞i, λ⅞ = λ⅞.,.Тогда функция
F=h°ma (4.19)удовлетворяет условию F=^kF.Так как имеет место второе уравнение системы (1.9') и (4.13). то дифференцируя обычным образом функцию F, получим<∕F=Fjω, + FaΘ', + F⅞Θi, (4.20)где
Fi = haima + hamai,

Fa = hima + hama,,

F^ι = hf!↑ma + h°n⅛.i,причем F, = λFi + λ∣F,

F1 = λF1 + KzF. (4.21)Fσ, = XF∙, + λ*,F.Пространство (∙K¾>m, F), ассоциированное к пространству m-мерных поверхностных элементов Kî m, назовем обобщенным ареальным пространством.Из систем (4.13), (4.14), (4.16) и (4.17) получим формулы преобразования компонент дифференциальных продолжений ковектора ma при перенормировке ковектора ma, т. е. при изменении обобщенного ареального пространства в пучке обобщенных ареальных пространств, определяемом скалярной функцией X: mo, = λ‰ + ∖ma,

mta=lma,+∖lma, (4.22)
maa.∣ = ^kmfa.i + ∖aima.Продолжая дифференциальное уравнение (4.20), получимVΛ - Fa>Θ4< = Fll"j + Fiβθe + F⅛∙Θ⅛,vFa - F⅞Θ,βa = F.yω'+FaβΘ∣s + Fg.j∙ΘVF¾ = F4tiωi + F¾Θe + F¾ Θ'β, (4.23)
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где
Fij = Fji, Fα0 = Fβl, F¾ = F%, Ff0 = Fw,FF> = F% Fj.y = F¾t.Продолжая последнее уравнение предыдущей системы, получимVF?^ - Ff <⅛ - F^ωlj = F* ikωk + F⅛r0τ + F‰Θ⅞,VF¾ + FfiΘ⅞ - F4tlpU∂⅛ = F‰<J + F %γΘ^+F‰θ*,  (4.24)VF¾ = F‰ωt + F‰β-' + F^.kΘkr.Получили, что система величин F¾ является тензором. Используя последнее равенство (4.21), последнее уравнение системы (4.23) и последнее уравнение системы (4.18), получим закон преобразования тензора F¾ при преобразованиях (4.16):F¾ = λF¾ + λ∙, F?,- + λ⅞F⅞ + λ¾F. (4.25)Дальнейшие расчеты будут проводиться для того случая, когда преобразование (4.16) индуцирует конформное преобразование тензора Ftf.j рассматриваемого ареального пространства, т. е. когда
F^.j = λF^.j. (4.26)Из (4.25) видно, что, для того чтобы преобразование (4.25) тензора F¾- при преобразовании (4.16) ковектора т„ было эквивалентно преобразованию (4.26), необходимо выполнение условия λ = λ(xi, u“).Будем рассматривать случай, когда det || FT‰∣∣≠0, где тензор F*ξt  рассматривается как квадратная матрица ((f) — номер строки, ()*)  — номер * 1столбца). Тогда существует обратный тензор F* 0 и такой, что имеют место следующие равенства:F⅛F¾ = 8^. (4.27)Продолжая последнее уравнение системы (4.24), получимVF¾t-F¾ω't-F≈f,ω'l-F¾X,0⅛≡O(modω∙, 0“, Θiα),
vF¾y + F¾Θ"τ + F^.yΘJτ- F"∣⅞.,θ'γ ≡ 0 (mod ω', 0“, 0į), (4.28)yFj¾,.t ≡ 0 (mod ω', 0a, 0į).Свертывая систему величин, удовлетворяющих первому уравнению системы (4.28) с тензором F⅛,, получим систему величин, удовлетворяющих системе дифференциальных уравненийV (⅛f‰) - л/?/ ω't ≡ 0 (mod ω', 0», 0į), (4.29)где
Mff = mSj8f + F%jkFtf.∣ + F‰FΦjpl. (4.30)*Если det II Mff ∣∣ ≠ 0, то, предполагая наличие обратного тензора M'rk, удовлетворяющего формуле (2.8), получи м систему величинΓfi = M⅛F'⅛F‰, (4.31)являющихся объектом аффинной связности, ноf⅛ = I¾ + m⅛λt, λt=½, (4.32)
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т. е. доказали существование связности для каждого пространства пучка ареальных пространств с законом преобразования (4.32) при переходе от одного пространства к другому.Вопрос отыскания общей связности для пучка обобщенных ареальных пространствΛ^=Γ^ + m⅛r⅛ (4.33)сводится к конструированию такого ковекторного поля φt, которое при преобразованиях (4.16) преобразуется по формулеφ4=%-λt∙ (4-34)Выражение= (4.35)г(где О*  — символ неголономной ковариантной производной) при вышеуказанных преобразованиях (4.16) преобразуется по формулеμt = μt-¾λs,где
RI =mF⅛(- hu*Mffi k - ma. (4.36)Если dėt Н R[ ∣∣ ≠ 0, то для тензора Я*  существует обратный тензор Rį, связанный с данным тензором соотношениемΛ^ = ¾∙В этом случае ковекторыф, = μ∣Xпри преобразованиях (4.16) преобразуются по формуле (4.34).Свертывая систему величин (4.33) с тензором y⅛, получим объект линейной связности общий для пучка обобщенных ареальных пространств.Таким образом, доказана теорема.Теорема 5. Если r= πm^+l'∣ + 1, det ∣∣F¾∣∣≠0, det∣∣ΛZЯ*|| ≠0 и det |1 Rsk∣∣≠ ≠0, то всегда существует объект аффинной связности (4.33), охватыва

емый третьим дифференциальным продолжением объекта (h°a°, ħa), об
щий для пучка обобщенных ареальных пространств, определенного с 
точностью до склярной функции λ = λ (x', uα).Используя второе уравнение системы (4.28), аналогичным путем можно получить аффинную связность Λgγ, общую для вышеупомянутого пучка обобщенных ареальных пространств, с тем же порядком охвата.Необходимо заметить, что если λ = λ (ua), то связность (4.31) будет инвариантна относительно преобразовании (4.16). Если λ = λ(xi), то связность Γgτ, полученная таким же путем, как и связность (4.31), будет общей для всех пространств вышеупомянутого пучка обобщенных ареальных пространств.Системы величинM*  = ¼∕<,Λ∕'cιγ----- Λgγ∕⅛ (4.37)
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образуют объекты линейной связности, определенные формами вида (2.12), (3.8') и общие для вышеописанного пучка обобщенных ареальных пространств.Необходимо заметить, что вместо функции F можно рассматривать функцию
M = ^Fi, М = \гМ.Тогда вместо тензора F°^t.j 6yjιgw иметь тензор

а формула (4.25) примет вид
= 7fM* rtj + 2Fλ (λT,∙F⅞ + λ⅞F¾ + F*  (λ.p1.5+λλ¾).Рассматривая случай det || M*f i.l ∣∣≠0, совершенно аналогично получим объекты аффинных связностей, общие для пучка обобщенных ареальных пространств (JCθ>m, М), определенного скалярной функцией λ = λ(xf, uα).

§ 5. О геометрии квазилинейной системы дифференциальных 
уравнений второго порядка с частными производными 
с линейной группой преобразования параметровРассмотрим систему дифференциальных уравнений (1.3) для того случая, когда преобразование локальных координат uα пространства K%>m линейно, т. е. имеет видuβ' = ⅛uα + 61', (5.1)а на преобразование остальных координат никаких дополнительных условий не накладывается. Тогда

∂xi' Λ√a i 
∂xl ∂lfi'p°∙ (5.2)

i∙ _ ∂ixi' öü® ∂∣β i j ∂xF ∂ua ∂ιfi Į 
pW~∂J∂x> ∂^' ∂ιfip*p∣> + ∂xl du“' ∂u^'p^и функции и Л“ преобразуются по закону

⅛r, ЛА ЛА , oα3 
d√' du“ du∣3 ' ’

(5.3)
∂xλ ∂txi' 
∂xr ∂x<∂χj’т. е. функции Aj"e и Л“ представляют дифференциально-геометрический объект (A"s, А“) с подобъектом ∕⅛aβ.Требование (5.1) накладывает условия и на структурные уравнения пространства ЛЗД, являющегося подпространством пространства K^lm, т. е. вместо (1.2) имеемβΘa = ΘιsΛΘJ,T>Θg = Θj(Λ⅛а формула (1.8) принимает вид£0į, = Θζ л 0į + <⅜ л c⅛ + ω' л &м

(5.4)
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Таким образом, конечные формулы преобразования объекта (Λ∕β0, Λα) можно заменить системой дифференциальных уравненийVΛ→=ASFeω' + AftflΘ*  + Ar∕γΘ<, (5.5)V h- -plapj^<Λkv = hak<J + h°®< + A¾0⅞с дифференциальным продолжениемΛΓβω⅛ - A∏βγΘζj = A⅛eω*  + h^&> + AjJ⅛Θ*,V*ff p = Htfv> + A→Θ" + AS⅛Θ*,V А“Вт = A⅛τωt + Aj⅛τΘσ + Af.)¾°0j,V At - AΓ⅛ip⅛ω(j.j - AJ(¾p⅛ω'. - A7Θ'i == Λ⅛ω' + Λ‰Θ<> + Aζ",Θ',V A“ - Aft⅛√βα⅛ = A°,ω' + A^,Θσ + A°7∣Θ(,,VAfJ - 2*r⅛⅛ωij. - ⅛⅛⅛<⅛ = A¾ω'+ A%0° + A^?,0į, (5.6)причем A^s = A¾β, A‰b = AEb, A^<- = A^,Affif = A⅛. A^ = A¾b7, Af5T=A^,At∣ = A⅛> Atσ = A°t, A"1 = A¾, A^σ = AJγ, (5.7)
Частичное дифференциальное продолжение системы (5.6) показывает, что величины Af5βJo, А““Вт, A“J, A"⅛o являются тензорами.Рассмотрим тензор А^в. Введем обозначениеtf," = Aj⅛. (5.8)Тогда имеет место система дифференциальных уравнений

VHt = H^ + H⅛-r + H∙ffit (5.9)с дифференциальным продолжением V¾-(ff∕S∕ + ⅛⅛)ω^≡0(modω', 0∙, 0,α),V№į = 0(mod ω', 0«, 0į), (5.10)Vtf⅛≡0(mod ω', 0“, 0į).1. Если r=n, m<n, тогда тензор Hal можно рассматривать как квадратную матрицу (а— номер строки, i — номер столбца). Естественно рассматривать случай, когда dėt ||H“ ∣∣≠0 (например, Hį = δj,). Тогда для тензора H↑*существует такой обратный тензор Я“, что имеют место следующие равенства: Я(,Я? = 8{,
HibHf = 8i (5.11)
^H,a = Hiaiωi + Hia^ + Hla^. (5.12)Свертывая первое уравнение системы (5.10) с тензором Hla, получимV(⅛^⅛)-Π>{t≡0(mod ω', 0«, ©į), (5.13)
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ГЛ&

Wfi = ^ + H'aHrlΛ. (5.14)*Если det II П ‘į ∣∣ ≠ 0, то можно говорить о существовании тензора П jį и о выполнении равенств типа (2.8). Свертывая систему величин, удовлетворяющих *системе дифференциальных уравнений (5.13), с тензором ∏"l и симметри- зируя по индексам g, к, получим систему величинГ;к = Я'Я?(1П'5)„ (5.15)удовлетворяющих системе дифференциальных уравненийV Γjt — ωjt ≡ 0 (mod ω,, Θα, Θ(t), (5.16)т. е. являющихся объектом аффинной связности без кручения, соответствующим формам типа (2.10). Этот объект охватывается третьим дифференциальным продолжением подобъекта Л“3, а система величин
является объектом линейной связности пространства Kfniim, соответствующим формам типа (2.12), с тем же порядком охвата.Рассмотрим систему величин= (5.17)удовлетворяющих системе дифференциальных уравненийV2⅛-Wδ^rS∕⅞)Θ'1.≡0(mod c∣√, 0«, Θ'). (5.18)*Свертывая систему величин (5.17) с тензором Я„, получим выражение, удовлетворяющее системе дифференциальных уравненийV(⅜∕⅛)-∏Z0'r≡O(mod ω', 0», 0į), (5.19)где Π,J определяется формулой (5.14).Свертывая систему величин, удовлетворяющих предыдущей системе диф- * .ференциальных уравнений, с тензором ∏⅛, обратным тензору ∏÷r', получим систему величинЯ’, = П;?Я^Я“, (5.20)удовлетворяющих системе дифференциальных уравненийV№, - ⅛ = Λ‰ω" + N⅛,<∂-> + Nr∣.kQkr,т. е. система величин (5.20) является объектом линейной связности пространства охватываемым третьим продолжением подобъектаа его частичное продолж ение дает объект аффинной связностиГ& = ^№.», (5.21)охваченный четвертым дифференциальным продолжением подобъекта Afli. Так как∣φl = ⅛ (⅛Λ + HiaH‰p>a + mH'Ji<tk) + ⅛⅛"1
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то из предыдущего равенства и формулы (5.15) следует, что объект аффинной связности (5.21) содержит объект аффинной связности (5.15).Таким образом, доказана теорема.

Теорема 6. Если группа GL (m. R) является группой линейных преоб
разований, r=n и dėt И H“ ∣∣≠0, det ∣∣Π)*∣∣≠0,  где тензоры H“ и ∏jjt имеют 
выражения (5.8) и (5.14), то в пространстве с дифференциально
геометрическим объектом (Af“s, A“) существуют объекты аффинной связ
ности (5.15), (5.21) и линейной связности (5.20).2. Введем обозначение

X?=h$9. (5.22)Тогда второе уравнение системы (5.6) примет вид
уХ? = Xfω1 + X∙%EF + X<ffθ⅛.Продолжая предыдущую систему дифференциальных уравнений, получим VJfJ≈-(ATδf + ^!,⅛β)ω5≡θ(mod ω', 0». ©į),yΛ'°p≡0(mod ω,, Θ', 0į), (5.23)V-V^s≡0(mod ωi, Θα, 0į).На основании работы [3] следует, что в случае m = nr или m<nr для тензора X™ существует обратный тензор, причем имеют место равенства вида (3.13). *Свертывая первое уравнение системы (5.23) с тензором X'a1,, получим сис-*тему величин XlaaXff, удовлетворяющих системе дифференциальных уравнений
y(XlmXF)-R⅛ωk≡0(mod ω', 0“, 0jt),где
Rki = mrδ'k8s, +XlalXff9pfr. (5.24)Если det∣∣Λ()∣∣≠0, то справедливо утверждение о существовании тен- ♦ .зора R'į, удовлетворяющего равенствам (2.8). Тогда, свертывая систему ве- * *личин (A,iβArl(5β) с тензором Rįį, получим объект аффинной связности
ΓSj = ⅛Λi^, (5.25)соответствующий формам вида (2.10) и охваченный вторым продолжением подобъекта А““13. Система величин (5.26) является объектом линейной связности, соответствующим формам типа (2 12) с тем же порядком охвата.Аналогично расчетам пункта 1, рассматривая систему величин

получим систему величин N%k, являющихся объектом линейной связности, охватываемым вторым дифференциальным продолжением подобъекта h“*".  Частичное продолжение полученного объекта линейной связности дает объект аффинной связности Г“у, охватываемый третьим дифференциальным про
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должением подобъекта AJ"β. Оказывается, что, и в этом случае, полученный объект аффинной связности охватывает объект аффинной связности (5.25). Таким образом, задание объекта аффинной связности определяет объект линейной связности пространства Jfθ>m и наоборот, существование линейной связности пространства влечет существование аффинной связности.Итак, доказана теорема.Теорема 7. Если m≤nr, det || У““ ∣∣≠0 и det ∣∣ Rj1s∣ ∣∣≠0. где Xf1 и Rlk,i имеют 
выражения (5.22) и (5.24), то всегда существуют объекты линейной связ
ности Niatl и аффинной связности охватываемые соответственно вто
рым и третьим продолжением подобъекта fφ⅛.3. Если hφ∙b = fφ⅛ (xj, u^r) и h<, = hf, (xi, W ,pij), то система дифференциальных уравнений дифференциально-геометрического объекта (hfa∖ hf,) имеет вид VAfαp = A⅛βωt + A^βΘτ,V А" - AΓ⅛⅛,Θjd = Agωt + AgΘβ + A⅛Θ⅛. (5.27)Продолжая первое уравнение системы (5.27), получимVA⅛β-A°αl3ω{t≡0(mod ω', 0«), (5.28)yA"p≡0(mod ω', Θα). ПИз первого уравнения системы (5.28) для случая πr= m^+ll (когда A=det II Aj“p ∣∣≠0) следует существование объекта связности типа (4.7) и объекта аффинной связности (4.6).Вводя функции вида (5.22) из второго уравнения системы (5.28), после его частичного продолжения, получимVJrj7-XΓω{,.≡0(mod ωf, 0«). (5.29)Проводя расчеты, так же как и в п. 2, при m = nr или m<nr, получим объект аффинной связности= (5.30)В этом случае имеют место все рассуждения, проведенные в конце пункта 2.4. Если г=1, группа преобразований GL (m, R) линейная и А“р = =∕>A⅛0γ (■**>  ω*)  τo после трехкратного продолжения системы величин A,1.βγ получим тензорРассмотрим симметрический тензорαiy=<‰τ, (5∙31)удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийVαy = αυ4ωt +αo∙α0αс частичным продолжением v<⅛-a,7∙ ω!ι-a,,c⅛'1≡0(mod ω', 0a).Если det || au l∣ ≠0, то существует тензор alj, связанный с данным тензором соотношениямиa'talj∙ = δf.



О геометрии некоторых квазилинейных систем 91

Тогда система величин
X*  = ⅛ a° (a∣jt + “л.- - <⅛) (5 • 32)

удовлетворяет системе дифференциальных уравненийyX{t- ω{i≡0(mod ω', Θa),т.е. является объектом аффинной связности, охватываемым дифференциальным продолжением пятого порядка подобъекта Л“9, а система величин
дает объект линейной связности пространства с тем же порядком охвата.

§ 6. Частный случайРассмотрим частный случай системы дифференциальных уравнений (1.3), т.е. систему вида
<x∙ “) J⅛9 + ft"8 <* ’ u> ∂u*  S + “) + μ∙° (х’ “) = 0- <6∙1)Функции А“9, А“9, С)“ и μo преобразуются при преобразованиях (1.4) по следующим законам:

a-∂x^ ди*' ди»'
a дх1’ ди* ди* 1 ’А

_ ,⅛A ла J∙√2 w ⅛i⅛j Аг„е ,6 2)
^° ди* ди» ∂x<∂χJ ∂xl' ∂χl∙ ∂x1' k ’ k ,

, , , Λγ, <3uβ' ∙ ∂⅛σ' ∂u*  ∂ιfi' дх?
,' ~ “ ∂x∣' ди* ' “ диУ ди»' dur ди* ∂x∣' ’μo' = Λ2'μ<-.Поэтому под геометрией системы дифференциальных уравнений (6.1) понимается геометрия пространства K[,Im с дифференциально-геометрическим объектом (А“а₽, Aga0, С?“, μα), удовлетворяющим следующей системе дифференциальных уравнений:уА)“9 = ⅛* 9ωk + Л“90\v⅛gαβ _ ∕⅛tfω* = ⅛∞sω* + й»Р0т,vCΓ-A,-γeΘ⅛ = C^ω,1 + CJ^Θτ, (6.3)yμo = μζω4 + μ°Θτ.Из системы уравнений (6.3) видно, что данный объект охватывает следующие подобъекты: А“9, μ0, (Af9, AJ,9), (Af9, Cf∙), (А“9, Ь**»,  Ср).Из системы уравнений (6.3) непосредственно видно, что при r = m, m<n и если выполнены условия, аналогичные условиям для тензора (3.1), то существует объект аффинной связности Γβτ, охватываемый первым дифференциальным продолжением подобъекта Л?* 9, а также объект линейной связ-
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ности Λf,pγ, охватываемый первым дифференциальным продолжением подобъекта А“0 Рассматривая тензор, аналогичный тензору (3.11), получим объект аффинной связности Г). типа (3.16), охватываемый вторым дифференциальным продолжением подобъекта А““0 и объект линейной связности типа N',k, охватываемый таким же дифференциальным продолжением подобъекта Af,0.Если л=™^±--, то тензор А)“0 можем рассматривать как квадратную матрицу (i—номер строки, перестановка (а, α, ß) — номер столбца). Тогда, предполагая наличие для данного тензора А?“0 обратного, получим объект аффинной связности типа (3.23) и объект линейной связности N'ak типа(3.24),  охватываемые первым дифференциальным продолжением подобъекта А““0. Рассматривая тензор типа (3.26), получим объекты аффинной связности Γgγ типа (3.30) и линейной связности Λ∕⅛γ вида (3.31).Если nr= 1) ι то на элементы тензора А““0 можно смотреть как на квадратную матрицу (перестановка, (α, β) — номер строки, (?) — номер столбца) Предполагая в этом случае наличие для данного тензора обратного, получим объект аффинной связности Γ)i вида (4.6) и линейной связности Nî k вида (4.7), охватываемые первым дифференциальным продолжением подобъекта (Aj"0, Ag10).Объект аффинной связности Г,į может быть получен свертыванием один раз продолженного первого уравнения системы (6.3) с тензором AįaS:Γj∙ = f⅛Ag∙0A‰. (6.4)В результате двухкратного продолжения последнего дифференциального уравнения системы (6.3) получимVμg-μg<⅛≡0,VμSb≡°. (mod ω,, θα) (6.5)V⅛≡°.vμ¾>-μ⅛≡o.причем μ⅛=μ,°, μ⅛=μ∣ta. μ⅛=μ‰∙Если г = m, то для тензора μ° может существовать (при условии det ∣∣ μj ||≠ 0) *обратный тензор μS, что имеет место соотношениеμ≡μ≡ = δ≡. *Тогда, свертывая последнее уравнение системы (6.5) с тензором μg, получим объект аффинной связностиΓ⅞ = μ≡μ⅛, (θ∙6)причем Γ‰ = Γgα, охватываемый вторым дифференциальным продолжением подобъекта μα, а система величинΛ*⅛=-Γ⅛⅛  (6.7)образует объект линейной связности пространства Kil∖im с тем же порядком охвата.



О геометрии некоторых квазилинейных систем 93

Если г=1, то в этом случае справедливы все рассуждения, приведенные в § 2, т.е. существуют все те объекты линейной и аффинной связностей, которые охватываются дифференциальными продолжениями подобъекта Л“3.2. В работе В. И. Близникаса [3] доказано, что при m = nr или при m<nr *для тензора μ°j∙ существует тензор μ°t, удовлетворяющий соотношениям (3.13).Частично продолжив первое и последнее уравнения системы (6.6), получим VμSγ-⅛ω⅛ ≡θ (mod ω''- θ∙),Vμ‰-μ°γ¾≡0 (mod ωi. Θ1)∙ ♦Свертывая первое уравнение системы (6.8) с тензором μjγ, а второе — с тен-*зором μio, получим объекты аффинных связностей без кручения
Γ¾ nr P∙ασ∣j⅛<

= μ=γμ,>γ,

(6.9)
охватываемые третьим продолжением подобъекта μo и соответствующие формам вида (2 10) и (3.7').Так как величины μj, и μ° являются тензорами, то в данном случае величины A" = μ⅛2i. (6.10)Λ'=μ⅛S'тоже являются тензорами, удовлетворяющими дифференциальным уравнениям V⅛, = hfωi + ΛgΘ3,VΛj = Λ(ω' + A⅛Θ3,причем V⅛°≡θ>

va-⅛≡o. (modω'∙θ,) (6∙11)Тогда существуют тензоры
H>i = h↑h{,

H⅛ = ht⅛, частичные продолжения которых имеют видv^fa≡o,VffįsO. (mod θ,) (6∙12)Объекты аффинной связности (6.9) и тензоры (6.12) образуют обобщенные аффинные связности, определенные формами видаω- = ωj + ΓJ4ωfc + ¾Θα, (6.13)Θ5 = Θg + μgγΘτ + tfgfcω*
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Из частичного продолжения первого уравнения системы (6.3) и второгоуравнения той же системы следует, что система величинπgαβ = fcjαβ _/,««& (6.14)является тензором. Рассмотрим тензорXy∞ = 7fJ"⅛⅛, (6.15)удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийVXf» = X%ωk + X^Θ∣3 + A,*⅛Θ⅛  (6.16)с частичным продолжениемV¾α-XΓωJ4-X^¾≡θ(mod <■»', ©i),V^ + XyaγΘ⅞-X^Θ⅛≡0(mod ω', 0«, 0,α). (617)Из ранее сказанного следует, что можем говорить о существовании обратного тензора для тензора X“, если m<nr или m = nr. Свертывая системы величин, удовлетворяющих предыдущим системам дифференциальных урав- *, *нений с тензорами X'm и Xim, получим системы дифференциальных уравненийV(⅛⅛)-∏b⅛≡0(mod <∣√, 0«, 0į), (6.18)
(6.19)V(⅛f⅛>)-∏S0⅞≡O(mod ω', 0«, 0'), (6.20)∏^= -rπδl8" + ⅛A7P∕⅛. (6.21)Если det∣∣Π}J∣∣≠O и det ∣∣ ∏J≈ || ≠ 0, то для данных тензоров П}} и* . *существуют тензоры ∏∙⅛ иП", связанные с данными тензорами соотношениями типа (2.8) и (3.6). Свертывая системы величин, удовлетворяющих диф- * * ференциальным уравнениям (6.18) и (6.20) с тензорами П-į“ и П" и учитывая равенства (2.8) и (3.6), получим объекты аффинных связностейΓ⅛ = Π'⅛Λ⅛T, (6.22)∏β = f⅛‰sX^, (6.23)охватываемые третьим продолжением подобъекта (Λ°αl3, 6Jαp), а система величин

^'<λ = Γ"ltpi,
M⅛=-Γ⅛p>τ (6-24>образует объекты линейной связности пространства λ'∙J,m с тем же порядком охвата.Рассмотрим системы величинV^Γ и VβX∕,, которые являются коэффициентами при формах ωt и Θfl, если в системе диф-
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ференциальных уравнений (6.16) формы ω∫, Θ0 и 0į заменить формами (2.10), (3.7'), (2.12) или (3.8'), определяющими аффинные связности (6.22), (6.23) и(6.24) . Оказывается, что эти величины являются тензорами. Свертывая их с тензором Xlal, обратным тензору X“, получим систему тензоровCgj = X⅛(vΛa"),* г (6.25)c⅛j = xi1(vJrr).Таким образом, объекты аффинных связностей (6.22), (6.23) и тензоры(6.25) определяют обобщенную аффинную связность, определенную формами вида (6.13).3. Рассмотрим случай r=m +1 при условии, что ранг матрицы ∣∣μ⅛ Нравен m. В этом случае существует такое ковекторное поле ma, компоненты которого удовлетворяют системе дифференциальных уравненийVmα = moiωi + moαΘα, (6.26)что система уравненийμ≡ma = 0 (6.27)имеет решение

mt, = λma, (6.28)определенное с точностью до скалярного множителя λ (его будем считать функцией от x∙ и uα), причемdλ = λiω' + λ1Θα.В этом случае существует тензор^αB ИаВ^о» λFα0, ^Ва’удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийV⅛ = ⅛ω' + ⅞βγθτс дифференциальным продолжениемVFαβi ≡ 0 (mod ω', Θα), VFαsγ-Fσ∣3ΘS1.-FαoΘgγ≡0(mod ω', Θα).В дальнейшем будем предполагать, что тензор Fα0 невырожденный, т.е.* * *dėt IĮ Fα0 !|≠ 0. Тогда существует тензор F≈e, обратный тензору Fa0 и Faβ = λ^1Fσβ. Из (6.30) следует, что величина∏γ=∣⅛(F10γ + F0γa-Fγa0) (6.3Вудовлетворяет системе дифференциальных уравненийV ΓIγ - ΘIγ ≡ 0 (mod ω', Θa), причем ⅛=∏γ + G^λll,
К = ⅛ , G% = 1 (8’8S + ⅜δτ - F~Faγ).

(6.29)

(6.30)

(6.32)где
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Вопрос отыскания связности, инвариантной относительно конформных преобразований тензора (6.29), сводится к конструированию такого ковектор- ного поля φγ, которое преобразуется при перенормировке ковектора т„ (6.28) по формулеΦτ = 9γ->⅛∙В качестве такого ковекторного поля могут быть взяты поляtPr=^⅛2^ri(⅛⅛)m-
ггде DJ — символ неголономной ковариантной производной.Таким образом, аффинные связностиΛJγ=I‰ + G7γ<pε,Λjγ=∏τ + G⅛t-*фявляются связностями, инвариантными относительно конформных преобразований тензора Fα0. Эти связности охватываются третьим продолжением подобъекта μ.“.

4. Если r=n+l, т<п и ранг матрицы ∣∣μf∣∣ равен п, то совершенно аналогично определяется тензор

(6.33)

(6.34)

Λy = μM∙ FIJ = *Fljи соответствующие ему аффинные связности (6.35)
Λ⅛ = Γ)t + G⅛, ψΛ⅛ = Γ)t + Ggψ,,ψ (6.36)

инвариантные относительно конформных преобразований (6.35) тензора F,j, где
r⅞ = ⅛ F‘P (pbpl + ⅛ - f>*p)-ψ,=,-⅛f* if(⅛,)'".∙ (6.37)

5. Так как тензоры Fα0l и Fijl при вышеуказанных преобразованиях преобразуются по формуламΛ0i = XFα,÷Xi⅛, (638)Ля=λ⅛+λaFij, * *то, свертывая их соответственно с тензорами Fllγ (пункт 3) и Fik (пункт 4), получим тензоры CJj и C,⅛, преобразующиеся при вышеуказанных преобразованиях по формулам⅛i = CI, + ⅛⅛ = C⅞ + λα⅛, (6.39)
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Из предыдущих равенств следует, что для ковекторных полей вида (6.33) и (6.37) существуют тензорыΛrfα = C⅛+δ⅛s,Λα.=cji+δj(ψi, (6.40)инвариантные относительно конформных преобразований соответствующих тензоров Fij и fs∣j.Итак, аффинная связность (6.34) и второй тензор (6.40) для случая r=m+1, а также аффинная связность (6.36) и первый тензор (6.40) для случая r=n+l образуют обобщенные аффинные связности, определенные формамиω} = ωj + Λjftωfc + 77}αΘσ,
ф<⅜ = <¾+Λ⅛Θ*+Mbω'*и формами вида (2.27), инвариантные относительно конформных преобразований соответственно тензоров Fij и Fσ3. Эти связности охватываются третьим продолжением подобъекта μo.6. Если r=m=l, а л —любое целое число, то имеем одно обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка. Дифференциально-геометрический объект (Λ1, bij, ci, μ) удовлетворяет системе дифференциальных уравнений V¼ = Λ0ω<V⅛-⅛<⅛ = ⅛ω*,VCi = Cij.ω<

dy. = y-i<j½i.с частичным продолжением
^hij-hιω'ij = hijtωk.В случае, если hij≠bij, то существует тензор
X∣J Ьц,удовлетворяющий системе дифференциальных уравненийV¾ = ⅛ωt.Предполагая det || Λrjj ∣∣≠0, всегда можем определить объект аффинной связ- ности
Γrik= ⅛ X'r(X∣jk+Xju-Xuj),определяемый компонентами второго продолжения подобъекта (hi, bij), при-*чем тензор Xi' является обратным для тензора Xir. В заключение выражаю глубокую благодарность постановку задачи и помощь при ее решении. В. И. Близникасу за
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7. Литовский математический сборник Х*1.
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ANTROS EILĖS KVAZΓΠESINIU DIFERENCIALINIŲ LYGČIŲ SISTEMŲ 
SU DALINĖMIS IŠVESTINĖMIS GEOMETRIJOS KLAUSIMU

Z. Lupeikis 

(Reziume)

Straipsnyje G. Laptevo metodu nagrinėjami antros eilės kvazitiesinių diferencialinių lygčių 
sistemų su dalinėmis išvestinėmis*r,(-∙ -⅛)s½÷÷

(i. j, . = 1, 2, . . ., n; a, β, . . = 1,2, . ., m; a, b, .. = 1,2, . ., r) (1)

........ , m(m+l) . (m+l∖ rm(m+l)geometrijos klausimai, kai r=l, n=—; r = l. m<π<l g l;r=m;n=------- g------- ;
nm (m + 1) ,r=-------------- + 1; r = n; m<nr.
Atskirai išnagrinėti aukščiau nurodytų atvejų geometrijos klausimai, kai funkcijos ΛJ,αli 

priklauso tik nuo x∙>, uγ ir kai parametrų ιfi, transformacijų grupė yra afininė.
Diferencialinių lygčių (1) sistemos geometriją suprasime kaip pirmos eilės /и-mačių pavir

šinių elementų erdvės X<,ζ1 (xf, u®, su fundamentaliniu diferencialiniu-geometriniu objek

tu (A°al∖ ha) geometriją.
Minėtiems atvejams surasti afininio ir tiesinio sąryšio objektai ir nustatyta tų objektų aprė

pimo fundamentaliniu diferencialiniu-geometriniu objektu (Aaa*3, ∕ιa) eilė.

ÜBER GEOMETRIE DES QUASILINEARISCHEN SYSTEMS DER PARTIELLEN 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG

Z. Lupeikis

(Zusammenfassung)

In dem vorliegenden Artikel wird mit Hilfe der Methode von G. Laptew die Geometrie des 
quasilinearischen Systems der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
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behandelt, wenn r=l,
m(m+1)

2
r= 1, m<n< ("Г)= rm (m +1)r=m', n=------s-----'

m<nr.

Speziell sind die obenerwähnten geometrischen Fälle behandelt worden, wenn die Funktio
nen nur von χi und uγ abhängen.

Für diese Fälle sind Linear- und AfΓinzusammenhangsobjekte Γestgestellt worden.




