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ОБ ОДНОМ КРИТЕРИИ МАРКОВОСТИ ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВБ. ГРИГЕЛИОНИС1. В настоящей работе будет доказан один специальный критерий марковости для случайных процессов с непрерывным временем, удобный для приложений в статистике частично наблюдаемых случайных процессов. В частности, пользуясь им, можно устанавливать марковость и достаточность определенных систем статистик от наблюдаемых случайных процессов с условно независимыми приращениями. Аналог этого критерия и его приложения в случае случайных процессов с дискретным временем получен в работе автора [1].В п. 2 приведены необходимые определения, формулировка и доказательство исследуемого критерия марковости, а в п. 3 рассмотрены некоторые примеры.2. Рассмотрим случайный процесс (X (г), r≥0), принимающий значения в m-мерном евклидовом пространстве (Stm, SSm), определенный на вероятностном пространстве (Ω, S', Р).Обозначим S', — наименьшую о-алгебру, порожденную случайными величинами X (и), 0≤u≤r, и S'1,— наименьшую ®-алгебру, порожденную случайными величинами X (μ)-X (s), j≤u≤γ.Далее мы будем также рассматривать случайный процесс (K(∣),1⅞O), принимающий значения в измеримом пространстве (2/, SS). Приведем ряд нужных нам определений.Определение 1. Говорим, что случайный процесс (Y(t), t≥0) согласован 
с системой а-алгебр S',, r>0, если для всех t≥0 случайные величины Y (t) 
S'i-измеримы.Определение 2. Случайный процесс (У(г), r≥0) называется транзитив
ным функционалом от процесса (X (t), r≠≈0), если он согласован с системой 
о-алгебр Sr,, t≥0, и для всех 0≤s <t существует функция у (у, s, t, ω), прини
мающая значения в cJJ, такая, что почти всюду по мере Р (п. в.) имеет место 
равенство

Y(t)=v(Y(s), в, t, ω), (1)
причем при фиксированных s, t и а функция φ (∙, s, t, ω) SS — измерима, 
а при фиксированных у, s и t функция <р (у, s, t, .) ^'„-измерима.Определение 3. Говорим, что случайный процесс (У(t), r>0) обладает 
марковским свойством относительно системы с-алгебр />0, если он 
согласован с этой системой и для всех 0≤s< t и Γ∈^ п. в.P{y(z)≡Γ∣^}=P{y(z)∈Γ∣y(j)}.Имеет место следующее утверждение.



254 Б. Григелионис

Теорема. Если (У (/), t>0) — транзитивный функционал от случайного 
процесса (X (t), t≥0), а для всех O≤s<rl и Γie^Sm, i=i, п, л>1, п. в.P {Z (r1) - X М eΓ1..............X (t.) - X (5) ∈Γn I ==P{X(f1)-XM<≡Γ1, Λ'(rn)-AΓ(j)∈Γn I УМ}. (2)
то случайные процессы (У (t), z≥0) и ((%(/), У (r)), r>θ) обладают мар

ковским свойством относительно системы а-алгебр t≥0.Доказательство. Достаточно доказать, что для любой ограниченной ä?m х ^-измеримой функции ψ (х, у) и для всех 0≤s<fπ. в.Е (ψ(X(∕)-* Μ. У (r)) ∣⅛ξ)=E(ψ(Λ'(r)-X (s), У(г))| y(j)), (3)
поскольку отсюда тогда очевидным образом получаем, что для любой ограниченной Sim × SiSm х ^-измеримой функции ψ (х, х', у) п. в.e(ψ(xm-xm. хм, yω)j^s)==e(Ψ(X(z)-X(j), XΜ. y(Γ))∣Λ-(5), УМ) (4)и, в частности, при ψ (х, x', y)=ψ (x+x', у) п. в.e(ψ(X(∕), |У«)|^) = е(Ф(Х(Г), y(z))∣jr(s), ум). (5)

При ψ (х, y)=χ, (х, y)*∖  Γ∈^mx^, из (5)’следует, что для всех 0≤s<∕ п. в. P∣(JT(r), ∣y(0)≡Γ∣^s}=P∣(XM, y(r))eΓ∣Λ-M. Iγm}. (6) 
а при ψ (x,y) = χr (у), Гей), из (3) вытекает, что для всех O≤s<z п. в.Р{УМеГ|^,}=Р{У(0еГ|УМ}. (7)Равенства (6) и (7) составляют утверждение теоремы.Перейдем к доказательству равенства (3). В силу транзитивности функционала (У (z), <>0) имеем, что п. в.e(ψ(x(0-xm, ιrω)∣^.)== Е^(у(Г)-УМ. φ(×M.∙s. Λω))∣ =

=E(ψ(jyM. I, ω)∣⅛ξ), (8)
где функция ψ (у, s, t, ω) при фиксированных s, t и ω ^-измерима, а при фиксированных у, s и t ^'-измерима.Обозначим -)Cs' класс ^'-измеримых ограниченных случайных величин Z, таких, что п. в.E(Z∣^,)=E (Z∣yM)-

∙> Xr (x)≡l при χeΓ,=0 при x⅛Γ.
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Очевидно, что le-^⅝J, линейные комбинации любых двух случайных величин из )t' принадлежат-?^ и если Znε-)t's, 0≤Zn↑ Z, где Z - ограниченная случайная величина, то ZεX,,s. Наконец, в силу предположения (2) классу -?£' принадлежат характеристические функции системы множеств Cs{Jf(z1)-A,(s)∈Γ1, X(rπ)-X(j)eΓ,},где Γj∈^m, s≤Zi≤Z, 1 = 1 и, и>1, являющейся к-системой, т. е. для любых множеств A1, A2eQ's имеем, что Al ∩ A2εC's. Из вышесказанного и леммы 1.2 в [2] следует, что классу -?б( принадлежат все ограниченные ^-измеримые случайные величины.Отсюда очевидным образом следует, что п. в.E(ψ(r(j), j, t, ω)∣ ⅛ξ) = E(ψ(r(j), 5, t, ω) j K(j)). (9)
Из (8) и (9) имеем, что п. в.e(ψ(X(0-X(j), K(r))∣ K(j)) == Е (е (ψ (X (t) - X (Д У (z)) I ∙⅛ξ) I У ω) =

= E(ψ(y(j), s, I, ω)∣y(s)) (10)
Из равенств (8) —(10) вытекает (3) и тем самым теорема доказана.3. Рассмотрим некоторые примеры. Пусть (θ (г), z>0) — марковская цепь с конечным множеством состояний (0, 1, N), начальным распределением π,=πi(0)=P {fr (0)=i,}, ι'=0, 1, N, и переходными вероятностями pij (j, t) =P {fr (t)=J I fr (s) = ι}, O≤j<Z, i, 7=0, 1, ..., N. Предположим, что (X(z), z≥0)-m-мерный стохастически непрерывный случайный процесс, при фиксированной траектории цепи (fr (z), z≥0) имеющий независимые приращения.Обозначимπi(z)=P {fr(z) = ι∣^∙,}, z=0,l, N.При достаточно общих дополнительных предположениях относительно процесса (X(z), z≥0) можно доказать, что функционал У (z) = (π1 (z),..., "λz(0) . z>0, транзитивен и выполняется условие (2). Здесь мы ограничимся лишь рассмотрением двух примеров, относящихся к байесовским решениям задачи Вальда проверки нескольких простых статистических гипотез о многомерном случайном процессе с независимыми приращениями и задачи о „разладке" многомерного случайного процесса с независимыми приращениями. (Подробнее о постановке и решении таких задач для винеровского процесса см. в [3].)Пример 1. Пусть fr (z)≡fr (0), 0<π1∙<l, z'=0, 1, ..., N, и условные меры 

Pi, соответствующие процессу (X (t), z>0), при условии fr(0) = z, ι=0, 1............N. эквивалентны между собой. Покажем, что функционал y(z) = (π1(z),
..., πfl (Z)), z>0, удовлетворяет условиям теоремы п. 2.
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Поскольку в силу принятых предположений для всех O≤s<zi и Γj∈⅛m, ι = l, п, n≥ 1, п. в.Р { X (t1) - X (i) eΓ1, X (z„) - X (5) еГ„ | ^ } =
= ∑ P{X(Z1)-X(j)∈Γ1, X(Q-X(s)eΓm ⅛(0) = Z∣^3} =

/=0

N= ∑ Р {X(Z1)-X(j)eΓ1.................X(zπ)-X(j)∈Γ3∣θ(0) = Z}πi(5) (11)
i =0

N
τ0(∙') = 1 - ∑ πi (Д

i = I
(12)

то из (11) и (12) следует выполнимость условия (2).Остается показать транзитивность функционала (У (z), ZJ≈O). Имеем, что 
πj∙ (z) = t

∑π'⅞(⅛)

i =0

j=o, 1, N, (13)
где Х‘ обозначает отрезок траектории X (и), s≤u≤z.Из (13) находим, что производные -^∙ (Xį), i = l, N, являются решением системы линейных уравнений

∑ (πi δi, - πf πj. (Z)) (Xį) = π0 πj∙ (t), j = 1................N. (14)z-ι 0где δij — символ Кронекера. Поскольку п. в.det ∣∣π1∙δy-π,π,∙ (z) !∣f,=π1 πflπ0 (r)>0, то из (14) следует, что п. в.W)=φi(rω), «=1, , (15)
где φj (у) — определенные рациональные функции от компонент вектора у. Далее, как известно (см. [4]), п. в.

⅛ = ⅛ V® ⅞^ V®’ /= 1.................N’ <16) 
где случайные величины (X') — ^-измеримы.Из равенств (13), (15) и (16) следует транзитивность функционала 
(Y(t), Z⅛0).Пример 2. Пусть т — неотрицательная случайная величина такая, что р {τ=0}=π(0)<l

Р {τ<Z I τ>0} = F(Z).
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Предположим, что m-мерный случайный процесс

χ(t) = l при 0≤Γ≤τ,1 -Y0 (τ) + Z1 (Z-τ) при t>τ,при каждом фиксированном значении т является стохастически непрерывным случайным процессом с независимыми приращениями, меры Pt, соответствующие процессам Xi(t), i=0, 1, эквивалентны, процесс X1 (t) однороден по времени и P{J0 (0)=0}=P {Λr1 (0)=0} = l.Обозначим*w = ∕ 0"P" '≤τ∙Į 1 при Γ>τ.Очевидно, что (θ(t), г>0) — марковская цепь с двумя состояниями, с начальным распределением π1 = l-πo = π(0) и переходными вероятностями
Poo (s. t) = 1 -p01 (j, r) = 112f¾

И Pu (■*,  t) = 1 -Pio (s> <) ≡ 1 ■Покажем, что функционал Y(f)=π(t), r≥≈0, удовлетворяет теоремы п. 2.Выполнимость условия (2) проверяется аналогично примеру 1.Для ΓS≈O, таких, что F(r)<l, обозначим
γιt) = π<'>“1 , l-π(∕)Имеем, чтоvω = ⅛⅛⅛=τ⅛y[1-¾ ⅛w)÷
+ ∕ ¾ W) dF M] = T⅛j ‰ [ T¾ +

о+ ∕⅛ W)^w]∙ 
оМы пользовались тем, что⅛H=[⅛(<,

Из (16), (18) и (19) при 0≤s<r, F (t) <1, находим, что
τW =γ(j) i jpĮ (jC)+ 1-F(t) f dpa W) dF(u).

условиям

(17)

(18)
(19)
(20)

Из равенств (17) и (20) и того, что π (r) = l при F (г) = 1, следует транзитивность функционала (π (/), Г>0).Институт физики и математикиАкадемии наук Литовской ССР3. Математический сборник Х-2,
Поступило в редакциюЗ.Х.1969
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APIE VIENĄ MARKOVlSKUMO KRITERIJŲ ATSITIKTINIAMS PROCESAMSB. GRIGELIONIS
{Reziumė)Darbe įrodytas markoviškumo kriterijus tolydinio laiko atsitiktiniams procesams, remiantis funkcionalo nuo duoto atsitiktinio proceso tranzityvumo sąvoka. Išnagrinėta keletas pavyzdžių, susijusių su daugiamačių atsitiktinių procesų su nepriklausomais pokyčiais statistikos uždaviniais.
ON A CRITERION OF MARKOVΓΓY FOR STOCHASTIC PROCESSESB. GRIGELIONIS
(Summary)In the paper a criterion of markovity for the stochastic processes with continuous time, based on the notion of the transitive functional from a given stochastic process, is proved. Some examples connected with statistical problems of multidimensional stochastic processes with the independent increments, are examined.


