
X 2LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS 
ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 

19 7 0

λΛK - 518.9

СУЩЕСТВОВАНИЕ И ВИД РАВНОВЕСНЫХ СТРАТЕГИЙ 
НЕКОТОРЫХ НЕАНТАГОНИСТИЧЕСКИХ ИГР ДВУХ ЛИЦ 
С ВЫБОРОМ МОМЕНТА ВРЕМЕНИ

Д I I. СУДЖЮТЕ

Рассматривается неантагонистнческая игра двух лиц на единичном квадрате. При предположении, что ядра игры обладают некоторыми свойствами монотонности, гладкости и ограниченности, исследуется вид равновесных стратегий, доказывается их существование и указывается путь к их нахождению в частных случаях.Игра, как обычно, определяется множеством стратегий игроков и функциями выигрышей. Стратегиями игроков являются функции распределения ä (ξ) и у (η) на интервале [0, 1]. При выборе первым игроком стратегии х (ξ), а вторым у (η), первый выигрывает
j f К (Z, η) rf.r(ξ) ⅛∕(η),
о о

а второй
i I

1' [ L(Z, η) rf.v(ξ) dy(τl).

о игде
x(ξ,η) = M(Z, η),

Ф1 (;),Λ'(ξ.η),
ζ ξ=η, ξ><.

i(ξ.η) = P(⅞.η). Φβ (ξ).Λ(ξ.η),
⅞ <η, ς=η. ξ>η.

Здесь ограниченные функции К (ξ, η), L (ξ, η), называемые ядрами, определены на замкнутом квадрате 0≤ξ, η≤ 1, причем мы будем предполагать выполненными следующие условия:(а) Функции Λf(ξ, η), Р (ξ, η) определены на замкнутом треугольнике 0≤ ξ≤η≤ 1, а функции N (ξ, η), R (ξ, η) на замкнутом треугольнике 0≤η≤ξ≤ 1. Все они имеют непрерывные вторые частные производные, определенные в соответствующих замкнутых треугольниках.
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(б) Частные производные Λ∕ς, Nς, Prι, Λη положительны в соответствующих замкнутых треугольниках с возможными исключениями Λfς (1, I)=0, Λ(i,D=θ∙(в) Для ξe(O,1) значения функции Φ1 (Ę) находятся между М (ξ, ξ) и N (ξ, ξ), причем равны какой-нибудь из них только в тех точках, в которых М (ξ, ξ) = 
= N (ξ, ξ), а значения Φ2 (ξ) - между Р (ξ, ξ) и R (ξ, Ę), и равны какой нибудь из них только тогда, когда Р (ξ, ξ) = R (ξ, ξ).Спектром функции распределения назовем наименьшее замкнутое множество, вне которого мера функции равна 0. Парой равновесных стратегий назовем пару стратегий x0 (ξ), y0 (η), удовлетворяющих условиямII IIf f X(Z∙ η)<∕∙x(ξ)⅛>0(η) ≤ ∫ f K(ξ, η) <∕x0 (ξ) ⅛,o (η) =

0 о 0 0II II
f f L(ξ, η)<7x0(ξ) <⅛∣(η) ≤ ∫ f L(ξ, η)dx0(ξ)dy0(η) = v2.
0 0 6 6

Обозначим I IK1 (ξ) = f X(ξ, η) ⅛⅛ (η), V2 (η) L f L (ξ, η) dxt (ξ)
0 oи, по определению пары равновесных стратегий, получаем

^ι(ζ)≤^ι. ^(η)≤^,2∣ θ≤ξ, η≤l∙ (1)
При условиях (а), (б), (в) выполнены все требования монотонности и непрерывности теоремы 1, следствия 1 и леммы 5 автора [4], и поэтому можно утверждать следующее:(г) Если в данной игре пара стратегий x2 (ξ), y0 (η) является равновесной, то в интервале (0, 1) их спектры совпадают (будем их обозначать через S) и имеют вид S=[α, 1), если a≠0, и S=(0, 1), если а=0.(д) Если в точке ξ0∈S функция х„ (ξ) имеет скачок, то Р (ξ0, ξo) = R (ξo,ξo) и если в точке η0∈S скачок имеет y0 (η), то М (η0, η0) = N (η0, η0).(е) K1(ξ) и V2 (η) непрерывны в интервале (0, 1) и ∏ι(ξ) = ¾, ⅞(η) = ≈⅛ ДЛЯ ξ, η∈S.Перейдем к доказательству дальнейших утверждений.

_ Лемма 1. Для того, чтобы пара стратегий x0 (ξ), y0 (η) была равновес

ной, необходимо и достаточно, чтобы1) значения функции Vl (ξ) = υ1 для ξ∈S, K1 (ξ) ≤ z>1 для ξ∈(0, 1 )\5; в точ

ках 0 и 1 значение V1 (ξ) равно ι>1, если в соответствующей точке xq (ξ) имеет 
скачок и не больше vl, если скачка нет;2) значения функции V2 (η) = ι∣2 для ri<≡S, V2 (η)≤ι>2 для ηe(0, 1)\S; в точ

ная 0 и 1 значение V2 (η) равно v2, если в соответствующей точке y2 (η) имеет 
скачок и не больше v2, если скачка нет.
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Необходимость. Если пара x0 (ξ), j⅛ 01) является равновесной, то ∏1 (ξ) = 

= v1 для ξ∈S ввиду (е) и V1 (ξ)≤o1 для ξ∈[0, 1]∖S ввиду неравенств (1). При паре равновесных стратегий x0 (ξ), y0 (η) выигрыш первого игрока равен
i i 1o1= ∫ f K(ξ, η) dx0(ξ) dy0(η) = a f K(0, η) ⅛√η) +

6 о о

1-0 1 1 
+ J [f K(ξ,, η) dy0 (η)] rf.v0 (ξ) + β f K(1, η) ⅛⅛(η) =

+ö ö 6

1 -о= αΓ1(0)+ f K1(ξ) Λ⅛(ξ) + βK1(l)
+oи поэтому в случае α>0 или β>0 соответствующий сомножитель не может быть меньше чем ¾, так как в противном случае сумма в правой части была бы меньше ι>1.Для V2 (η) рассуждение аналогичное.Достаточность. Пусть пара x0 (ξ), y0 (η) удовлетворяет условиям 1) и 2) доказываемой леммы. Тогда для любой стратегии х (ξ) имеем

11 11
f f K(ξ, η)rfx(ξ)¼(η) = f [ f K(ξ, η)⅛⅛(η)]√x(ξ) =
0 0 0 0

I
= f r1(ξ)^(ξ)≤¾ 

ои для любой стратегии у (η) имеем
i 1 11f f L (ξ, η) dx0 (ξ) dy (η) = ∫ [ f L (ξ, η) dxa (ξ) ] dy (η) =

0 0 0 0

1
= f κ2(η)⅛>(η)≤∙¾,

6что и означает, что пара x 0 (ξ), y0 (η) является парой равновесных стратегий.Лемма 2. Точка 6e(0, 1), в которой М (b,b) = N {b,b) или P(b,b) = 
= R (b, b), не входит в S.Доказательство. Пусть М (b,b) = N(b,b). Докажем сначала, что любая последовательность функций

φjη)=,

где ⅛<ξn<l, ξπ→6, равномерно ограничена.Каждая функция этой последовательности ограничена ввиду ограниченности входящих в нее функций. Пусть последовательность φπ(η) не является равномерно ограниченной. Тогда существует такая подпоследовательность φi (η) последовательности <р„ (η) и такая монотонно сходящаяся последовательность ηi точек из [0, 1], ηi→η0. 4τ0 1⅛ (τ).) = + ∞ или — оо. Рассмотрим
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здесь только первый случай, второй рассматривается аналогично. Пусть для определенности ηj убывает Если η0≠A, то φ,- (г„.) стремится к М-. (b, η0) 
N,(b,τ,a}. Если τli→b. то существует бесконечно возрастающая подпоследовательность одного из четырех видов:

M(ς,. τlj} - M(b. η,)

^4¾y¾) - M(b. -¾)
- ■ ь

v(⅛. ¾).- Λ∏*.  γ√)

1
f ,. ∕7(≈,,, η)-Λ∙(⅛. η) , , ,11Ш ~l~e⅛ — ⅛⅛(η) =

о ⅛→1 ζ"

b I
= f N'i (*. η) dy0 (η) + I Mξ (b, η) dy0 (η) > О,Ö А+0где переход к пределу под знаком интеграла возможен по теореме Лебега ввиду равномерной ограниченности ранее исследованной последовательности. Последнее неравенство получается из условия (б). Оно и показывает неправильность сделанного допущения. Таким образом bįS.Аналогично доказывается, что если P (b, b)= R (b, b), то bfS.

-->~b

⅛,(ξj) - Λf(⅛. JP_ 
ξ∕-*Первые две последовательности стремятся соответственно к ЛЛ (⅛, ⅛). Nz (h, h∖. Члены третьей последовательности, ввиду ςj≥η. и N (h,b) = М (b, b}. удовлетворяют неравенству

Af(ξ√. ¼⅛-M(⅛. ⅞) < ,VIξj. ⅞)-λ,⅛. ⅛)
ξy-∆ " ¾-⅛

N(tj, Ь) — N{b, b} M(b, b) — М{b, flj)
lj-b + ~τlj-bправая часть которого стремится кI Nf, (b,b} | + ' № (b,b) | + 1 Mc (b,b) j.Члены четвертой ледовательности, ввиду свойства (в), находятся .между

y(ξy, ξjl-ΛT(Λ, ξ,.) M⅛ ξ,)-Λ∕⅛, У
¾-'> e,-ΛТаким образом, в силу свойства (а), во всех случаях сходимости η, к ¾, последовательность φi (η1∙) имеет конечный предел. Это противоречие и доказывает, что исходная последовательность функций φn (η) является равномерно ограниченной.Пусть, далее, утверждение леммы не выполняется и точка ft∈(0, 1), в которой М (b, b) = N (b, Ь), принадлежит S. Тогда [6, 1)<≡S, ввиду (г), и Iz1 (;) = = y1 для te[⅛, 1). ввиду (е). Пусть ξ,,→⅛, ξ1,>∂, п = 1, 2, тогда

ξ,-*
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Лемма 3. Н каждой тачке интервала (л,1) функции .v0 (ξ) и y0 (η) имеют 
непрерывные производные.Доказательство. Будем исследовать функцию распределения yft (η) сначала докажем, что она имеет производную в интервале (а, 1).По свойству (е) для функции l'1 (ς) для любого η0∈(α, О 11 Для любого А; такого. что η0+ΔΞc∙(fz. 1). можно написать

О = Γ1 (η0 + ∆ς) - K1 (η0) = ∣ λ'(τ,n + ΔΞ. τl)dyl, (г,) -
- I λ(r1,,. η)⅛'n(7j= j [.V(¾ + ΔΞ. η)-Λr(η0, η)] dy0 (η) +

∆ξ
+ I ,̂'(τ,o+∆ξ. r,)√Γ,,(<)- I Λ√(η0. η)⅛>0(η) +

+ f [M(ηn + Δξ, η)-Λ∕⅛. η)]⅛√η). (2)
τ,ll√ΔΞДля выражения

∙U÷Δξ τ1,τ∆ς3- f ΛΓ(η, + Δξ. r,) rf1∙0(7ι)= f N (r10 + ∆ξ. η) d ,~e⅛,

m .>1∙(ηo+∆ξ)-^(η0) s, |? λ47,o +ДГ, т)(/ ум sξ м ■ Λ-.- y..l,.∙

■де
III = min JV(ξ, 7,). M = max Λ,(ξ, r1).

Λ,^r.≤ξ≤r.,÷∆ξ 7,ζl5η≤ξ≤r.o ∆ξПереходя к пределу, когда Δς-∙-0, получим, что оба крайние выражения стремятся к N (η0, η0) ∙ λ, где λ - некоторое производное число для y0 (η) в точке η0. Аналогично
τ.o + ∆ςlim - [ Λf(η0, η) ⅛>0(η) = Λf(η0, η0)∙λ.

Δξ->U -i⅛Из равенства (2), применяя теорему Лебега и ранее выведенные равенства, получим
1i<l0 = lim ⅛ [fzι(7io + ∆ξ)- κι(η0)] = I ^rζ(ηo. η) ⅛√η) + Λ=→υ л, J

I+ λΛΓ(η0, η0)-λΛ∕(η0, η0) + j Mi(τlo, η) dya(τl).

τ<θОтсюда, так как М (η0, η0)≠ W (η0, η0) по лемме 2, следует, чтоT,o 1f Λ⅞ (η0, η) dy„ (η) + ∫ Mi (τ⅛, η) dy0 (η)
У______________________ j∏β_____________________

JW(->]o. ηo)-W(ηo. η∣>) ’ 
λ =
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т. е. λ не зависит от образа сходимости ∆ξ к нулю. Иными словами, все производные числа функции y0 (η) в точке η0 равны между собой, а это достаточное условие для существования y,0 (η) в этой точке.Теперь докажем, что yį (η) в интервале (а, 1) непрерывна. Для выражения5*>ι= *zι(ξ) = γW(ξ. θ)+ f N(ξ, η)⅛√η) +
а

1-0+ f Λ∕(ξ, η)¼(η) + 8Λ∕(ξ, l) = γΛΓ(ξ, O) + JV(ξ, ξ)y0(ξ)-ς ξ-ΛΓ(ξ, α)y0(α)- [ JVη (ξ, η) y0(η)<∕η+Λ∕(ξ, 1) y0 (1 — 0) —
а

-Λ∕(ξ, ξ)>√ξ)-∫ Λ∕η(ξ, η)^0(η)√η+δΛ∕(ξ, 1)
найдем производную, которая, ввиду свойства (е), тождественно равна 0 для ξe(a, 1):O = γ^(ξ, O) + JVξ(ξ, ξ)y0(ξ) + Λr(ξ, ξ)yj(ξ)-^(ξ, a)y0(a)-

5
-f jvηζ(ξ∙ η)∙>⅛(η)Λι-Λrη(ξ, ξ)∕o(ξ)+¼(ξ. 1)л(1 -θ)-

а
1-0-¼(ξ. ξ) Уо (ξ) - М (ξ, ς)⅝(ξ)-f Λfηζ(ξ, η)y0(η)<∕η +

+ Mη(ξ, ξ)y0(ξ)+δMζ(ξ, 1),и отсюда[Λ∕(ξ, ξ)-ΛΓ(ξ, ξ)]j6(ξ)=γΛΓς(ξ. O) + Λfξ(ξ. ξ)j0(ξ)-
-JVξ(ξ, a)y0(a)- f Nηξ(ξ, η) y0 (η) <Zη - ЛГ„ (ξ, ξ)y0(ξ) +

а

+ Λfζ(ζ, 1)λ(1 -O)-Λ∕ζ(ξ, ξ)y0(ξ)- f Λfηξ(ξ, η)y0(η)<∕η +
+Mη(ξ, ζ)y0(ξ)+5Λ∕ξ(ς, 1),а так как все входящие в левую часть функции непрерывны и по лемме 2 точка, в которой М (ξ, ξ) = N (Ę, Ę), не входит в (a, 1), то деление на непрерывную функцию М (ξ, ξ) — N (ξ, ξ) возможно, и имеем, что yį (ξ) в интервале (а, I) — непрерывна.Таким же путем доказывается и непрерывность x'0 (ξ) в интервале (о, 1). 

Теорема 1. Если M (1, 1) = 7V(1, 1) или. P (1, 1) = Ä(l, 1) и пара x0 (ξ), y0 (η) в этой игре является равновесной, то она состоит из функций распре
деления, постоянных на интервале (0, 1).
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Доказательство. Пусть для определенности M (1, 1) = N(1, 1) и допустим противное, т. е. что имеется непустой интервал (а, 1), принадлежащий спектру. Тогда
ζ iH(ξ) = γΛ,(ξ, 0)+ f ΛΓ(ξ, η)ga(η)<∕η + f М (ζ, η) go(η) dτ∣ ++ 8M(ξ, 1), a i (3)где ga (η) — непрерывна в интервале {а, 1) ввиду лемм 2 и 3. Так как K1 (ξ) для ξ∈[α, 1) постоянна (свойство (е)), а функции в правой части (3) непрерывны, то

K1(l —0) = γ7V(l, 0)+ f ΛT(1, η)s,,(η) A1 + 8Λ∕(1, 1) = 1>1.
аДоказательство того, что последовательность функцийгде ξπ → j

( Я(1, η), 0≤η<l,uλ 1 Λf(J. 1), η=l,равномерно ограничена, проводится так же, как в лемме 2, и наконец, применяя теорему Лебега, получаем
о = lim r,(l-0)-21(U = ljm Г F(η)-*⅛- η) i0,ofηbF —»1 1 ~ ⅛∏ F -.1 ' 1 - ⅛rtς∙n ‘ ς,n ' о
= f lim ; *tξ"' η, ⅛⅛(η) =

О ⅛-1 1-⅛"

= γ^(l, 0)+ f JVζ(l, η) ⅛⅛ (η) + 8Λ∕ξ (1, l)>0.
аПолученное неравенство показывает неправильность допущения, т. е. получаем, что пересечение спектра с интервалом (0, 1) пусто.При P(l, 1) = Λ(1, 1) доказательство аналогично.Перейдем к вопросу о существовании и виде равновесных стратегий при следующих условиях:M(l, 1)>2V(1, 1), (4)P(l, 1) <Я(1, 1), (5)Φ1(l)≤Λf(l, 1) и Φ2(1)≤Λ(1, 1). (6)Определенную на интервале [0, 1) функцию распределения, имеющую скачки в точках 0 и I соответственно с и d и плотность φ (ξ) на интервале 

[а, 1], будем обозначать [с, φ0, d].Из лемм 2 и 3 вытекает, что, если в условиях (а), (б), (в) пара равновесных стратегий существует, то она имеет вид x0 (ξ) = [α, fa, β], y0 (η) = [γ, ga, 8], где а > sup {ξ∣ 0<ξ< 1, М (ξ, ξ) = 2V(ξ, ξ) или Р (ξ, ξ) = Λ(ξ, ξ)}.
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Отсюда, ввиду постоянности lz1 (;) и lz' (r∣ .S', следуетп (;) должны удовлетворять соответственно следующим сравнениям■. 1','∕V(ς, 0)+ I V(Ξ. 7,) ,е„ (7,) (ht + ∣ A∕(1, < 1 .<, ('<jV∕η + 6Л/ ∣ '. I)≡=cl,
z∕,∣0. η) I Pd. f,,[∖)di+∖ /?(;. <1 ∕,lξl 1∕⅞-⅛Λ(! /,|

где f∕≤ξ. η 1 lipu дифференцировании первого \равнения получаем второ 11
vt(≈. (>)+ j Λ,≈∣ξ. <∕τ-,+ V(⅞. -O'„ū)

I Λ∕1(≡. η) Su<z,) dr,- М I ;, + Of, ∣ξ. lθ∣>.
xP,.(0. ■<)+ f ∕>,Jξ. О ./„(;) <∕ξ + ∕j(τ,. -∕∙,)<1(√) +

1+ I Λr(ς. z,) r,)∕,(v,∣ + βΛt(l, г) 0.
а гак как Л/ (ξ, ξ) ≠ \ Ę) и Р (η. η) ≠ R (η, η) для a≤z-. rl 1, получаем линейные пнгетра. уравнения при деленн’!

где

g (и)- j L'∖ιι. τ∙J g ι.η) t/т; γ<70 (∕∕) + fy1 (u).
∕(t)- I 7 (ξ, r) .∕(ξ) <∕ξ--=z∕>n(z) + ⅛1(Z), (M

t∕(zz, r,) = M(и. η) 

Л/ (н, u)-N(u, u}
AΛ(<o η)

Mui. ιι)-N(u. h)

<7 ≤ η < W ≤ 1 ,

α ≤ ∕∕ ≤ η ≤ 1,

N, (и. 0)
cl"U')= л/(н н)_ v(„ ,() '∕ι (и) = Λ7ξ(H. I)

M (u. u)-N (и. u}

та, t)—

Pr,C=,. Г>_
R [I. l)-P(l. f)

R, (i. r) 
R(ι, ι)-P(ι. i)

o≤Ξ<∕≤ 1,
rt≤∕≤ξ≤ 1,

,. Pn(0. z)
p°'-, R (t. ι)-P{ι, i)

n ω - jMl-∙ ” 
pι'',> R(ι. ι)-P{ι. r) (1O



Существование и вид равновесных стратегий 383

Через Т„ будем обозначать оператор с ядром Т (ξ, г) и нижним пределом fl, а Ua - оператор с ядром.U (и, η) и нижним пределом а. Тогда уравнения (7) и (8) можно записать так:
(∕- U„) g=γq0+δq1,

(I-Ta)f=v.p0+βpl.Операторы Ua и Т„ являются строго положительными и вполне непрерывными, в силу выполнения неравенств (4) и (5) и непрерывности функции 
M. N (P, R) существует интервал (о, 1), α<l, в котором М (ξ, ξ) > N (ξ. ;) (P(η. η) < Л (η, η)). Из этих свойств, незначительно изменяя некоторые доказательства в [1], получаем дополнительные свойства.(ж) Если λ (о) означает спектральный радиус Т„, т. е. λ (о) есть радиус наименьшего круга в комплексной плоскости с центром в начале координат, который содержит все собственные числа Та, то λ (о) является собственным числом Т„ и имеет положительную собственную функцию у'(о>. Кроме того, строгая положительность Т„ гарантирует, что собственная функция, соответствующая λ (а), единственна с точностью до постоянного множителя.(з) Спектральный радиус λ(a) является непрерывной строго монотонной функцией а. Если β→l, то λ (fl)→0.(и) Если λ>λ(o), то оператор (/- существует и может быть выражен посредством ряда

п —ОСвойства (ж)-(и) дословно повторяются для оператора L',, и его спектрального радиуса μ (о).(к) Если P (1, 1)<Λ(1, 1) и существует такое значение η0∈ [0, 1), что 
Р ('rιo∙ 7lo)= Л (η0, η0), то существует такое значение a>η0, что λ(a) = l. Аналогично, если M (1, 1)> N (1, 1) и существует такое значение ξo∈[0, 1), что 
М (ξ,∣. ξ0) = N (ξ0, ξ0), то существует такое значение A*>ξ 0, что μ(σ*)  = l.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (4), (5), (6) и λ(0)<l, μ(0)<l, Тогдг1| Если Φ1(0)≤Λ'(0, 0), то существует пара равновесных стратегий вида ⅞ = (θ. Л, β]> Λ = [Y. ?». θ]∙2) Если Φ2(0)≤P(0, 0), то существует пара равновесных стратегий вида∙v0 = [a, /о, 0], ¾l = (θ. go, 8]-3) ЕслиJV(O, 0)<Φ1(0)<JV(l, 0), P(ü, 0)<Φ2(0) (11)
P∣0, 0)<Φ2(0)<Λ(0, 1), JV(O, 0)<Φ1(0), (12)уществует пара равновесных стратегий одного из следующих видов
*0=[≈. fa, β]. >,o = [γ. g<,. 0];*o=k L, θ]. λ=[y. go, 8J-
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4) Если AΓ(1, 0)≤Φ1(0) и P(0, 1)≤Φ2(O), то пара стратегий x0 = [l, О, О], 3⅛ = [1, О, 0] является равновесной.Доказательство. Рассуждения, аналогичные проведенным в [I] приводят к построению класса стратегий игрока первого, имеющих вид х = 
= [«, fa, β]. 0≤a≤ 1, где хоть одна из величин α, β неравна нулю и класса стратегий игрока второго, имеющих вид j = [γ, ga, 8], 0≤a≤l, где хоть одна из величин γ, 8 неравна нулю. Здесь функции fa, ga являются решениями уравнений (∕-Γo)∕o = αp0 + βp1, (7- Ua')ga = yq0 + 8q1, где p0, p1, q0, ^-функции, определенные соотношениями (9), (10). Далее, подобным образом как в [1] соотвественно для каждого η∈[a, 1], ζ∈[a, 1] вводим функции

t(μ, а, β) = aP(0, η)+f P(ξ, η)∕o(ξ)<7ξ+∫ R (ξ, η)∕a(ξ)<7ξ +
и (a, γ, δ) = γΛf(ξ, 0)+ ∫ Λr(ξ, η)go(η)Λ)+ [ М (ξ, η)go(η)<7η +

независящие от этих переменных, и ввиду монотонности и непрерывности функций Л/, N, Л R удовлетворяющие соотношениям
Γ(fl, a, β)>aP(0, η)+∫ Λ(ξ, η)∕o (ξ) dξ + βR (1, η), ηe[0, а), (15)
и (а, γ, 5)>γlV(ξ, θ) + ∫ М (ξ, η)go(η)<∕η + 8Λ∕(ξ, 1), ξe[O, а). (16)

аАналогично получается, что соответственно при β = 0, 5 = 0 величины a и γ являются непрерывными функциями а. Функции t (а, а, 0), и (а, γ, 0) непрерывны по а. Кроме того
lim t (а, а, 0)=∕,(0, 1),
lim u(а, γ, 0) = Λr(l, 0), 

так как lim f ∕a(ξ)rfξ = O, Λ-fcl ∙'
l'lim

При фиксированном a, очевидно функции t (а, а, га,), и (а, γ, rγ) являются непрерывными по r(0≤r≤∞).
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Введем также функции
1

i(а, α, β) = αΦ2(0) + f K(ξ, O)∕a (ξ) rfξ +ßÄ (1, О),
а

1
й(а, γ, δ) = γφ1(θ)+ [ Λ∕(O, η)go(η)<∕η+ δΛf(О, 1),

которые, очевидно, имеют следующие свойства аналогичные свойствам функции t и и.Функций t (а, «, 0), u(α, γ, 0) являются непрерывными функциями а; при фиксированном а функции t (а, а, га), й(а, γ, rγ) непрерывны по 
г (0 ≤ г ≤ ∞) иlimΓ(o, а, 0) = Φ2(0),

β→llima (я, γ, 0) = Φ1(0).
α→lПерейдем к доказательству утверждений теоремы.Пусть выполнено неравенство Φ1 (0) ≤ А (0, 0). Если в стратегиях х и у положим a = 0, δ = 0, a = 0, то ввиду (13), (14) и (6) получаем
K1(0) = γΦι(0) + ∫ M(0, η)g0(η)^η≤γΛr(θ. 0) +6

1+ J Λf(0, η)go(η)rfη = u(O, γ, 0),
О

IK1(l) = γΛΓ(l, 0) + ∫ Λψ, y1)go(7l)<i71=u(0, γ, 0),
О

IK2(0) = ∫ Λ(ξ, 0)∕o(ξ)<Zξ + βtf(l, 0) = Z(0, О, β),
о

i I
f'z(l) = f P(ξ, l)∕o(ξ)rfξ + βφ2(l)≤ f P(ζ, l)∕0(ξ)rfξ + βΛ(l, 1),

о ои ввиду леммы 1 эта пара стратегий является равновесной.Аналогично доказывается, что при Φ2(0)≤P(0, 0) пара стратегий х = = [а, 0], у = [0, g0, 5] является равновесной.Докажем теперь утверждение 3). Пусть для определенности выполняются соотношения (11). Тогда
1Y. θ)=γΛr(θ. 0)+ [ М (0, η) g0 (η) <∕η < γΦi (0) +

о

1

+ f M(0, η)go(η)rfη = β(0, γ, 0),6ы(1, γ, O)≈=ΛT(1, 0)>Φ1(0) = fi(l, γ, 0),
И. Математический сборник Х-2.
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и ввиду непрерывности функций и и й по а для некоторого αo∈(0, 1) будет w(a0, γ, O) = u(ao, γ, 0). Кроме того r(0, a, 0)<r'(0, а, 0) и функции 
tut непрерывны по а. Из всего этого следует, что среди значений ae(0, 1) для которых

t (а, а, 0)≤f^(a, а, 0), (17)
u(a, γ, 0)≤u(o, γ, 0) (18)и хотя бы одно из этих соотношений превращается в равенство, существует наименьшее, неравное нулю. Обозначим его через a1. Пусть, для определенности
t (a1, а, O) = t(al, а, 0), u(a1, γ, 0)<fl(a1,γ, 0).Из непрерывности и монотонности функций М и W следует, что u(a1, 0, 3) > й (a1, 0, 8) и ввиду непрерывности функций u(al, γ, rγ), 

u(a1, γ1 γy) πo r получаем, что для некоторого rl выполняется равенство
u(a1, γ, r1γ) = u(a1, γ, r1γ).То, что для пары стратегий x0 = [a, А. θ]> y0 = [γ. ga,, r1γ] выполнены достаточные условия леммы 1 следует из (13), (14), (15), (16) и соотношений

1K2(l) = aP(0, 1)+ f P(ξ, l)∕o,(ξ)rfξ = Γ(a1, a, 0),Oiκa (0) = 7(<τ1, a, O) = Γ(a1, a, 0),
K1(0) = u(a1, γ, r1γ) = u(a1, γ, r1γ),
K1(l) = γJV(l, 0)+ f JV(1, η)gθl(η)rfη + r1γΦ1(l)≤u(a1, γ, r1γ),01где последнее неравенство выполняется ввиду условия (6).Аналогично рассматривается случай, когда в (17) выполняется строгое неравенство, а в (18) равенство. Если в обоих этих соотношениях одновременно выполнено равенство, то очевидно, пара стратегий x0 = [a, А. 0], y0 = [γ, g<,,, 0] является равновесной.Существование пары равновесных стратегий при выполнении соотношений (12) доказывается аналогично.Остается доказать утверждение 4). Для пары стратегий х = [1, 0, 0], у = [1, 0, 0] достаточные условия леммы 1 выполнены, так какr1(0) = Φ1(0)>ΛΓ(l, O)=K1(l)>ΛΓ(ξ, O)=κ1(ξ), ξ∈(0, 1),r2(0) = Φa(0)>P(0, l)=K2(l)>P(0, η)=K,(η), η∈(0, 1),ввиду монотонности функций N и Р.
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Теорема 3. Пусть в условиях (4), (5), (6) существует такое значение α∈[0, 1), что λ(α) = l, или a*∈[0,  I), что μ(c*)  = l. Тогда существует пара 

равновесных стратегий одного из трех видов

Λo=[0. fa, 0], 

jc0= [0, fa, 0], 

.Vo=[O, fa, β],

J'0=[θ> Sa, 8]

J'θ=[O. Sa, 0]

Jo=[0. Sa, 01-Доказательство. Ввиду свойства (з) можно утверждать, что выполняется одно из двух: существует хоть одно из a и а*,  а в случае существования обоих a≠a*j  существуют оба, и а=а*.В первом случае берем наибольший существующий из a и а*.  Пусть это будет а, тогда μ(a)<l ввиду свойства (з). Так как λ(a) = l, то уравнение 
Tafo=fa имеет строго положительное решение fa. Нормируем эту функцию так, чтобы выполнялось соотношениеi

f fa(l)⅛ = ∖.

Свойство (ж) утверждает, что такая функция будет единственна. Выражение
η 1K≈(η)= f P(ξ, η)fa(ξ)∂ξ+ ∫Λ(ξ, η) fa(ξ)dζ

а ηпостоянно для η∈[a, 1], так как дифференцирование приводит к произведению с сомножителем fa-Tafa=0. Кроме того, для ηe[0, а] имеем
i IK≈(η) = f Λ(ξ, η)Z,(ξ) <Zξ< f Λ(ξ, a)f,(ξ) dξ= V2(a)

а аввиду монотонного возрастания функции R по η.Чтобы определить стратегию второго игрока, положим g=(7- Ua)~1q1, где ^определяется по формуле (9). Так как μ (а) < 1, то функция g существует
и может быть вычислена с помощью ряда (Uay,q1. Пусть

л = 0δ =-------- j-!--------- ; Sa (η) =
1+ ( ^(η)<6ι

аОтсюда следует, что yo = [0, go, 8] является стратегией второго игрока. Кроме того, по определению ga, имеет место равенство (∕- Ua) ga = Sq1, и, после дифференцирования выражения
ξ i>zι(ξ) = ∫ JV(ξ. η) Sa (η) <⅛ + f M(ξ, η) ga (η) <∕η + SM (ξ, 1),

я ζ 

I ⅛(η). a≤η≤ LI 0, 0≤η<o.
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убеждаемся, что оно постоянно для ξe[α, 1). Из монотонного возрастания 
М следует, что

IK1(ξ)=∫ Λ∕(ξ, η)g.(η) rfη + W(ξ, 1)≤
а

I
≤ f M(a, η) ga (η) <Zη + 3M (а, 1)

адля ζe{O, σ), и в силу условия (6)
IKι(l)=∕ Λf(l. η)ff□(η)<∕η + 8Φι(l)≤

а
I≤∫ Λf(1. ''l)gΛ''∣} dri + 3M(l, 1),

аТаким образом, пара xo=[0, 0], j⅛=[0, ga, 5] равновесна, ибо достаточные условия леммы 1 выполнены.Аналогично доказывается, что в случае μ (а) = 1, λ (а) < 1 существует пара равновесных стратегий, имеющих вид xo=[0, Λ, β], ∕o=[θ. ga< θ]∙Еще проще доказать, что при λ (о) = μ (а) = 1 существует пара равновесных стратегий вида xo=[0, fa, 0], -yo=[0, ga, 0], где/, и ^нормированные решения функциональных уравнений TJa=fa и Uaga=ga.Теорема доказана.Из свойства (к) и предыдущей теоремы непосредственно вытекает следствие.
Следствие. Если при условиях (4), (5), (6) существует такое ηo∈[0, 1), что P(η0, η0) = R (η0, η0) или такое значение ξoe[0, 1), что Λ∕(ξ0, ξ0) = Λr(ξ0, ξ0), то существует пара равновесных стратегий одного из видов, указанных в теореме 3.Автор выражает глубокую благодарность Э. И. Вилкасу за ценные советы 
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KAI KURIŲ NEANTAGONISTINIŲ DVIEJŲ ASMENŲ LOŠIMŲ SU LAIKO 
MOMENTO PARINKIMU PUSIAUSVYROS STRATEGIJŲ EGZISTAVIMAS 
IR PAVIDALAS

D. SŪDŽlOTĖ

(Reziumė)
Esant sąlygoms (а), (б), (в), randamos būtinos sąlygos pusiausvyros strategijų pavidalams, 

ir, esant sąlygoms (а), (б), (в), (4), (5), (6), parodomas pusiausvyros strategijų egzistavimas.
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THE EXISTENCE AND THE SHAPE OF THE EQUILIBRIUM 
STRATEGIES FOR SOME TWO-PERSON NON-ZERO SUM 
GAMES WITH THE CHOICE OF THE MOMENTD. SŪDŽIŪTĖ
(Summary)Under the conditions (a), (6), (в), the necessary conditions for the shapes of the equilibrium strategies are obtained, and under the conditions (а), (б), (в), (4), (5), (6), the existence of the equilibrium strategies is proved.




